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Suponha que estejamos interessados em estudar o comportamento de uma espécie de virus
que vive isolada e se multiplica em um ambiente onde a oferta de comida ¢ limitada; ou de
varias espécies de peixes que vivem num mesmo ambiente e competem pela sobrevivéncia.
Uma abordagem possivel a esses problemas ¢ via Sistemas Dinamicos: a populagdo x; do
proximo ano é dada em fungdo f da populagdo xg atual, isto é, x; = f(x¢).

Mas o que ¢ um sistema dindmico? De maneira bem ampla, um sistema dindmico ¢é
algo que evolui com o passar do tempo. Ele é composto por trés elementos basicos: o
espago de fases X, cujos elementos ou pontos representam possiveis estados do sistema;
o tempo 7, que pode ser discreto ou continuo e a lei de evolugdo f: X — X, uma regra
que nos permite determinar o estado do sistema em cada momento do tempo n a partir
de seus estados em momentos anteriores. Certamente o leitor ndo tera dificuldades em
reconhecer algum sistema dindmico presente no seu dia a dia.

O estudo de sistemas dindmicos remonta a antiguidade, porém, como disciplina, Jules
Henri Poincaré (1854—1912) ¢ considerado por muitos como seu fundador. Hoje é uma
area bastante ampla e bem consolidada, tendo desempenhado um papel fundamental no
desenvolvimento da Matematica brasileira. Seu estudo se utiliza de diversas ferramentas
mateméticas, desde a Geometria & Algebra, e encontra aplicagdes que vio da Biologia &
Inteligéncia Artificial.

O objetivo destas notas ¢ apresentar uma breve introdugio, do ponto de vista matema-
tico, a esse assunto que ¢ tdo bonito. Esperamos que os leitores também possam apreciar
tal beleza.

Sobre este livro

Este texto foi preparado com a intengdo de servir de apoio a um minicurso de mesmo
titulo ministrado no 34° Coloquio Brasileiro de Matematica. Nossos objetivos sdo modes-
tos: longe de desenvolver uma teoria sélida, pretendemos apenas colecionar, da maneira
que nos parece a mais consistente, uma série de exemplos que permitam explorar diversos
conceitos e ideias interessantes da area de Sistemas Dinamicos. Esperamos motivar os
leitores a buscarem textos mais aprofundados quando adquirirem mais maturidade mate-
matica e dominarem mais ferramentas.



Fizemos a op¢ao de exigir um minimo de pré-requisitos, de forma a aumentar o pu-
blico-alvo e manter aberta a possibilidade de despertar em mais pessoas o interesse pelo
assunto. Se isso ocorrer, o leitor encontrara nas referéncias algumas sugestdes de leitura
que seguramente garantirdo um aprofundamento no tema.

De maneira geral, a ideia que permeia o livro ¢ a seguinte: apresentar diversos con-
ceitos importantes de dindmica, explorando-os por meio de exemplos paradigmaticos da
teoria, de forma a suscitar nos leitores o interesse pela area.

Organizacao do livro e como usa-lo

O livro ¢ divido em seis capitulos e mais dois apéndices. No Capitulo 1, apresentamos
diversos conceitos basicos de dindmica que serdo explorados por meio de exemplos ao
longo do texto. No Capitulo 2, estudamos dindmicas em conjuntos finitos e enumera-
veis, enquanto que no Capitulo 3 passamos a estudar dindmicas definidas em espagos de
sequéncias, espagos esses que ja ndo sdo mais enumeraveis. Nos Capitulos 4 ¢ 5, estu-
damos dindmicas definidas num intervalo da reta, focando neste Gltimo num exemplo de
transformagdo expansora. Ja no Capitulo 6, passamos a estudar um exemplo de dindmica
hiperbdlica. Finalmente nos Apéndices A e B, recordamos brevemente nogdes da teoria
de Espagos Métricos ¢ Algebra Linear que sdo utilizadas ao longo do texto. Apresen-
tamos ainda, ao longo dos capitulos, diversos exercicios, muitos dos quais servem para
complementar a teoria desenvolvida.

Quanto a um plano de estudos para estas notas, sugerimos estudar as primeiras segoes
do Capitulo 1 e depois partir direto para o Capitulo 2 e seguintes, retornando ao primeiro
capitulo sempre que necessario. Cabe ressaltar que, devido a sua natureza, o Capitulo 1
pode ser considerado o mais abstrato de todo o livro. Por essa razdo, alguns de seus
topicos podem ndo ficar completamente claros numa primeira leitura. Porém, a medida
que os conceitos forem explorados nos exemplos ao longo dos capitulos, sua compreensao
se dara de maneira natural.

Agradecimentos

Agradecemos aos organizadores do 34° Coloquio Brasileiro de Matematica pela oportuni-
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Neste capitulo, reunimos, para conveniéncia do leitor, diversos conceitos e definigdes basi-
cas que serdo utilizados ao longo do texto. Apresentamos também algumas propriedades
e exercicios envolvendo tais conceitos que podem numa primeira leitura ser ignorados,
especialmente pelos leitores mais iniciantes. Ao longo do capitulo, utilizaremos algumas
nogdes basicas da teoria de Espagos Métricos, brevemente recordadas no Apéndice A. Por
fim, salientamos que ainda que a teoria dos Sistemas Dindmicos possa ser estudada em si-
tuagdes em que o tempo € uma variavel real, ou seja, situagdes nas quais o tempo evolui de
uma forma continua, nas linhas que seguem nos restringiremos ao caso de uma evolugdo
discreta, ou seja, o tempo “varia de um em um”.

1.1 Notacao

Antes de mais nada, para evitar ambiguidades, comecemos por estabelecer que ao longo
do texto o conjunto dos niimeros naturais inclui o zero

N =1{0,1,2,3,...}
e, quando precisarmos excluir tal elemento, escreveremos
N, ={1,2,3,...} = N\ {0}.

Os conjuntos dos numeros inteiros e reais serdo denotados como de costume por Z e R
respectivamente.
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1.2 Sistemas dinamicos

Um sistema dindmico é um par (X, f), sendo X um conjunto as vezes chamado de espago
de fases, e f: X — X ¢ uma regra ou, mais precisamente, uma fun¢do, que nos diz
como os pontos de X se movem com o passar do tempo. De maneira sucinta, um sistema
dinamico ¢ simplesmente uma fungao

f:X—->X

A dinamica, isto €, a passagem do tempo ¢é vista como sendo a iteragao dessa funcdo. Desta
forma, se comegamos com um ponto x € X, que corresponde ao instante zero, no instante
1 ele estarda em f(x), depois em f(f(x)) no instante 2 e assim sucessivamente. Para
evitarmos escrever expressdes como

SUSS S

usaremos a seguinte convengao, padrdo nessa area:

oW =x 1= L. 1= f(7 @) paran = L.

Isto é€,
f'(x)= fo...ofof(x).
—Vezes

Desta maneira a expressdo enorme acima pode ser reescrita simplesmente como £ (x)
significando que f foi iterada 5 vezes, entdo o leitor ndo deve jamais confundir com elevar
f(x) a poténcia 5, até porque essa operagdo algébrica pode ndo fazer o menor sentido no
conjunto X. Nessa nova notagdo, portanto, o que se pretende estudar ¢ a evolugdo no
tempo de um ponto x, ou seja, x, f(x), f2(x), f3(x), ...Esse conjunto é conhecido
como a drbita do ponto x, sendo denotado por

o) = J /.
neN

Quando f possui uma funcio inversa f~! : X — X, podemos também considerar os
iterados de f para o passado. Nesse caso, dado n € N, f " significa iterar a fungéo
inversa f ! n-vezes. Ou seja,

[ =fo o f7ho f(x).

n—vezes

Entdo, neste contexto, a orbita de x é dada por

o) = J f"(x).

nez
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Um dos objetivos da teoria € entender o comportamento de O(x). Por exemplo, enten-
der se essa oOrbita tem algum limite, ou, se nao tem, descrever seus pontos de acumulagdo
(em palavras simples, os pontos dos quais a orbita se aproxima infinitas vezes no futuro).

Em geral, a estrutura do conjunto X e a natureza da fungiio f variam bastante. E muito
comum, por exemplo, o estudo de dinamicas ditas diferencidveis nas quais X ¢ uma vari-
edade diferenciavel e f ¢ um difeomorfismo. Nesse caso, a existéncia de uma estrutura
geométrica ajuda bastante a compreender a evolug@o do sistema. No entanto, existem
diversas dindmicas interessantes que ndo se enquadram nessa situagdo como veremos na
sequéncia. Por outro lado, para que possamos desenvolver uma teoria suficientemente
interessante, ¢ necessario que X tenha alguma estrutura. Para tanto, a partir de agora,
assumiremos que (X, d) é um espaco métrico. Isto €, que X é um espago munido de uma
nogdo de distancia entre seus pares de pontos. Aos leitores mais iniciantes sugerimos revi-
sar brevemente o Apéndice A, no qual apresentamos alguns conceitos basicos envolvendo
tais espagos. Em diversas situagdes, assumiremos também que f tem alguma propriedade
extra, por exemplo, que f ¢ continua. Porém deixaremos claro quando este for o caso.

1.3 Pré-imagens

Quando temos uma aplicagdo f: X — X, podemos, se f for uma bijegdo, definir sua
fungdo inversa f~': X — X. Porém, mesmo quando f nio é bijecdo (portanto nio
tem uma funcdo inversa), ¢ sempre possivel definir a pré-imagem de um conjunto Y, que
denotamos por f~!(Y), como sendo

I ¥)={xeX: f(x)eY)

Ou seja, o conjunto £~ (Y) consiste de todos pontos de X que sdo levados em Y pela
fung¢do f. Por exemplo, no caso da fun¢do f dada na Figura 1.1,

F o) ={xnxaxa), fH2) = {0k ) =0e fH(Y) = {x1,x2. X3, x4}

Note que o conjunto f~!(Y) pode conter varios pontos, um tinico ponto ou mesmo
ser o conjunto vazio. Quando para cada ponto x € X temos que f~!({x}) é vazio ou
tem um Unico elemento, entdo dizemos que f ¢ injetiva. Quando para todo x € X o
conjunto £~ ({x}) é ndo vazio, entdo dizemos que f ¢ sobrejetiva. Quando f ¢ injetiva
e sobrejetiva, ou seja, quando para todo x € X temos que f ' ({x}) é um conjunto com
exatamente um elemento, entdo dizemos que f é bijetiva.

1.4 Conjuntos invariantes

Um conjunto A C X ¢ dito invariantepor f: X — X se f~1(A) = A (observe que aqui
f~1(A) significa a pré-imagem de A por f). Por exemplo, se considerarmos a aplicagio
f: R — R dada por f(x) = 2x, entdo é facil ver que A = {0} e B = R sdo conjuntos
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Figura 1.1: Fungéo f.

invariantes por f. Observemos ainda que se A ¢ invariante, entdo, dado x € A, temos
que f(x) € A. Ou seja, todos os seus pontos permanecem em A apds a ac¢do de f.
Em particular, podemos restringir nossa fungdo a subconjuntos com essa propriedade e
considerar

fla:A— A

dada por f|4(x) = f(x). Nesse caso, podemos pensar em (A, f|4) como um subsis-
tema de (X, f). Em determinadas situagdes, uma estratégia para estudar a dindmica de f
¢ justamente subdividir o espago de fases X em subconjuntos invariantes e estudar a dina-
mica da restricdo de f a cada um desses subconjuntos, estudo esse que as vezes pode ser
mais simples. Na sequéncia, apresentaremos diversos exemplos de conjuntos invariantes
associados a dinamica de f.

Exercicio 1.1. Seja f: X — X uma fungdo invertivel. Mostre que as seguintes afirma-
¢oes sdo equivalentes:

* A é um conjunto invariante;

« f(4) = 4;
+ f"(A) = Aparatodon € Z.

Exercicio 1.2. Seja f: X — X uma bijecdo. Verifique que A ¢ um conjunto invariante
se, e somente se, A = Uyxeq O(x). Ou seja, A é invariante se e somente se A ¢ a unido das
orbitas de seus pontos. Em particular, se A € invariante e x € A, entdo O(x) C A. Mais
ainda, O(x) é sempre um conjunto invariante.

Exercicio 1.3. Sejam f: X — X uma fungdo e A C X. Dizemos que o conjunto A4 ¢é
invariante para o futuro se f(A) C A. De maneira andloga, dizemos que A ¢ invariante
para o passado se f~1(A) C A.

(a) Dé& exemplos de conjuntos que sdo invariantes para o futuro, porém nao sao invari-
antes;
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(b) Dé exemplos de conjuntos que sdo invariantes para o passado, porém nao sao inva-
riantes;

(c) Observe que um conjunto ¢ invariante se, ¢ somente se, ele ¢ invariante para o
passado e para o futuro simultaneamente;

(d) Mostre que um conjunto A C X ¢ invariante por f se, e somente se, 0 seu comple-
mentar X \ A € um conjunto invariante por f;

(e) Mostre que se um conjunto A C X ¢ invariante para o futuro, entdo seu comple-
mentar X \ A ¢ invariante para o passado.

1.5 Pontos periodicos

Um conjunto de pontos do espaco de fases que desempenha papel fundamental no estudo
dos sistemas dinamicos é o conjunto dos pontos periddicos de f: dizemos que x é um
ponto periddico se existe n € Ny tal que f"(x) = x. Nesse caso, seu periodo é o menor
namero natural p € N, tal que f?(x) = x. Isto é, p é um nimero natural maior ou igual
altalque fP(x) =xe f/(x) # xparatodo j =1,2,...,p —1. Quando p = 1, ou
seja, quando f(x) = x, dizemos simplesmente que x ¢ um ponto fixo de f. Observemos
que, quando x € um ponto periodico, sua Orbita resume-se ao conjunto finito

00, 200, PN

e nesse caso, dizemos tratar-se de uma drbita periddica. Denotamos o conjunto de todos
os pontos periddicos de f por Per( f).

Exemplo 1.1. Considere a aplicagdo f: [0, 1] — [0, 1] dada por f(x) = 3x(1 —x). Isto
é, f(x) = —3x2 4+ 3x. Note que f(0) =0¢ f(%) = 2. Em particular, x =0ex = 2
sdo pontos fixos de f. De fato, esses sdo os Gnicos pontos fixos de f (verifique). Este
exemplo sera mais explorado nos capitulos subsequentes.

Exercicio 1.4. Mostre que Per( f) ¢ um conjunto invariante por f.
Observagao 1.1. Dado um nimero natural p > 1, podemos considerar a aplicagdo
g: X — X dada por g(x) = f?(x). Neste caso, se y ¢ um ponto periddico de periodo
p, entdo temos que

gy =1y =y
Ou seja, y é um ponto fixo de g. Além disso, se x é um ponto fixo de f, entdo também ¢

facil ver que
g@) = foforof(x)=x

e, em particular, x também ¢ ponto fixo de g. Observemos, porém, que, se z ¢ um ponto
fixo de g, entdo o tnico que podemos afirmar a seu respeito é que ele ¢ um ponto peridédico
de f com periodo menor ou igual a p. Voltaremos a esse assunto, com exemplos, nos
capitulos que seguem.
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1.6 O conjunto w-limite

Dada a orbita O(x) de um ponto x € X, é natural que queiramos entender quem sdo
os seus pontos de acumulagdo, ou seja, quem sdo os pontos em torno dos quais a orbita
ir4 passar uma infinidade de vezes. Esse conjunto ¢ conhecido como o w-limite de x e
denotado por w(x). De forma mais técnica, dizemos que z € w(x) se existe uma sequéncia
infinita e crescente de nimeros naturais 71, 115, ... (em particular, que vai a infinito) tal
que f"i(x) — z amedida que i — +o00. Isto &,

d(f7 (x),z) 2E25 0.

Por exemplo, se x € X ¢ um ponto periddico de periodo p € N, entdo o conjunto
w(x) coincide com sua orbita {x, f(x),..., f?71(x)}. De fato, é facil ver que w(x) C
{x, f(x),..., fP~1(x)}. Poroutrolado,dado j € {0.1,..., p—1},tomandon; = ip+j
temos que 11; — +oo quandoi — 4+ooe [ (x) = fPH/(x) = f/(x)paratodoi € N.
Em particular,

d(f" ), f7(0) =0
e, portanto, f/(x) € w(x) provando a afirmagao.

O conjunto w(x) pode ter as mais variadas caracteristicas. Por exemplo, ele pode ser
vazio, coincidir com o espago todo ou mesmo ter uma natureza fractal. Exploraremos
alguns desses fatos em mais detalhes ao longo do texto.

Dado um subconjunto ¥ C X, podemos definir também o conjunto w-limite de ¥

como
oY) = | o).

xe€Y

Para finalizar, apresentamos as seguintes propriedades de conjuntos w-limites.

Proposicio 1.1. Seja f: X — X uma transformag¢do definida num espago métrico com-
pacto (X, d). Entdo o conjunto w(x) é sempre um conjunto fechado. Além disso, se f é
uma bije¢do continua, entdo w(x) é um conjunto invariante.

Demonstragdo. Para ver que o conjunto w(x) é fechado, basta observar que

o) = ({/"x): n=k}

keN

e lembrar que a interse¢do enumeravel de conjuntos fechados resulta num conjunto fe-
chado.

Para mostrarmos que w(x) ¢ invariante, tendo em vista que f ¢ bijecdo (lembre-se
do Exercicio 1.1), basta mostrarmos que f(w(x)) = w(x). Comecemos observando que
se z € w(x), entdo f(z) € w(x) e, consequentemente, f(w(x)) C w(x). Sez €
w(x), entdo de acordo com a defini¢do de w(x) existe sequéncia crescente 11, 1y, 13, . ..
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de numeros naturais tal que f" (x) — z a medida que i — +o00. Tomemos agora a
subsequéncia m; = n; + 1. Nesse caso, como f ¢ continua, temos que
. 41 . i—>+00
M) = 1) = F (M () —— f(2).

Portanto f(z) € w(x) conforme afirmado. Mostremos agora que w(x) C f(w(x)). Co-
mecemos observando que, como (X, d) ¢ compacto e w(x) ¢é fechado pela parte anterior
da proposicdo, w(x) é também um conjunto compacto. Agora, dado z € w(x), segue no-
vamente da defini¢do que existe sequéncia crescente ny,ns, 13, ... de nimeros naturais
tal que f" (x) — z a medida que i — co. Tome m; = n; — 1. Como w(x) é compacto,
existe subsequéncia (fm’f (x))jGN de (f™i(x));en que converge a um ponto y € w(x).
Nesse caso, usando a continuidade de f, obtemos que

f(y) = f(.lim Ja (x)) = lim it (x) = lim ™ (x) = z.
j—oo j—oo j—o0

Ou seja, existe y € w(x) tal que f(y) = z. Consequentemente w(x) C f(w(x)). Co-
minando as duas observagdes anteriores, concluimos que w(x) = f(w(x)) como queria-
mos. O

Deixamos como desafio ao leitor as seguintes perguntas: a hipotese de que f é uma
bijecdo continua é de fato necessaria para garantir que w(x) seja invariante? Por exemplo,
0 que acontece se retirarmos a hipotese de que f € bije¢ao? E se retirarmos a hipdtese de
que f seja continua? E o que acontece se suprimirmos a hipotese de que o espago métrico
(X, d) seja compacto?

1.7 O conjunto a-limite

Se a fungdo f possui uma inversa (para isso € necessario e suficiente que f seja uma
bijecdo), entdo podemos também considerar a 6rbita de um ponto para o passado e, de
forma andloga a se¢do anterior, procurar saber quais sao os pontos de acumulagao de tal
orbita quando o tempo caminha no sentido contrario ao usual. Isso é o que se chama de
a-limite de um ponto, sendo denotado por a(x). De maneira mais precisa, dizemos que
y € X estda em a(x) se existe alguma sequéncia infinita ¢ decrescente de niimeros inteiros
negativos my,ms, ... (em particular, que vai para —oo) tal que f™i(x) — y a medida
quei — +o0. Isto &,

d(f™(x),y) 0.
Analogamente, definimos o conjunto «-limite de um conjunto ¥ C X como
a(Y) = U a(x).
x€Y

Para os leitores mais familiarizados com a teoria de espagos métricos, deixamos o seguinte
exercicio.
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Exercicio 1.5. Mostre que vale um resultado andlogo a Proposi¢do 1.1 para o conjunto
o-limite de x € X.

1.8 Conjunto limite

Dado uma bijegdo f: X — X, consideremos

LY(f) = Jow e L7(/) = [ a).

xeX xeX
O conjunto limite de f ¢é definido como

L(f)=LT(fH)UL(f).

Observemos que tal conjunto contém todos os limites possiveis de orbitas de f, por isso
0 nome.

1.9 Pontos recorrentes

As vezes alguns sistemas dindmicos possuem um conjunto de pontos cuja dinimica nio
¢ muito interessante pois suas Orbitas ndo exibem nenhum tipo de recorréncia. Infor-
malmente eles “vdo embora”. Por exemplo, se f: [0, +00) — [0, +00) é dada por
f(x) = 2x,entdo f"(x) = 2"x paratodo n € Z. Em particular, para todo x € (0, +00),
temos que f"(x) — 0 a medida quen - —oco e f"(x) - +o0 a medida que n — +o0.
Logo todos esses pontos “vdo embora” pra zero ou pra infinito (ou seja, nunca retornam
para “préximo” do ponto inicial) e sua dindmica ¢ trivial. Tendo isso em mente, ¢ co-
mum restringirmos o nosso estudo a subconjuntos do espago de fases que exibem alguma
recorréncia.

Dizemos que um ponto x € X é recorrente para o futuro se sua Orbita futura retorna
arbitrariamente proxima de x. Mais precisamente, se x € @(x). Em particular, x ¢ recor-
rente para o futuro se, dado qualquer vizinhanga U de x, existen € Ny talque f"(x) € U.
Um ponto periddico de f é obviamente recorrente para o futuro. Analogamente se f pos-
sui inversa, dizemos que x € X € recorrente para o passado se sua orbita passada retorna
arbitrariamente proxima de x. Isto é, se x € a(x). Se x é recorrente para o passado
e para o futuro, dizemos que x & recorrente. Denotamos o conjunto de todos os pontos
recorrentes de f por Rec(f).

Uma pergunta natural € se pontos recorrentes sempre existem, e a resposta depende
do contexto. Por exemplo, ¢ facil ver que f: R — R dada por f(x) = x + 1 ndo possui
pontos recorrentes. Por outro lado, temos a seguinte proposigao.

Proposicio 1.2. Sejam (X, d) um espago métrico compacto e f: X — X um home-
omorfismo, isto é, uma bijecdo continua cuja inversa f~' também é continua. Entdo,
Rec(f) # @. Ou seja, f sempre tem algum ponto recorrente.

Uma prova desse resultado sera apresentada na Secdo 1.11.
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1.10 O conjunto nao errante

A propriedade de um ponto ser recorrente, dependendo do contexto, pode ser muito res-
tritiva. Por essa razdo, introduzimos uma nog¢@o mais fraca de recorréncia que olha ndo
apenas para o ponto, mas para o comportamento da dindmica em toda uma vizinhanga do
ponto. Consideremos novamente o exemplo f: [0, +00) — [0, +00) dado por f(x) =
2x. Observemos que, dado x > 0, tomando, por exemplo, e = % > 0e

10
9x 11
Uz(x—e,x—{—e):(x x),

10710
temos que
2" .9x 2"-11x
"U) = , .
/) ( 10 10 )
Em particular, se n > 0, entdo 2”1'3)‘ > 220 — 18 5 LIX Ou seja, 0 ponto mais a es-

querda do intervalo f"(U) esta a direita do ponto mais a direita de U. Consequentemente
fM(U)NU = @ paratodon > 0. Analogamente podemos observar que f*(U)NU =@
para todo n < 0. Ou seja, f*"(U) N U = @ paratodon € Z \ {0}. Pontos com essa
propriedade sdo ditos pontos errantes. No que segue, estaremos interessados justamente
no complementar desse conjunto, ou seja, em pontos cuja 6rbita de qualquer vizinhanca
retorna para essa vizinhanga. Entdo dizemos que um ponto x € X € ndo errante se para
todo conjunto aberto U contendo x existe n > 0 tal que f*(U) N U # @. Denotamos o
conjunto de todos os pontos ndo errantes de f por £2(f). Observemos que, no caso do
exemplo acima, 2( f) = {0}.

Exercicio 1.6. Seja f: X — X um homeomorfismo definido num espago métrico com-
pacto (X, d). Mostre que

(a) se x é um ponto periddico, entdo x € 2(f);
(b) paratodo x € X, temos que w(x) C £2(f) ea(x) C £2(f);
(c) £2(f) ¢é fechado;
(d) £2(f) é invariante.
Exercicio 1.7. Seja f: X — X um homeomorfismo como acima. Mostre que

Per(f) C Rec(f) C L(f) C L2(f).

Apresente exemplos em que as inclusdes acima sdo todas estritas.

Em alguns exemplos que aparecerdo na sequéncia, veremos, por exemplo, que o con-
junto dos pontos periddicos é denso em X. Ou seja, Per(f) = X. Em particular, tendo
em vista o exercicio anterior e que §2( f) é fechado, poderemos concluir automaticamente
que 2(f) = X. Ou seja, todo ponto do sistema ¢é ndo errante.
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1.11 Conjunto minimal

Um conjunto M C X ¢é dito minimal para f: X — X se
(i) M ¢é fechado e invariante;

(il) M ndo possui nenhum subconjunto proprio e ndo vazio que seja fechado e invariante.
Ou seja, se F C M ¢ um subconjunto fechado e invariante, entdo F = @ ou
F=M.

Em particular, se considerarmos o subsistema f|p: M — M (lembre-se da Se-
¢do 1.4), este ndo admite nenhum subsistema néo trivial. Ou seja, ele é o “menor” subsis-
tema possivel de f: X — X, que contém algum ponto de M, ndo podendo ser decom-
posto em sistemas “menores”.

Exemplo 1.2. Supomos que f: X — X é uma bijecdo. Entdo se x € X € um ponto
periddico temos que M = O(x) ¢ um conjunto minimal. De fato, como M ¢ finito (pois
x € periddico), temos que M ¢é fechado. Além disso, no Exercicio 1.2, vimos que O(x)
¢ invariante. Agora se F C M ¢ um subconjunto fechado, invariante e ndo vazio, entdo
existe y € F e, novamente pelo Exercicio 1.2, O(y) C F. Logo, como O(x) = O(y),
segue que F = M. Portanto M = O(x) é minimal.

Proposicio 1.3. Sejam (X, d) um espago métrico compacto, f: X — X um homeomor-
fismo e M C X um subconjunto compacto. Entdo,

* M ¢ minimal se, e somente se, w(x) = M para todo x € M ;
* M é minimal se, e somente se, «(x) = M para todo x € M.

Demonstra¢do. Provaremos apenas a primeira afirmacao. A segunda ¢ andloga. Supomos
que M ¢é minimal. Dado x € M, como M ¢ fechado e invariante, temos que O(x) C M.
Consequentemente w(x) C M. Além disso, como M ¢é compacto, temos que w(x) # @
(por qué?). Mais ainda, pela Proposicao 1.1, temos que w(x) ¢ fechado e invariante. Logo
segue da defini¢do de conjunto minimal que w(x) = M como queriamos.

Supomos agora que w(x) = M paratodo x € M. Se F C M ¢é um conjunto fechado,
invariante e ndo vazio, pelo argumento feito no inicio da prova, temos que w(x) C F para
todo x € F. Logo

M = w(x) C F C M paratodo x € F.
Consequentemente /' = M donde segue que M ¢ minimal. O
Como consequéncia do resultado anterior, temos, por exemplo, que todos pontos de

um conjunto minimal sdo recorrentes (sob as hipoteses da proposi¢ao obviamente). Esse
fato nos permite demonstrar a Proposicao 1.2.
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Demonstra¢do da Proposi¢do 1.2. A prova deste resultado fard uso do Lema de Zorn.
Seja
F ={F C X : F ¢éfechado, invariante e ndo vazio}.

Observemos que X € F e, portanto, & # @. Consideremos agora a seguinte relagdo de
ordem parcial em J: diremos que

F; < F5 se, e somente se, F, C Fy.

Agora dada uma cole¢do de conjuntos totalmente ordenada (Fy)yex em F, temos que
F = Nyex Fy ¢ um conjunto fechado, invariante e ndo vazio. Além disso, F, < F para
todo @ € X. Ou seja, toda cole¢do de conjuntos totalmente ordenada de F possui uma
quota superior. Logo, pelo Lema de Zorn, F possui um elemento maximal que denota-
remos por M. Agora ¢ facil ver que este M € um conjunto minimal. Portanto segue da
Proposigdo 1.3 que todo elemento de M ¢ recorrente, concluindo a demonstragao. O

1.12 Atratores e repulsores

De maneira geral, um atrator ¢ um conjunto ‘invariante’ que atrai todas as orbitas de sua
vizinhan¢a. Podemos formalizar isso como segue. Dizemos que um conjunto A C X ¢
um atrator de f: X — X se existe um conjunto aberto U C X tal que:

(i) AcCU;
(i) f (U) C U, isto é, o fecho de U ¢ levado dentro de U pela agdo de f e

(ii)) A =(,en S"(U). Ou seja, a intersecdo das imagens de U por f coincidem com
A

Um conjunto U com as propriedades acima ¢ dito uma trapping region (“regido de cap-
tura” numa traducdo livre) para A. Observemos que, uma vez que um ponto entra numa
trapping region de um atrator, ele nunca mais sai. Mais ainda, ndo € dificil ver que a
propriedade 1) ¢ uma consequéncia trivial da propriedade iii) e, em particular, poderia ser
omitida da defini¢do, que a deixamos apenas por acreditarmos que auxilia na compreensao
do conceito.

Algumas propriedades simples de conjuntos atratores sdo as seguintes.

Proposicio 1.4. Se A é um atrator, entdo f(A) = A.

Demonstragdo. Como A ¢é atrator temos que A = (), f"(U) em que U ¢é uma trap-
ping region para A. Agora, como f(U) C U, temos que

A=) o= "o = f(ﬂ f”(U)) = f(A).

neN neN neN
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Proposicao 1.5. Sejam (X, d) espago métrico compacto e f: X — X uma aplica¢do
continua. Se A é um atrator de f e U é uma trapping region para A, entdo todo ponto de
U converge para A para o futuro. Mais precisamente, para todo x € U temos que

Jm d(f"(x), 4) =0

sendo d(y, A) = infaeq{d(y,a)}. Ou seja, A atrai todas as orbitas que estdo em sua
vizinhanga justificando o nome ‘atrator’.

Demonstragdo. Observemos que dizer que limy,— 400 d (f"(x), A) = 0 é equivalente a
dizer que para toda vizinhanga V' de A, isto ¢, para todo conjunto aberto V' contendo A,
existe ng € N tal que f*(x) € V paratodon = ng. Ou seja, a partir de um certo
momento, a Orbita futura de x entra em V' e ndo sai mais. Mostremos, entdo, que isto de
fato ocorre paratodo x € U. -

Observemos que C = {V, X \ f"(U)}nen € uma cobertura aberta de X. Logo, como

X & compacto, possui uma subcobertura finita C = {V, X \ /™ (U), X\ f"2 (m, X\
[l (U)}. Agora, como f"t1(U) c f™(U) e supondo sem perda de generalidade que
ni < np < ...ng,temos que X \ f"(U) C X\ f(U) paratodoi = 1,2,... k.
Consequentemente {V, X \ f™<(U)} é ainda uma cobertura de X e, mais ainda, {V, X \
fr (U)} ¢ uma cobertura de X paratodon = ng. Istoé, X = VU (X \ f" (U)) para todo
n = ny. Emparticular, f"(U) C V paratodon = nj visto que f"(U)N(X\ f"(U)) =
@. Portanto, dado x € U, para todo n = ng, temos que f"(x) € f*(U) C V como
queriamos. O

A bacia de atrag¢do de um atrator A é definida como

B =

neN
onde U ¢ uma trapping region para A.

Exercicio 1.8. Seja A um atrator. Mostre que x € B(A) se, e somente se, a Orbita futura
de x converge para A.

Ou seja, a bacia de atracdo de um atrator consiste exatamente dos pontos que sdo
atraidos para A no futuro. No caso em que B(4) = X, ou seja, todos os pontos do
sistema sdo atraidos para A, dizemos que A é um atrator global. Por exemplo, no caso da
fun¢do f: R — R dadapor f(x) = x/2, é facil ver que A = {0} é um atrator global. De
fato, dadon € N, temos que f”(x) = x/2" e, portanto, a medida que n cresce, " (x) se
aproxima de 0 para todo x € R. Como nos exemplos de conjuntos anteriores, os atratores
podem ter formas e estruturas bem variadas. O caso do exemplo anterior, em que temos
um ponto fixo atrator, ¢ o mais simples possivel e é aquele que mais aparecera ao longo
do texto.

Exercicio 1.9. Um ponto que pertence a bacia de um atrator pode ser recorrente?
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Se f: X — X ¢é uma transformagdo invertivel, entdo podemos definir uma nogéo
similar a de atrator, porém com relagio a f~!. Isto é o que chamamos de repulsor. Mais
precisamente, um subconjunto R ¢ dito um repulsor de f se R é um atrator para f ~!. Em
particular, se R é um repulsor, entfo existe uma vizinhanga de R tal que a orbita para o
passado de todo ponto nesta vizinhanga converge para R. Por exemplo, se considerarmos
g: R — R dada por g(x) = 2x, entdo R = {0} é um repulsor, pois, como vimos acima,
R éum atrator para g~ (x) = f(x) = 3.

1.13 Conjuntos estaveis e instaveis

Outros conjuntos que desempenham papel fundamental no estudo dos sistemas dindmicos,
especialmente aqueles com algum tipo de hiperbolicidade como veremos, por exemplo, no
Capitulo 6, sdo os conjuntos estaveis e instaveis que apresentaremos na sequéncia. Sejam
f: X — X um sistema dindmico invertivel e x € X um ponto arbitrario. O conjunto
estdvel de x ¢ definido como

Wi(x) = {y eX:d(f" (). [ TS 0}

enquanto que

WE(x) = {y EX: d(f). f) IS 0}

¢ o conjunto instavel de x. Observemos que W; (x) = W}‘,l (x)e W}‘ (x) = W;,l (x).
Mais ainda, no caso de x ser um ponto fixo, isto é, satisfizer f(x) = x, WJﬁ (x)e W}‘ (x)
resumem-se ao conjunto de pontos que convergem para x para o futuro e para o passado
respectivamente. Por exemplo, se f: R — R é dado por f(x) = 2x, entdo W} (0) = {0}
enquanto que W}‘ (0) =R.

Exercicio 1.10. Mostre que f(W;(x)) =Wi(f(x)e f (W}‘(x)) =WiH/f'W)
paratodo x € X.

Dado ¢ > 0, os conjuntos estaveis e instaveis locais (de tamanho ¢ > 0) de x sdo
definidos respectivamente como

Wi(x)={yeX: d(f"(x), f"(y)) < eparatodon € N}

Wi(x)={yeX: d(f(x), f(y) <eparatodon € N}.
De maneira informal, W;’ . (X) € o conjunto de todos os pontos de X cuja Orbita futura fica
e-proxima da orbita futura de x, e analogamente W}fs (x) € o conjunto de todos os pontos de
X cuja orbita passada fica e-proxima da oOrbita passada de x. Em determinadas situagoes,
como veremos no Capitulo 6, € possivel mostrar que WZ LX) C W; (x)e W’f LX) C
W}‘ (x).
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1.14 Transitividade

Dizemos que f: X — X ¢ transitiva se existe x € X tal que O(x) = X. Ou seja,
se f possui alguma Orbita densa. Em outras palavras, f ¢ transitiva se existe algum
ponto x € X cuja orbita visita qualquer conjunto aberto de X: dado qualquer conjunto
aberto U C X, existe n € N tal que f"(x) € U. De maneira informal, isto implica, por
exemplo, que uma transformagao transitiva ndo pode ser decomposta em dois subsistemas
cujos espacos de fases tenham interiores ndo vazios e, além disso, um ndo seja subsistema
do outro. Para exemplificar, consideremos a seguinte situagdo: seja f: [—1,1] — [—1, 1]
dada por

_)3x(1=x), sexe[0,1];

fx) = 2x(x + 1), sex e [-1,0).

E facil ver que f([—1,0]) C [-1,0] e £([0,1]) C [0,1]. Em particular, para enten-
dermos a dindmica de f, basta entendermos separadamente as dindmicas das aplicagdes
fi: [-1,0] — [-1,0] e f2:[0,1] — [0, 1] dadas por fi(x) = 2x(x + 1) e f2(x) =
3x(1 — x). No caso de uma transformag@o transitiva, uma decomposi¢do dessa forma
ndo seria possivel, pois, por exemplo, existiria um ponto cuja Orbita visitaria tanto [—1, 0)
quanto (0, 1]. Em particular, um sistema transitivo ¢, sob certos aspectos, indecomponivel.

Nos casos em que o espago X e a transformagdo f possuem algumas propriedades
adicionais, podemos caracterizar a nocao de transitividade de outras formas. Por exemplo,
temos o seguinte resultado cuja prova postergamos para a Sec¢do 5.1 (veja Observagao 5.1
e Exercicio 5.1).

Proposicao 1.6. Seja f: X — X uma transformag¢do continua agindo num espa¢o mé-
trico (X, d) de Hausdorff e localmente compacto. Entdo [ é transitiva se, e somente, se
para todo par de subconjuntos abertos U e V existe algumn € N tal que f*(U)NV # @.

A hipoétese de X ser um espaco métrico de Hausdorff e localmente compacto nao ¢
demasiada restritiva e engloba diversos exemplos naturais. Por exemplo, qualquer inter-
valo de R satisfaz esta propriedade. Para mais informagdes, sugerimos a referéncia Lima
(1977). Por outro lado, salientamos que sem tais hipdteses sobre (X, d) a caracterizagdo
anterior pode ser falsa, conforme observado em Kolyada e Snoha (1997).

Exercicio 1.11. Pode um sistema transitivo ter um atrator?

Exercicio 1.12. Seja f: X — X um homeomorfismo agindo num espago métrico com-
pacto. Mostre que

(a) se X é um conjunto minimal para f, entdo f é transitiva.

(b) X éum conjunto minimal para f se, e somente se, todos os pontos de X tem orbita
densa. Isto é, X é um conjunto minimal para f se, e somente se, O(x) = X para
todo x € X. Em particular, o fato de X ser minimal para f é muito mais forte do
que f ser transitiva.
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Como uma dica para resolver o exercicio anterior, sugerimos revisar a Proposi¢ao 1.3
e sua demonstragao.

1.15 Mixing topologico

Dizemos que um sistema dindmico f: X — X ¢ topologicamente mixing se para todo
par de conjuntos abertos U e V em X, existe um inteiro n¢ (que pode depender de U e 1)
tal que

f"WU)YNV #£ @ paratodon = ng.

Ou seja, a partir de um certo momento, todo iterado do conjunto U intersecta o conjunto
V, diferentemente do que acontece na transitividade em que basta que algum iterado sa-
tisfaga essa propriedade. De maneira informal, isso implica, por exemplo, que iterados
de conjuntos ‘relevantes’ (isto ¢, conjuntos com interior ndo vazio) se espalham pelo es-
paco e, além disso, misturam-se. Como uma consequéncia simples da Proposicao 1.6 e
da defini¢do, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 1.7. Nas hipéteses da Proposigdo 1.6, temos que se f é topologicamente mix-
ing, entdo [ é transitiva.

Ou seja, ser topologicamente mixing € mais forte do que ser transitivo. Um fato impor-
tante é que a reciproca do Corolario 1.7 ¢ falsa em geral. Por exemplo, se considerarmos
g: S! = S! como sendo uma rotagdo irracional no circulo unitario, entdo ndo ¢é dificil
mostrar que g ¢ transitiva, porém nao ¢ topologicamente mixing (verifique).

Cabe observar que a palavra mixing pode perfeitamente ser traduzida para o portugués
como misturadora (e efetivamente ¢ assim que nossos colegas portugueses se referem a
essas transformagdes: como topologicamente misturadoras). No entanto, esse anglicismo
¢ comum em nossa literatura matematica e ndo fugiremos ao habito.

Exercicio 1.13. Seja f: X — X um homeomorfismo agindo num espago métrico com-
pacto. Vimos no Exercicio 1.12 que o fato de X ser minimal para f implica que f ¢é
transitiva. Ja no Corolario 1.7 vimos que se f ¢ topologicamente mixing, entdo f é tran-
sitiva. Tendo em mente esses fatos, discuta a relagdo entre minimalidade de X e o fato de
f ser topologicamente mixing, se é que exista alguma. Por exemplo, sera que o fato de X
ser minimal pra f implica que f seja topologicamente mixing?

1.16 Expansividade e sensibilidade as condic¢oes iniciais

Dizemos que uma transformagdo f: X — X & (positivamente) expansiva se existe € > 0
tal que se
d(f"(x), f"(y)) < eparatodon € N, entdo x = y.

Caso a transformacdo f possua inversa, dizemos f ¢é expansiva se existe € > 0 tal que se

d(f"(x), f"(y)) < e paratodon € Z, entdo x = y.



16 1. Conceitos Basicos

(Note que a unica diferenga, nos dois casos, ¢ que neste ultimo analisamos tanto a orbita
futura quanto a passada.) Em outras palavras, a transformacdo f ser expansiva significa
que se consideramos dois pontos distintos x e y, entdo existe algum iterado k € Z tal que
d(fk (x), fk(y)) > €. Em particular, por mais proximos que x e y estejam, ¢ sempre
possivel separa-los fazendo-os ficar a uma distancia de pelo menos € em algum momento.
Em qualquer uma das situag¢des anteriores, dizemos que € é uma constante de expansivi-
dade e f ¢é e-(positivamente) expansiva. E facil ver que f: R — R dada por f(x) = 2x
¢ expansiva. De fato, dados x, y € R com x # y, temos que

d(f"(x), f*(y)) =2"x = yl.
Logo, dado qualquer € > 0 e tomando n € N suficientemente grande de modo que

2" > 557 (lembre-se que 2" e +00), temos que d(f"(x), f"(y)) > €. Em
particular, f ¢é expansiva com constante de expansividade tio grande quanto queiramos
(visto que o € ¢ arbitrario).

Outra nogdo, que se relaciona com expansividade, ¢ a de sensibilidade as condi¢des
iniciais: dizemos que f: X — X tem sensibilidade as condigébes iniciais se existe € > 0
tal que para todo x € X e toda vizinhanga V de x existam y € V en € N tais que
d(f"(x), f*(y)) = € (caso f sejainvertivel podemos considerarn € Z). Intuitivamente
isto significa que arbitrariamente perto de x existem pontos cuja orbita eventualmente se
separa da orbita de x por uma distancia de a0 menos €. Observemos que a diferenga
entre expansividade e sensibilidade as condigdes iniciais reside no fato de que na primeira
nocao as oOrbitas de fodos os pontos de X devem eventualmente se separar enquanto que
na segunda basta que, para todo x € X, existam pontos arbitrariamente proximos de x,
cujas Orbitas eventualmente se separam da orbita de x, mas ndo necessariamente todos.
Em particular, toda transformacao expansiva tem sensibilidade as condi¢des iniciais. Por
fim, deixamos o seguinte exercicio como desafio ao leitor.

Exercicio 1.14. Mostre ou dé um contraexemplo para a reciproca da afirmag@o anterior,
isto ¢é, para a afirmacdo “toda transformag@o que tem sensibilidade as condig¢des iniciais é
expansiva”

1.17 Sistemas caoticos

Um sistema dindmico f: X — X é dito cadtico (segundo Devaney) se
(i) o conjunto dos pontos periddicos de f ¢ denso em X. Isto €, Per(f) = X:
(i) f étransitivae
(iii) f tem sensibilidade as condigdes iniciais.

Cabe ressaltar que existem diferentes defini¢des sobre o que significa um sistema ser cad-
tico. Por exemplo, defini¢cdes devidas a Li e Yorke (1975) e Block e Coppel (1992), porém
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pode-se dizer que a defini¢ao acima é uma das mais comuns atualmente na literatura. Além
disso, ¢ possivel mostrar em algumas situagdes que se f é uma transformacdo continua
entdo as condigdes (i) e (ii) implicam a condigdo (iii) (veja por exemplo, Elaydi 2008,
p. 137-162).

1.18 Pseudo-orbitas

Dizemos que uma sequéncia de pontos (x,),cn € uma 8-pseudo-orbita para f se

d(f(xn), Xny1) < 8 paratodon € N.

Figura 1.2: Exemplo de uma §-pseudo orbita.

De maneira informal, uma §-pseudo orbita “é uma 6rbita com pequenos erros”. Uma
orbita de verdade ¢é claramente uma §-pseudo Orbita para todo § positivo. Mas uma §-
pseudo orbita é um conceito mais abrangente que engloba, por exemplo, a 6rbita de um
sistema dindmico quando vista na tela de um computador. Devido a erros de truncamento
no processamento (para um computador os nimeros sempre t€ém uma quantidade finita e
ndo muito grande de casas apds a virgula) o que se observa de fato ndo ¢ uma orbita e
sim uma pseudo-orbita. No caso em que a transformagdo f ¢ invertivel podemos conside-
rar também pseudo-Orbitas bilaterais de maneira similar: (x,),cz ¢ uma §-pseudo orbita
(bilateral) para f se d(f(xn),Xp+1) < § paratodon € Z.

Exemplo 1.3. Sejam f: R — R dada por f(x) = 2xed = %. Para cadan € Z,

consideremos x, = 155- Entdo

|%—%|= sen > 0;
d(xXns1, f(3n)) = 1 755 — 105 = sen = 0;
|%—2L|=2L sen <0.
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Em particular, d (x,+1, f (x,)) < § paratodo n € Z. Consequentemente tal sequéncia
(x1),ez € uma §-pseudo-Orbita para f. Observe que esse € um caso muito simples de
uma pseudo-orbita constante. Finalmente observemos que se, por exemplo, € = %, entdo
tomando x = 0, temos que

d (e f" () = | — —0

< eparatodon € Z.
100

Ou seja, em cada instante de tempo 7, o n-ésimo elemento da pseudo-orbita (x,),cz esta
e-proximo do n-ésimo elemento da orbita de x = 0. Nesse caso, diremos que a 6rbita de
X e-sombreia a pseudo-orbita. Isto € o topico da proxima segao.

1.19 Sombreamento

Como vimos na sec¢ao anterior, quando analisamos as orbitas de um sistema dindmico
utilizando um computador, em geral, o que vemos ndo sdo as Orbitas de fato do sistema,
mas sim pseudo orbitas devido, por exemplo, a erros de truncamento feitos pela maquina.
Nesse caso, para que uma andlise, a partir dos dados apresentados na tela, diga algo sobre
o sistema real, € preciso que proximo da pseudo-6rbita observada exista uma 6rbita de ver-
dade. Quando isso acontece, dizemos que o sistema tem a propriedade do sombreamento.
Mais precisamente, dizemos que uma transformagdo f: X — X tem a propriedade do
sombreamento se dado € > 0, existe § > 0 tal que para toda §-pseudo orbita (x,), <y de
f existaum ponto x € X tal que

d(f"(x),xp) < e paratodon € N.

Ou seja, hd uma orbita verdadeira que acompanha ou sombreia a pseudo-orbita (x,),cn-
Novamente, no caso em que f possui uma fungdo inversa, podemos considerar a nog¢ao
de sombreamento de pseudo-orbitas bilaterais, bastando para isso trocar “N” por “Z” na
definicdo anterior.

1.20 Conjugacio e semiconjugacio

Uma conjugacao ¢ uma mudanga de coordenadas que relaciona duas dindmicas distintas.
Mais precisamente, consideremos duas transformagdes f: X — X eg: Y — Y. Uma
conjugagdo entre f ¢ g é uma transformagdo 2: X — Y, continua e com inversa também
continua (ou seja, ¢ um homeomorfismo) e que satisfaga

ho f =goh. (1.1)

Duas transformagdes conjugadas compartilham diversas propriedades dindmicas. Por
exemplo, se x é um ponto periddico de f, entdo A(x) ¢ um ponto periddico de g. De
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fato, segue de (1.1) que f = h~' o g o h. Logo
f2=fof:(h_logoh)o(h_logoh):h_logoidogoh:h_logzoh,

De maneira geral, prosseguindo recursivamente, obtemos que f” = h~! o g" o h para
todo n € N. Portanto se f”(x) = x, entdo

x=f"x) =hTH(g" (h(x))

implicando que &(x) = g"(h(x)) conforme afirmado. Outras propriedades compartilha-
das por transformagdes conjugadas sdo dadas abaixo.

Exercicio 1.15. Sejam (X, d) espago métrico compactoe f: X — Xeg:YV — Y
homeomorfismos conjugados por outro homeomorfismo 4: X — Y. Mostre que,

(a) x éum ponto periddico de periodo n de f se, e somente se, i(x) ¢ um ponto perio-
dico de periodo n de g;

(b) x é um ponto recorrente de f se, e somente se, 2(x) é um ponto recorrente de g;

(©) h(w(x, f)) = w(h(x), g) em que w(x, f) denota o w-limite de x com relagdo a f
e w(h(x), g) denota o w-limite de ~(x) com relagdo a g;

(d) M ¢é minimal para f se, e somente se, h(M ) ¢ minimal para &;

(e) h(2(f)) = £2(8);
(f) f é transitiva se, ¢ somente se, g € transitiva;

(g) f ¢ topologicamente mixing se, € somente se, g ¢ topologicamente mixing.

Em particular, se f ¢ g sdo conjugadas, podemos dizer que, de certa forma, ao enten-
dermos o comportamento de f entendemos também o comportamento de g e vice-versa.

A nogdo de conjugagdo pode, em certos contextos, ser um pouco restritiva e, nestes
casos, a nogdo um pouco mais fraca de semiconjugac¢do é o melhor que podemos ter:
dizemos que a transformacdo f: X — X é semiconjugadaa g: Y — Y ouque (Y, g)
¢ um fator de (X, f) se existe uma transformagdo h: X — Y, continua e sobrejetiva
(porém ndo necessariamente injetiva) e que satisfaga

hof =goh.

Obviamente se f e g sdo conjugadas, entdo existe uma semiconjugacdo entre f e g. A
reciproca, porém ndo ¢ necessariamente verdadeira.

Exercicio 1.16. Assim como acontece com a conjugagio, transformagdes semiconjugadas
também compartilham algumas propriedades. Verifique quais das propriedades dadas no
Exercicio 1.15 (ou versdes mais fracas delas) ainda sdo preservadas por semiconjugacgao.
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1.21 Estabilidade estrutural

Um sistema dindmico f: X — X é dito estruturalmente estavel se sistemas dindmicos
proximos a f apresentam, do ponto de vista da dindmica, um comportamento qualitativo
semelhante ao de f. De maneira (um pouco) mais precisa, f ¢ dita estruturalmente es-
tavel se, para todo sistema dindmico g: X — X “proximo” de f, temos que f e g sdo
conjugadas. A no¢do de proximidade a que nos referimos depende do contexto no qual
estamos inseridos e sempre sera explicitada. No Capitulo 6, veremos exemplos de trans-
formagdes estruturalmente estaveis. Para apreciarmos a importancia dessa propriedade,
consideremos a seguinte situagdo. Quando modelamos um fendmeno real, nosso modelo,
em geral, ¢ apenas uma aproximagao do fenomeno de interesse. Nesse caso, se o sistema
real for estruturalmente estavel, entdo as propriedades dindmicas do modelo e do feno-
meno real serdo semelhantes. Em particular, as conclusdes obtidas para o modelo podem,
de certa forma, ser extrapoladas para o fenomeno real.

1.22 Entropia topologica

Suponha que estejamos analisando o comportamento de um sistema dindmico continuo
f: X — X definido num espago métrico compacto (X, d), utilizando um determinado
instrumento que tenha resolugao finita como, por exemplo, € o caso dos nossos olhos. Isto
significa dizer que pontos que estdo ¢ > 0 proximos uns dos outros sdo indistinguiveis
se ¢ for muito pequeno. Agora, como pontos proximos podem se distanciar pela agdo
da dinamica a medida que o tempo passa, se ao invés de olharmos apenas para pontos
analisarmos segmentos de oOrbitas, poderemos diferenciar mais pontos. Em geral, quanto
mais tempo considerarmos, mais pontos poderemos distinguir. A entropia topoldgica ¢é
justamente uma medida que nos d4 a taxa de crescimento exponencial do nimero de seg-
mentos de oOrbitas de tamanho n que podemos distinguir dada nossa resolugéo finita. Em
particular, ela nos d4 uma certa medida de complexidade do nosso sistema: quanto maior a
entropia, mais complexo o sistema. Abaixo apresentamos uma defini¢do formal desse con-
ceito juntamente com alguns fatos. Para mais informagdes, incluindo demonstragdes dos
resultados apresentados, o leitor interessado pode consultar Brin e Stuck (2002, Section
2.5).
Dados n € N, consideremos a distancia

dy(x,y) = max{d(x, y), d(f(x), f().d (f2(x), L20) - d (710, S77H0))-
Ou seja, d, (x, y) nos da a distdncia maxima entre os primeiros n iterados de x e y.

Exercicio 1.17. Verifique que d,: X x X — [0, +00) ¢é de fato uma distdncia. Além
disso, dado n € N, mostre que um conjunto A C X ¢ aberto com relagdo a métrica d,, se,
e somente se, A ¢ aberto com relagdo a métrica d (veja Apéndice A). Em particular, todas
as distancias d,: X x X — [0, +00), n € N, induzem a mesma topologia em X .
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Dado ¢ > 0, dizemos que o conjunto A C X ¢é (n,&)-separado se d,(x,y) = ¢
paratodo x,y € A com x # y. Denotemos por sep(n, €, f) a cardinalidade maxima de
um conjunto (n, €)-separado. Ou seja, sep(n, &, f) nos da o nimero maximo de pontos
que podemos distinguir olhando para segmentos de orbitas de tamanho 7, utilizando uma
resolucgdo de ¢.

Consideremos agora

. 1
hiop(f, €) = limsup - log(sep(n, ¢, f)).

n—+oo

Entdo, a entropia topologica de f é dada por
hiop(f) = lim hyp(f, €).
e—0t

Observemos que, como € — sep(n, €, f) ¢ decrescente, &€ — hy,(f; €) também ¢ decres-
cente e, portanto, o limite anterior existe.

Uma propriedade importante da entropia topologica ¢ que ela é um invariante topolo-
gico.

Proposicao 1.8. Sejam f: X — X eg: Y — Y transformagdes continuas definidas em
espagos métricos compactos (X,d) e (Y, D). Se f e g sdo topologicamente conjugadas,
entdo

htop(f) = htop(g)~
Demonstra¢do. Seja h: X — Y um homeomorfismo tal que
hof =goh. (1.2)

Consequentemente
ho f" = g" ohparatodon € N. (1.3)

Como h é continua e (X, d) e (Y, D) sdo espagos métricos compactos, /1 ¢ uniformemente
continua (veja Exercicio A.2). Ou seja, dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que

se d(x,y) <48, entdo D(h(x),h(y)) <e.

Em particular,
se D(h(x),h(y)) = ¢, entdo d(x,y) =4. (1.4)

Consideremos agora um conjunto {y1, y2,..., ¥m} em Y que é (n, €)-separado. Ou
seja, que satisfaga

Dy (yi.y;) = max{D(yi.y;). D(g(31).(¥;)).--.. D(&" ' (3i).&" ' (vj))} = ¢
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para todo i # j. Como h é sobrejetiva, existe um conjunto de pontos {x1, X2, ..., Xm}
em X tal que h(x;) = y; paratodoi = 1,2,...,m. Nesse caso, a desigualdade acima ¢é
equivalente a

D, (h(xi),h(xj)) = max{D(h(xi),h(x_j)), D(g(h(xi)),g(h(xj))), e,
L D(g" T N (h(xi)). g (h(xy)))} = €

para todo i # j. Entdo, usando (1.3), segue que

Dy (h(xi), h(x;)) = max{D (h(x;), h(x;)), D(h(f (x:)). h(f (x}))),-- ..
DO ) K () = ¢

para todo i # j. Portanto, usando (1.4), obtemos que

dn(xi,x;) = max{d (x;, x;),d (f(xi), £(x;))s. oo d ("7 ), 77 (x5) =68

paratodoi # j. Ouseja, mostramos que, para todo conjunto (1, £)-separado em Y, existe
um conjunto (n, §)-separado em X associado com o mesmo numero de elementos. Isto
nos mostra que

sep(n, 8, f) = sep(n, ¢, g).
Logo

1 1
lim sup — log(sep(n, 8, f)) = limsup — log(sep(n, ¢, g)).
n n

n——+oo n—>+o00

para todo ¢ > 0. Agora, como quando ¢ — 0 temos que § — 0, segue que hyp(f) =
hiop(g). Para finalizar, basta reescrevemos (1.2) como

h_longoh_1

e repetirmos o argumento anterior obtendo que hy,(f) < hyp(g). Combinando essas
duas observagdes, concluimos a demonstragéo. O

Em particular, a entropia topologica € uma quantidade que nos auxilia na detecgao de
sistemas que sdo diferentes do ponto de vista topologico: se hyp(f) # hip(g), entdo f e
g ndo sdo topologicamente conjugados.

Exercicio 1.18. Utilizando as ideias da prova da Proposi¢ao 1.8, mostre quese g: ¥ — Y
¢ um fator de f: X — X (veja Segdo 1.20), entdo hyp(f) = hiop(g).

Outras propriedades interessantes da entropia topoldgica, cujas provas podem ser en-
contradas na referéncia indicada no inicio da se¢do, sdo as seguintes.

Proposicao 1.9. Seja f: X — X uma transforma¢do continua definida num espago
métrico compacto (X, d), entdo
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* hiop(f™) = n - hyp(f) para todon € N;
* se f éinvertivel entdo hyop (f—l) = hip(f);

* se [ éexpansiva com constante de expansividade § > 0, entdo hop(f) = hiop(f, €)
para todo ¢ < §. Ou seja, se | é expansiva entdo a entropia topolégica de f ja é
“detectada” numa escala € para todo & < 8; nédo precisamos fazer ¢ — 07T

A entropia topologica pode ainda ser calculada de outras formas como veremos na
sequéncia.

Dado & > 0, dizemos que o conjunto A C X é (n, &)-spanning' se para todo x € X
exista y € A tal que d,(x,y) < e. Ou seja, qualquer bola de raio ¢ em (X, d,,) possui
um elemento de A. Denotemos por span(n, ¢, f) a cardinalidade minima de um conjunto
(n, €)-spanning. De outra forma, span(n, €, f') nos da o nimero minimo de bolas de raio
menor do que & com relagdo a d,, necessarias para cobrir X. Note que, como (X, d) é
compacto, tal ntimero ¢ finito. Denotemos ainda por cov(n, ¢, f) a cardinalidade minima
de uma cobertura de X por conjuntos de diametro com relagdo a d,, menor do que €. Entdo
um resultado ndo muito dificil de ser obtido ¢é o seguinte.

Lema 1.10. As seguintes desigualdades sdo verdadeiras:
cov(n,2e, ) < span(n,e, f) <sep(n,e, f) < cov(n,e, f).

A partir dessa observagdo, ndo ¢ dificil verificar que a entropia topologica pode ser
calculada como

1
hiop(f) = lim limsup — log(sep(n, ¢, f))

e>0t p>too N

1
= lim limsup — log(span(n, &, f)) (1.5)

e—>01T n—>+too N

1
= lim limsup — log(cov(n, ¢, f)).
n

e>0t n>+4o0

Em particular, temos trés formas diferentes de calcular a entropia topoldégica, dependendo
do contexto, uma ¢ mais adaptada do que a outra.

Observagao 1.2. Uma observagdo importante, que pode ter passado despercebida numa
primeira leitura, ¢ que a noc¢ao de entropia topologica foi definida para transformagdes
continuas agindo num espago métrico compacto. Essas propriedades sdo fundamentais
para que as definigdes anteriores ‘funcionem’. Cabe ressaltar, no entanto, que existem
generalizacdes dessa noc¢ao para contextos mais gerais, por exemplo, para transformacdes
continuas agindo em subconjuntos ndo compactos. O leitor interessado pode, por exemplo,
consultar Pesin (1997).

IEssa nogdo pode ser traduzida para o portugués como (7, £)-gerador, porém optamos pelo inglés para
auxiliar o leitor que queira consultar a referéncia indicada no inicio da secéo.
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Exercicio 1.19. Seja f: X — X uma transformacdo continua definida num espaco mé-
trico compacto (X, d) tal que

d(f(x). f(y)) < d(x,y) paratodox,y € X.

Verifique que hyp () = 0. Em particular, isometrias e contragdes tém entropia topologica
igual a zero.



Dinamica no
conjunto dos
numeros naturais

Um dos primeiros conjuntos numéricos com o qual temos contato ao longo da vida ¢ o
conjunto dos niimeros naturais. E ¢ exatamente por ele, ou melhor, por dindmicas defini-
das nesse conjunto, que comegaremos nosso estudo. Apesar de sua aparente simplicidade,
veremos que questdes bem desafiadoras podem aparecer e até hoje encontram-se sem so-
lugdo, como € o caso da conjectura de Collatz que encontraremos ao longo do percurso.

2.1 Dinamica em conjuntos finitos

Como vimos na Seg¢do 1.2, um sistema dindmico nada mais ¢ do que uma fungdo f: X —
X . Nessa secdo, assumiremos que o espaco de fases X ¢ um conjunto finito que descre-
veremos simplesmente como

X ={1,2,....n}.

No que segue, nosso objetivo é descrever o comportamento das Orbitas de f nesse con-
texto. Dado um ponto x € X, lembremos que sua 6rbita é simplesmente o conjunto

o) = J /") = {x. f(x). £2(x), L2(0).. ).

neN

Como o contradominio de f € o conjunto X, temos que f"(x) € X paratodo x € N.
Em particular, O(X) C X e, portanto, O(x) também é um conjunto finito. Desta forma
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temos que, para um certo k € N e um certo / € Ny,

R = fF .

De fato, isto pode ser facilmente observado utilizando o Principio da Casa dos Pombos,
que pode ser enunciado informalmente como segue.

Teorema 2.1 (Principio da Casa dos Pombos). Se temos n caixas (as casas dos pombos) e
queremos distribuir k objetos (os pombos) entre as caixas, com k > n, entdo certamente
uma das caixas tera mais de um objeto.

Aplicando, entdo, esse principio ao caso anterior temos que as casas, isto €, os pontos
de O(x), sdo um conjunto finito enquanto que a orbita de x tem uma quantidade de iterados
de x, os pombos, arbitrariamente grande. Logo alguma casa necessariamente terd mais de
um pombo o que, neste caso, significa que um mesmo ponto ¢ visitado mais de uma vez
pela 6rbita. Ou seja, existem k e / em N tais que f/**(x) = f*(x) conforme afirmado.
Agora isto implica, por exemplo, que o ponto f¥(x) ¢ um ponto periédico de periodo
menor ou igual a / para a dindmica f (veja Se¢do 1.5). Além disso, se tomarmos / como
sendo 0 menor nimero natural maior ou igual a 1 que satisfaz f/+*(x) = f¥(x), entdo
é exatamente o periodo de ¥ (x). Supomos que / tenha sido escolhido desta forma. Note
que, nesse caso, se / = n, entdo a orbita de f*(x) passa exatamente uma vez por cada
um dos pontos do conjunto X antes de retornar a ¥ (x). Como consequéncia, o mesmo
vale para x.

Observemos agora que os pontos x, f(x), ..., f¥~1(x) estio na bacia de atragio (veja
Se¢do 1.12 e Exercicio 1.8) da orbita periddica

A= @ @ ).

De fato, algum iterado desses pontos sempre “caira” em A. Por exemplo, o (k — 1)-ésimo
iterado de f(x) dado por fX~1(f(x)) éiguala f¥(x) e, portanto, esta na orbita periddica
A. De maneira geral, os pontos que serdo levados a orbita periddica A4, ou seja, & bacia de
atracdo de A sdo dados por

8= r(rw).

meN

Agora podemos ter duas situagdes: ou By = X, e nesse caso todos os pontos de X sdo
atraidos pela orbita periodica ou, entdo, B; # X, e nesse caso consideremos um ponto
y em X \ Bj. Note que a 6Orbita futura de y ndo pode entrar em Bj, pois se entrasse y
estaria na bacia de atragdo Bj, o que contraria a escolha de y. O conjunto X \ B; também
¢ finito e a Orbita de y estd contida em X \ By, logo, de forma similar ao que foi feito para
X, podemos encontrar uma Orbita periddica que inclui y ou atrai y. Denotamos a bacia
de atragdo desta orbita por B;.
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Entdo, By U B, = X ou X # Bj U B; e, como antes, podemos tomar um ponto
z € X'\ B1 U Bjy; repetindo o procedimento, tendo em vista que X ¢ finito, teremos, entdo,
que X pode ser escrito como unido finita de bacias de orbitas periddicas

X =B, UByU---B,.

Consequentemente todo ponto x € X pertence a bacia de atracdo de uma orbita periddica
e, dessa forma, a partir de um certo instante, seus iterados, no futuro, estardo exatamente
sobre essa Orbita periddica.

O que acabamos de fazer foi provar o seguinte resultado.

Proposicio 2.2. Considere X um conjunto finito e f: X — X uma dindmica. Entdo
podemos decompor X como uma unido de conjuntos disjuntos

X=BU...UB;,

sendo cada B; a bacia de atrag¢do de uma orbita periodica.

2.1.1 Bijecao entre conjuntos finitos

Consideremos agora o caso em que a nossa transformacdo f: {1,2,...,n} — {1,2,...,n}
¢ invertivel, ou seja, é uma bije¢do. Note que, nesse caso, f nada mais ¢ do que uma per-
mutacdoem X = {1,2,...,n}.

Observemos que nesse contexto a bacia de atragdo de uma orbita periddica assume um
aspecto ainda mais simples. De fato, note que se

X SO, P00, P ) = x

¢ uma Orbita periddica, entdo sua bacia de atragdo é

B=J fm@ ={x.f0)..... /P ()}

meN

Ou seja, a bacia de atragdo é a propria oOrbita periodica, pois, como f é uma bijecéo,
cada ponto tem exatamente uma pré-imagem: a de % (x) é f*¥71(x) e a de x é o ponto
FP71(x) (pois a imagem deste ponto é x). Usando agora o teorema da seciio anterior,
vemos que o conjunto X = {1,2,...,n} pode, entdo, ser decomposto como uma unido
finita e disjunta de bacias de orbitas periddicas, que sdo as proprias Orbitas perioddicas.
Dessa forma, no caso de uma bije¢ao de um conjunto finito, temos que todo ponto de X ¢é
um ponto periddico para f.

2.2 Dinamica em conjuntos infinitos

Consideraremos agora o caso em que o espago de fases X da nossa dindmica ¢ um conjunto
infinito ¢ enumeravel. Mais precisamente, consideraremos X = N = {0,1,2,,...} ou
X =N,={1,2,3,...}.
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2.2.1 Alguns exemplos
Comecemos por apresentar alguns exemplos e suas propriedades.

Exemplo 2.1. Consideremos f: N, — N, dada por

1) 3x, se x ndo ¢ multiplo de 3;
X) = .

%, se x é multiplo de 3.
Do Teorema Fundamental da Aritmética, sabemos que todo nimero x € N, pode ser

decomposto como produto de nimeros primos. Em particular, pode ser escrito como
x = 2P13P25P37P4 ...

em que pi, p2, P3, ... sdo nameros em N. Se p, > 0, ou seja, se 0 3 aparece na decom-
posicdo em fatores primos de x, entdo f(x) = 2P13P2715P37P4 ... e assim por diante até
que fP2(x) = 2P15P37P4... Esseponto, fP2(x),ndo ¢ multiplo de 3 e, entdo, sua ima-
gem por [ é2P135P37P4 ... esse ponto, por sua vez, é levado por f em 2P15P37P4 ...
Ou seja, o ponto inicial foi atraido para a orbita periddica de periodo 2 composta pelos ele-
mentos 2P15P37P4 ... ¢ 2P135P37P4 ... Portanto, como pi, p2, p3, ... podem ser quais-
quer nimeros em N, segue que temos uma infinidade de 6rbitas periddicas atratoras ¢ a
unido das suas bacias de atracao consiste de todo o conjunto N..

Exemplo 2.2. Seja f: N, — N, uma fungdo tal que

X A .
3 S€ X € par;

flx) =

2%, se x nao ¢ par.

Se x for um niimero impar, entdo sua imagem ¢ 2%, que ¢ par. A imagem desse
ponto, por sua vez, sera 2x=1l px=2  1.2.1,2,1,.... Jase x for par, entdo pode-
mos escrevé-lo da forma x = 2¥p sendo p é um nimero impar. Assim sua 6rbita serd
2k=1p 2k=2, . peaorbitade p, que ¢ impar, como visto acima, é levada ao atrator
periddico A = {1,2}. Combinando essas observagdes, concluimos que a orbita periddica
A = {1, 2} atrai todas as 6rbitas, ndo importando o ponto de partida. Temos, portanto, um
atrator global nesse caso.

Exemplo 2.3. Considere a fungdo f: N, — N, dada por
2, sex = 1;

f(x)=43x+1, se x & primo;
maior fator primo na decomposi¢do de x, caso contrario.

Nesse caso, temos uma orbita periddica A = {2, 3, 4} ¢, além disso, esta é um atrator glo-
bal. De fato, observemos inicialmente que toda orbita sempre passara por um niimero
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primo, pois se o numero ndo ¢ primo sua imagem certamente o serd. Portanto basta
mostrarmos que a orbita de qualquer nimero primo ird para a oOrbita periddica acima.
Para isso procederemos por indugdo. Comecemos observando que a drbita do primeiro
primo, 2, ja esta na orbita periddica A, que sera nossa base de indugdo. Denotemos por
P1, P2, P3, P4, - . . 0 conjunto de todos os nimeros primos ordenados em ordem crescente.
Supomos agora que nossa afirmagéo € valida para os n primeiros primos, isto €, que a or-
bita de cada um dos primos py, p2, ..., p, vai para a Orbita A, e mostremos que a orbita
de p,+1 também vai para A. Observemos que, como p, 1 ¢ um niimero primo diferente
de 2 e, portanto, impar, seu sucessor ¢ um numero par. Logo

k r
f(pnt+1) = pn1 + 1= 2q11 qf

sendo ¢; < g2 < ... < g, nimeros primos (note que nada impede que g; seja igual a 2)
e ki,...,kr € Ny. Neste caso, cada g; ¢ um dos primos py, ..., p,, pois do contrario
teriamos que g; = p,+1 €, consequentemente,

k
Pn+1 +1=2q11“'6]f’ =2qj > pn+1+1

o que ¢ um absurdo. Em particular, ¢, = p; para algum/ € {1,2,...,n}. Portanto

F2ar) = farr + D = £ (248 aF ) = 0, = pu.

Agora, por hipotese de indugdo, a orbita de p; vai para a orbita periodica A. Logo a orbita
de p,+1 também vai e, consequentemente, por indugdo, segue que a orbita de qualquer
numero primo ira para A. Combinando esse fato com a observacdo inicial, concluimos
que A = {2, 3,4} é um atrator global para a nossa dindmica.

Exemplo 2.4. Consideremos f: N, — N, dada por

X+ 2, se x é primo ouse x = 1;
f(x) =

menor fator primo na decomposi¢do de x, caso contrario.

Observemos inicialmente que a orbita de 2 é
{2,4,2,4,2,...}.

Agora se x ¢ um numero par maior do que 2, entdo, em particular, x ndo ¢ primo e seu
menor fator primo ¢ 2. Portanto f(x) = 2 e caimos na 6rbita periddica {2,4,2,4,2,...}.
Consequentemente todo ponto par pertence a bacia de atragdo de A = {2, 4}.

Nao ¢ dificil verificar que a 6rbita de 1 ¢

{1,3,5.7,9,3,5.7,...}.

Em particular, segue que {3,5,7,9,3,5,7,9,3,...} é uma orbita periodica. Agora se p é
um primo gémeo, isto €, um primo tal que p + 2 também ¢é primo, ¢ p # 3, entdo ndo é
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dificil ver que p 4 1 é multiplo de 3. De fato, obviamente um dos trés numeros p, p + 1
ou p + 2 é multiplo de 3. Agora, como p e p + 2 sdo primos ¢ p # 3, segue que p + 1
¢ multiplo de 3. Logo f(p +2) = p+4 = (p + 1) + 3 é também um mdltiplo de 3,
que, além do mais, ndo pode ser par, pois p + 1 é. Portanto f2(p +2) = f(p+4) =3
e, assim, caimos na Orbita periddica {3,5,7,9,3,5,7,9, 3, ...}. Consequentemente se p
¢ um primo gémeo, entdo p + 2 pertence a bacia de atracdo de B = {3, 5,7, 9}.

Exemplo 2.5. Seja f: N, — N, a fungio dada por

Fx) = 3 se x ¢ multiplo de 3;

x + 1, caso contrario.

Entdo toda orbita converge para a orbita periddica {1,2,3,1,2,3,1...}. De fato, consi-
dere os conjuntos By = {1,2,3} e By = {3k + 1,3k +2,... 3%kt1 — 1, 3k*1} para
todo k > 1. Esses conjuntos sdo disjuntos e, além disso, N« = | J;>o Bk. Claramente
f(Bg) = By e nesse conjunto esta a orbita periddica mencionada. Mostremos agora que
uma orbita qualquer serd enviada a By em algum momento. Para tanto, observemos que,
paratodo k = 1 e todo x € By, em no maximo trés iterados, a imagem de x estara em
Bjy_1. Efetivamente todo x € By ¢ daforma3J —2,3J —1 ou3J paraalgum J € Bj_;.
Caso x = 3J, entdo f(x) = J e este ja esta em Bj_q; caso x = 3J — 1 temos que
f2(3J — 1) = f(3J) = J e este também esta em Bj_,; finalmente se x = 3J — 2,
entio f3(3J —2) = f2(3J —1) = f(3J) = J e este também esta em By_,, provando
a afirmagao.

Agora, dado qualquer x € Ny, como Ny = (5 Bk, segue que existe k € N tal que
X € By. Pela observagdo anterior, temos que em alguns iterados a imagem de x estara em
By _1; esse processo pode ser repetido até que a imagem do ponto esteja em By, de forma
que a orbita periodica {1,2,3,1,2,3,1...} seja realmente o destino final da orbita de x,
qualquer que seja ele. Em particular, 4 = {1, 2, 3} é um atrator global para f.

Encorajados pelo exemplo anterior, podemos considerar aquilo que parece ser apenas
uma pequena variagdo, mas que na verdade ¢ algo muito mais complexo.

Exemplo 2.6. Consideremos a fun¢do f: N, — N, dada por

fx) = 3 se x é par;

3x + 1, caso contrario.

Entdo ndo ¢ dificil ver que a orbita
{1,4,2,1,4,2,1,...}

¢é periodica. E, de fato, se comegarmos em algum outro numero, a 6rbita parece ser atraida
pela 6rbita periddica acima. Isto ja foi testado para muitos nimeros e sempre com o mesmo
resultado, o que leva a conjectura de que essa Orbita é de fato um atrator global para f.
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Esse problema, aparentemente simples, ¢ bastante conhecido (muitas vezes chamado de
problema 3n + 1 ou Conjectura de Collatz), mas que, ao contrario do exemplo anterior
que pode ser provado em poucas linhas, parece estar bem distante de uma demonstragéo
no futuro proximo...

2.2.2 Caracterizacido do w-limite

Inspirados pelos exemplos da segdo anterior, podemos agora enunciar (e provar) um resul-
tado que caracteriza o conjunto limite de uma 6rbita. Para tanto, lembre-se da defini¢@o
de w(x) dada na Se¢do 1.6.

Proposicio 2.3. Dados f: N — N e x € N, temos que w(x) é vazio ou é uma orbita
periddica.

Demonstra¢do. Se w(x) = @ ndo ha nada a fazer. Supomos, entdo, w(x) # @ e seja

p € w(x). De acordo com a defini¢do de w(x), existe uma sequéncia crescente de ni-

meros inteiros n; ki +oo tal que d(f"(x), p) iztes 0. Em particular, para

todo i suficientemente grande, temos que d (f" (x), p) < 1. Agora, como f"(x) e p
sdo numeros naturais, isto implica que f"i(x) = p para todo i suficientemente grande.
Excluindo os primeiros termos da sequéncia (n;);cy se necessario, podemos supor sem
perda de generalidade que f"i(x) = p paratodoi € N. Nesse caso, temos que

fM(x)=pe p= f"2(x)= f"27"(f"(x)) = f"27"(p)
mostrando que p de fato é um ponto perioédico. -

Portanto temos duas situagdes possiveis: o w-limite de todo ponto € vazio ou ¢ uma
orbita periddica. Dessa forma, o conjunto limite L™ ( /) definido na Secfio 1.8 é vazio ou
¢ o fecho de uma unido enumeravel de orbitas periddicas, exatamente como nas situagdes
com as quais nos deparamos nos exemplos.

2.2.3 Transitividade

Vamos agora caracterizar situagdes em que uma dindmica f: N — N ¢ transitiva (veja
Secdo 1.14). Ou seja, situagdes em que existe algum ponto x € N cuja orbita € densa
em todo N. Lembremos que o conceito de densidade significa que a 6rbita de x deve
passar arbitrariamente proxima de qualquer ponto do espago de fases. Agora, como nossa
dinamica se d4d em N, ficar a uma distdncia menor do que 1 de um ponto y € N ¢, de fato,
o mesmo que ser igual a y. Ou seja, para que a orbita de x seja densa em N € necessario
que ela visite todos os pontos de N. Usando essa observa¢ao, podemos demostrar nosso
primeiro resultado.

Proposicao 2.4. Se uma transformagdo f: N — N tem orbita densa, entdo ela ndo tem
nenhuma orbita periodica.
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Demonstra¢do. Supomos que f tenha alguma Orbita periddica. Entdo existe um subcon-
junto finito O de N, a saber, a Orbita periddica, que ¢é invariante para o futuro por f, isto
¢, f(0) C 0. Obviamente por O ser finito, ele ndo é denso em N. Além disso, qualquer
orbita que entre em O nao pode ser densa em N, pois passard no maximo por um nimero
finito de pontos, tendo em vista que, quando entrar em O, ndo sai mais. Por outro lado,
qualquer orbita que ndo entre em O também nao ¢ densa por motivos 6bvios. Logo a exis-
téncia de a0 menos uma 6Orbita periddica impede a existéncia de orbitas densas, concluindo
a demonstracdo da proposicao. O

Combinando, entdo, as Proposicdes 2.3 e 2.4, obtemos o seguinte.

Corolario 2.5. Se f: N — N é uma aplicagdo transitiva, entdo w(x) = @ para todo
x e N.

Por outro lado, observemos que w(x) = @ para todo x € N ndo implica que f ¢
transitiva. Por exemplo, se f: N — N é dada por f(x) = 2x + 1, entdo w(x) = @ para
todo x € N, porém obviamente nenhuma orbita de f é densa. Além disso, esse exemplo
também nos mostra que a ndo existéncia de orbitas periddicas também ndo implica em
transitividade.

Tendo em vista os exemplos e os resultados anteriores, cabe nos perguntarmos: sera
que de fato existem dinamicas transitivas em N?

Exemplo 2.7. Consideremos a transformagéo transla¢do t: N — N dada por ¢(x) =
x + 1. Entéo € claro que a 6rbitade 0, que € {0, 1,2, ...}, étodo o N, ou seja, temos uma
orbita densa. Em particular, ndo temos nenhuma orbita periodica.

Veremos na sequéncia que, em um certo sentido, esse exemplo ¢ de fato o tnico que ad-
mite Orbitas densas! Para tanto, cabe relembrar a nog¢ao de conjugagdo dada na Segao 1.20.

Proposicio 2.6. Uma transformagdo f: N — N ¢ transitiva se, e somente se, é conju-
gadaat: N — N.

Demonstragdo. Como vimos no Exemplo 2.7, ¢ possui orbita densa. Logo se f é con-
jugada a ¢, entdo claramente f tem Orbita densa e, portanto, ¢ transitiva (veja Exerci-
cio 1.15).

Suponha agora que f seja transitiva, ou seja, que exista x € N tal que sua Orbita
{x, f(x), f2(x),...} é densa em N. Da observacio do inicio da segiio temos que

{x,f(x),fz(x),...} = N.

Queremos, entdo, construir uma conjugacdo entre ¢ ¢ f. Consideremos #: N — N dada
por

h(n) = f"(x).

Como {x, f(x), f2(x),...} = N, segue facilmente que » ¢ sobrejetiva. Além disso,
como todos os pontos de {x, f(x), f2(x), ...} sdo distintos (visto que do contrario f teria
uma Orbita periddica contradizendo a Proposicdo 2.4), segue que f ¢ injetiva. Portanto /1 é
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uma bijecdo e sua inversa obviamente satisfaz A~ ( f"(x)) = n. Usando essa observacio,
obtemos que

B o) =7 (F(FA@)) = n (A1 0) =k +1 =10

ouseja, h~' o f o h = t. Finalmente, como toda aplicagdo #: N — N ¢ continua, segue
que & ¢é de fato uma conjugacdo entre f et. O

Ou seja, a menos de uma mudanga de coordenadas, a unica transformagéo transitiva
emN é1!

2.2.4 Mixing topologico

Na Secdo 1.15, introduzimos a nogdo de mixing topologico que pode ser brevemente tra-
duzida para o nosso contexto como segue: a transformagdo f: N — N ¢ topologica-
mente mixing se dados dois subconjuntos quaisquer U e V de N exista ny € N tal que
fMU)NV # @ paratodon = ng. Observe que todo subconjunto de N ¢ aberto e,
portanto, essa propriedade de fato coincide com aquela introduzida na Sec¢éo 1.15. Nosso
objetivo agora € mostrar que, no contexto de dinamicas em N, ndo temos exemplos de
transformagoes satisfazendo essa propriedade.

Proposicao 2.7. Ndo existe transformagdo f: N — N que seja topologicamente mixing,

Demonstragdo. Supomos, por absurdo, que exista f: N — N topologicamente mixing.
Entdo, para todo par U e V de subconjuntos de N, existe ng tal que f*(U) NV # @
paran = ng. Fixemos, por exemplo, U = {1} e V = {2}. Nesse caso, f"(U)NV # @
para todo n = ng é equivalente a dizer que f"(1) = 2 para todo n = ng. Em particular,
f(2) = f(f™(1)) = frT1(1) = 2. Ou seja, 2 é ponto fixo de f. Agora, invertendo os
papéis de U e V', vemos que nao € possivel um iterado de V' intersectar U, o que contradiz
a suposicdo de termos uma f topologicamente mixing, concluindo a demonstra¢do da
proposicao. O

2.3 Probabilidades em conjuntos enumeraveis

No que resta deste capitulo, nosso objetivo ¢ introduzir as no¢des de probabilidade e pro-
babilidade invariante para transformagdes definidas em conjuntos enumeraveis. As areas
que estudam esses objetos sdo bastante amplas. De maneira alguma, almejamos nessas
curtas notas fazer uma exposi¢ao completa de um assunto tao sofisticado; porém, no caso
de conjuntos enumeraveis, as probabilidades assumem uma forma bastante simples e acre-
ditamos que o leitor tenha todas as condigdes de seguir adiante sem apelo a um enorme
esforgo de raciocinio. A area da matematica que estuda sistemas dindmicos sob o ponto de
vista de medidas invariantes ¢ a Teoria Ergodica, de forma que esta se¢do pode ser vista
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como uma breve motivagdo para seu estudo. Para aqueles leitores interessados em estudar
essa area mais profundamente recomendamos a referéncia Viana e Oliveira (2019).

Dado X C N, uma medida de probabilidade ou simplesmente uma probabilidade
sobre o conjunto X ¢ uma fungdo que, para cada conjunto A C X, associa um numero
w(A) € [0, 1] de forma que

(@) p@ =0epu(X)=1lec

(b) /L(U jer A j) = > _jer 1(A;) para toda familia finita ou enumerdvel de subcon-

juntos (A;)jer de X dois a dois disjuntos. Isto é, tais que A; N Ay = @ para todo
J #k.

Nesse caso, diremos que (A) é a medida do conjunto A (segundo ). A principio essa
definicdo pode parecer complicada, porém, conforme ja mencionado, no nosso contexto
pode ser traduzida de uma maneira bastante simples como veremos na sequéncia.

Observagao 2.1. Observemos que, no nosso caso, como X C N, qualquer familia de sub-
conjuntos (A;)jer de X satisfazendo A; N Ay = @ paratodo j # k, é necessariamente
finita ou enumeravel. Em particular, essa restri¢do poderia ser removida da definicdo. No
entanto, deixamos, pois ela € necessaria em contextos mais gerais. Observamos ainda que,
no caso em que X ¢ finito, a condi¢@o b) pode ser substituida sem perda de generalidade
por

(b)) u(AUB) = u(A)+ u(B) para todo par de subconjuntos A e B de X, satisfazendo
ANB =40.

Exemplo 2.8. Um exemplo de probabilidade em N ¢ a delta de Dirac no ponto x € N,
definida como segue:

1, sex € A;

3x(4) = {O, sex ¢ A.

Obviamente 6,(N) = 1, pois x € N; também ¢ facil ver que §,(d) = 0, pois x & 0.
Por fim, dada uma familia finita ou enumeravel de subconjuntos (A4 ;) ;e satisfazendo

AjNAg = @paratodo j # k, temos que x &€ UjcrA;, nesse caso 8x<Uje]—‘Aj> =0e
> jer8x(Aj) = 0vistoque §x(A;) = Oparatodo j € F,oux € Ay paraalgumk € F
ex ¢ Aj paratodo j # k, neste caso, temos que

1, sej=k;

3x(4)) = {0, se j #k.

Portanto

Sl A =1=>6:(4)).

JEF JEF
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Combinando essas observagdes, concluimos que 8y ¢ de fato uma probabilidade em N.
Mais geralmente, se pode verificar de forma analoga que, dados um conjunto X C N
arbitrario e um ponto x € X, 8, é uma probabilidade em X.

Exemplo 2.9. Outro exemplo de probabilidade, nesse caso no conjunto finito X = {1, 2, 3,
4,5, 6}, é a seguinte:

1 1 1 1 1 1
= -6 -8 -8 -6 ) —86.
2 61+62+63+64+65+66

Esse exemplo pode ser interpretado de forma simples, imaginando que cada um dos nii-
meros de 1 a 6 representam uma das faces de um dado honesto. A probabilidade de ser
sorteado uma determinada face, nesse caso, é exatamente 1/6, o que é descrito pela pro-
babilidade acima.

De fato, esse exemplo ¢ um caso particular da seguinte situagao.

Defini¢do 2.1. Sejam {i1, 2, ..., iy} probabilidades num conjunto X C N e {p1, p2,
.., P} nGmeros reais tais que p; = O paratodoi € {1,2,....n}e Y/ pi = L
Dizemos que

n
ZP:’M;’

i=1

¢ uma combina¢do convexa das probabilidades {1, U2, ..., wn}. Podemos, de forma
analoga, considerar a combinacdo convexa de uma quantidade infinita de probabilidades.

E facil verificar que toda combinagio convexa (finita ou infinita) de probabilidades em
X resulta ainda numa probabilidade em X . De fato, seja 0 = Y _; pi ;. Nesse caso,

w(@) = Zpim(@) = Zpi 0=0
i=1

i=1

wX) =Y pipi(X)=y pi-1=1

i=1 i=1

Além disso, usando que cada uma das probabilidades p; satisfaca a condigdo (b) da defi-
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ni¢do de probabilidade segue que

n
wl A | =D pimi| U 45

jer i=1 jer
= i D4y
i=1 jer
_ z(z i (A,»)
jer\i=1
=D u(4))
JEF

para toda familia finita ou enumeravel de subconjuntos (4 ;) je 7, satisfazendo A; N Ay =
@ para todo j # k. O caso infinito ¢ analogo.

Um fato simples, porém, bastante interessante, que deixamos a cargo do leitor verificar,
¢ que toda probabilidade y num conjunto X C N pode ser escrita como

n= Zpi&' (2.1

ieX

em que cada p; € [0,1]e ) ,cx pi = 1. Ou seja, toda medida de probabilidade defi-
nida em subconjuntos de N ¢ uma combinag@o convexa de medidas delta de Dirac. Em
particular, tem uma forma bastante simples conforme mencionado na introducdo da se¢éo.
Dessa forma, para um conjunto A C X, temos que

p(A) =" pisi(A).

ieX

2.3.1 Probabilidades invariantes

Até o momento, consideramos probabilidades em X C N, um conceito independente de
qualquer tipo dindmica. A partir de agora, queremos combinar essas duas noc¢des. Para
tanto, comecemos com a seguinte definicdo. Mas antes cabe observar que apesar de na
sequéncia considerarmos X = N, todos os resultados continuam validos para subconjun-
tos quaisquer X C N. Dadas uma dindmica f: N — N e uma probabilidade y sobre N,
dizemos que u é invariante por f se para todo subconjunto ¥ C N, temos

w(Y) = pn(f71X)).

Observe que aqui f~!(Y) significa a pré-imagem de Y por f (veja Segdo 1.3).
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Exemplo 2.10. Seja g um ponto fixode f: N — N, ouseja, f(¢) = ¢q. Entdo a medida
de probabilidade §, ¢ invariante por f. De fato, note que, para todo conjunto ¥ C N,
temos que uma e somente uma das afirmagdes ¢ satisfeita:

(i) ¢ € Y: nesse caso f~!(Y) também contém g e ambos tém medida igual a 1;

(i) ¢ ¢ Y: nesse caso f~1(Y) também ndo contém ¢ e ambos tém medida igual 0.
Consequentemente 8, ¢ invariante por f conforme afirmado.

De fato, essa situagdo nos inspira a mostrar o proximo resultado. Porém, antes de enun-
cia-lo, introduziremos a seguinte construgdo, muito comum em livros de Teoria Ergodica.
Se u é uma probabilidade (ndo necessariamente invariante) em N ¢ f: N — N é uma
dindmica, o pushforward de p por f, denotado por fiu, é definido por

fer(Y) := u(f~1(Y)) paratodo Y C N.
Deixamos como exercicio o seguinte fato.

Exercicio 2.1. O pushforward f,uu de uma probabilidade em N ¢é ainda uma probabilidade
em N.

Observemos, entdo, que dizer que uma probabilidade u ¢ invariante por f ¢é equiva-
lente a dizer que fipu = .

Lema 2.8. Dados f: N — N ea € N, temos que
JSiba =8 f(a)-

Demonstragdo. Tudo que precisamos fazer € mostrar que, para qualquer conjunto ¥ C X,
temos

Sa(f71(Y)) = 85 (Y).

A prova ¢ analoga a do exemplo anterior. Note que temos dois casos:

(i) f(a) € Y: nesse caso f~1(Y) contém a e ambos tém medida igual a 1;

(ii) f(a) ¢ Y: nesse caso f~!(Y) ndo contém a e ambos tém medida igual a 0.

Consequentemente, em ambos 0s casos, temos 8,(f~1(Y)) = 8 () (Y) conforme
afirmado. O

Exemplo 2.11. Se x € N é um ponto periddico de periodo p para f: N — N, entdo

1
n= ;(&c F 8y + o S pr1(x)



38 2. Dinamica no conjunto dos numeros naturais

¢ uma probabilidade invariante por f. De fato, utilizando o Lema 2.8, temos que, para
todo conjunto A C N,

m(fTHA) = =Bx + 870 + -+ 8010 (STH(A)

(Breo +8p2m) + -+ 8rrw)(A)

S s N

= p(Sf(x) + 8f2(x) + ...+ 8fﬂfl(x) + 8x)(A)

= n(A)
Consequentemente a medida . é mesmo invariante por f .

Agora usaremos isso para provar nosso principal resultado sobre a existéncia de pro-
babilidades invariantes para dindmicas em N.

Teorema 2.9. Uma transformacdo f: N — N admite uma probabilidade invariante se,
e somente se, | tem alguma orbita periddica.

Demonstra¢do. Seja p € N um ponto periddico de f. Entdo, conforme observado no
Exemplo 2.11, temos uma medida de probabilidade invariante naturalmente associada a
esse ponto.

Suponha agora que u seja uma probabilidade invariante por f e, além disso, que f
ndo tem orbitas periodicas. Em particular, segue de (2.1) que 0 = Y ;o pidi. Além
disso, ¢ facil ver que fupt = Y ;cn Pi f+6i. Entdo, usando o Lema 2.8 e a invariancia de
W, segue que

Dopibi=p=few= pifei =) pisray =) pidro-

ieN ieN ieN jeN

Portanto, usando essa relagdo para calcular p({i }), obtemos as seguintes relagdes entre os
coeficientes:
pi = Z pj paratodoi € N.
Jef=ra)

De maneira mais geral,

pi = Z pj paratodo k,i € N. (2.2)
jef=k®
Como p € uma probabilidade, sabemos que a0 menos um dos p;’s € ndo nulo; vamos
admitir que seja p,. Além disso, temos que f*m)yn f~7(n) = @ paratodo k # j.
Do contrario, se existe x € f~%(n) N £~/ (n), assumindo sem perda de generalidade que
k > j,temos que

)y = fF () = fFx) =n.
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Ou seja, n € um ponto periddico contrariando nossa hipdtese. Em particular, a unido
U s m
keN

¢ uma unido de conjuntos disjuntos e resulta num conjunto infinito. Combinando esses
fatos com (2.2) e usando que p, > 0, obtemos

I=pN) =Y p;8i(N)

keN

=Y | DD pisi()

keN \ jef=*(n)

=2 | X »

keN \jef=*m)
=D P
keN
=00
o que ¢ uma contradigdo. Observemos que a contradi¢do veio da nossa hipotese de que

Jf ndo tem oOrbitas periddicas. Logo se f tem medidas invariantes, entdo f tem orbitas
periddicas, concluindo a demonstragao. O

Conforme mencionado no inicio da segdo, os resultados aqui apresentados sdo apenas
uma motivagao para que o leitor prossiga seus estudos nesta area tao bonita, que ¢ a Teoria
Ergddica. Na sequéncia dos capitulos, ndo trataremos mais sobre esse tema.

2.4 [Exercicios
Nesta se¢do, apresentamos alguns exercicios para que o leitor possa explorar por conta
propria alguns dos conceitos trabalhados ao longo do capitulo.

Exercicio 2.2. Considere f: {1,2,3,4,5} — {1,2,3,4, 5} definidapor f(1) =2, f(2) =
1, f(3) =5, f(4) = 3, f(5) = 4. Obtenha as orbitas periddicas de f e o conjunto limite
da dinamica de cada ponto.

Exercicio 2.3. Considere a fungdo f: N, — N, dada por

f) = 5, sex épar;

2x; se x ¢ impar.

Obtenha seus atratores.
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Exercicio 2.4. Considere a fungdo f: N, — N, dada por

3 se x é multiplo de 3;
2x + 1, caso contrario.

f(x) =

Verifique que a 6rbita de 1 é periddica e mostre que a 6rbita de todo ponto na forma 3k + 2,

k € N nao ¢ limitada. Vocé consegue encontrar outras orbitas periodicas além da orbita
de 1?

Exercicio 2.5. Para as duas fun¢des f: N — N dadas a seguir, obtenha as orbitas perio-
dicas e as medidas invariantes:

(@)
O )2x + 1, sex €{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9};
S = x mod 11, sex > 10.
(b)
3x + 1, sex €1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9};
) = { }
x mod 10, sex = 10.




No capitulo anterior, vimos alguns exemplos e propriedades de dindmicas definidas em
conjuntos finitos e enumeraveis. Devido a simplicidade do contexto, vimos que diversas
propriedades podem ser caracterizadas de maneira bastante elementar. Neste capitulo, da-
remos um passo a mais considerando exemplos de dindmicas cujo espago de fases ja ndo é
mais enumeravel. Mais precisamente, consideraremos dindmicas definidas no espago de
sequéncias como, por exemplo, a dindmica do shift. Essa transformagdo tem uma forma
muito simples, porém apresenta propriedades dindmicas muito interessantes, como vere-
mos na sequéncia. Além disso, veremos nos proximos capitulos que, ela serve de modelo
para outras dindmicas aparentemente mais complicadas. Ao final do capitulo, apresenta-
remos ainda os autdmatos celulares, um outro tipo de dindmica no espago de sequéncias.
Comegamos introduzindo nosso espago de fases.

3.1 O espaco de sequéncias

Um dos objetos basicos deste capitulo ¢ o espago de sequéncias
{0, I}N = {(xo,xl,xz,X3,...) : x; €{0,1} paratodo j € N}

formado por sequéncias infinitas de 0’s e 1’s. x¢, X1, X2, X3, . . . serdo ditas coordenadas,
ou simbolos, ou ainda entradas da sequéncia (xg, X1, X2, X3, ...), enquanto que {0, 1} é
dito o alfabeto de {0, 1}N. Um elemento tipico desse espago tem a forma

0,1,1,0,0,0,1,1,1,1,0,1,0,0,1,...)
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que as vezes serd representado simplesmente por
011000111101001 ...

sendo que em ambos o0s casos as reticéncias substituem uma infinidade de elementos que
obviamente ndo podemos escrever.

Para simplificar a notagio, convencionaremos o seguinte: o simbolo 07 corresponde
a um bloco infinito (para a direita) de simbolos 0, ou seja,

07> = 000000 ...

(nesse caso as reticéncias substituem a infinidade de zeros que ndo escreveremos). De
forma similar, definimos 17, Podemos também indicar a repeti¢io de um bloco de
simbolos por meio desta nota¢do. Por exemplo,

(0110)*> = 0110011001100110 ...

00001(1011)*%° = 00001 1011 1011 1011 ....

3.1.1 O espaco de sequéncias como espaco métrico

Conforme ja visto nos capitulos anteriores, diversas propriedades dindmicas sdo expres-
sas em termos da topologia do espago de fases, por exemplo, usando conjuntos abertos, e
da distancia entre pontos. Entdo, para que possamos considerar estas no¢des em {0, 1},
precisamos introduzir uma maneira de medir distancias nesse espago, ou seja, precisamos
definir uma métrica em {0, 1}N. H4 mais de uma maneira para fazer isso, porém apresen-
taremos apenas uma dessas alternativas.

Dadas duas sequéncias x = (xq, X1, X2, X3,...)ey = (Yo, V1, V2, V3. ...)em {0, 1},
consideremos inicialmente N : {0, 1} x {0, 1}N — N dada por

N(x,y):=mintk = 0: x; # yr}.

Ou seja, N(x, y) nos diz qual ¢ a primeira coordenada, da esquerda para a direita, em que
as sequéncias x e y diferem. Por exemplo,

N(011101(1)™>°,011100(0)t>) = 6

pois a primeira coordenada em que estas sequéncias diferem ¢ a sexta. Como consequéncia
direta dessa defini¢do, temos que N(x, y) = N(y,x) e N(x,x) = +o0o. Mais ainda, ndo
¢ dificil perceber que essa ultima afirmacdo pode ser reescrita de maneira ainda mais forte,
pois, de fato, se N(x,y) = 400, entdo necessariamente todas as coordenadas de x e y
coincidem, ou seja, temos x = y. Dessa forma, temos que N(x, y) = +o00 se, e somente
se, x = y. Agora, fazendo uso dessa nogdo, podemos definir nossa distancia em {0, 1}
da seguinte forma: dados x e y em {0, 1}, definimos

1 N(x,y)
d(x,y):= (E) .



3.1. O espago de sequéncias 43

Em palavras, podemos dizer que essa nocdo de distancia mede até que ponto as primeiras
coordenadas, da esquerda para a direita, de x e y coincidem. Isto ¢, até que ponto o inicio
das sequéncias x e y ¢ igual. Quanto menor d(x, y), maior N(x, y) e, em particular, mais
para a direita esta a primeira coordenada em que as sequéncias x ¢ y diferem. Por exemplo,
d (07, 107%°) = 1, pois as sequéncias 07> e 107 j4 diferem na primeira coordenada;
d(010%%°,0010%>) = 1/2, pois a primeira coordenada em que as sequéncias em questio
diferem ¢ a segunda.

Para que uma fungio d : {0, 13N x {0, 1}N — [0, +00) seja uma distancia, ela deve
ser positiva, simétrica e satisfazer a desigualdade triangular (veja o Apéndice A). Veri-
fiquemos que nossa transformagdo d satisfaz tais propriedades. E facil ver que d ¢ uma
transformagio da forma d : {0, 1} x{0, 1}N — [0, +00). Além disso, segue da definigdo
e das observagdes anteriores que

dx,y) =0 N(x,y) =4+ < x =y

1\ V&) 1\ YO
wn=(3)  =(3)  =dn.

Ou seja, d € positiva e simétrica. Resta verificarmos que d satisfaz a desigualdade trian-
gular. Ou seja, que vale

d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) paratodo x, y, z € {0, N,

Observemos inicialmente que se d(x,z) < d(x, y), entdo ndo ha nada a fazer. Vamos,
pois, assumir que d(x,z) > d(x, y). Isso significa dizer que as sequéncias x e y coinci-
dem por mais simbolos do que x ¢ z. Ou seja, N(x,z) < N(x, y). Dadefinigdo de N(,-),
temos que

X1 =Y1.X2 = Y2, ... XN(x,p)—1 = VYN(x,)—1 € XN(x,y) Z YN(x.,»)

X1 =21,X2 =22, ..., XN(x,2)—1 = ZN(x,z)—1 € XN(x,2) 7 ZN(x,2)-

Logo, como N(x,z) < N(x, y), segue que

Y1 =Z1,Y2 = Z2,..., YN(x,2)—1 = ZN(x,2)—1 € YN(x.z) 7 ZN(x,2)-

Portanto N(y,z) = N(x,z). Ou seja, a primeira coordenada em que y e z diferem é a
mesma em que x ¢ z diferem. Dessa forma, d(y, z) = d(x, z). Portanto, como d(x, y) =
0,

d(x,z) sd(x,y) +d(y.z)

como queriamos. Logo d ¢ de fato uma distancia.
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3.1.2 Cilindros

Uma classe de conjuntos que desempenha papel fundamental em estudos envolvendo o
espaco de sequéncias ¢ dada pelos cilindros que apresentaremos na sequéncia.
Consideremos inicialmente o espaco de palavras de comprimento n em {0, 1} dado
por
W, = {(x0, X1, X2,...,Xp—1) : X; € {0, 1}}.

Dada uma palavra w € W, definimos o cilindro [w] como sendo o conjunto
[w] = [wowy ... wy—1] := {x e {0, 13N : xo=wp.....Xpq = wn_l}.

Ou seja, o cilindro [w] consiste de todas as sequéncias de {0, 1} que coincidem com w
em suas 7 primeiras coordenadas.

Observemos agora que se x, y € [w], entdo d(x,y) < (%)n, visto que as n primeiras
coordenadas de x e y certamente coincidem. Esse fato nos permite caracterizar cilindros
tanto como bolas fechadas quanto como bolas abertas. Mais precisamente, [w] € uma bola
fechada

[w] = {x 4013 s d(z wown w1 07%) < GH

e também uma bola aberta

(] = {z e {0, 13N 1 d(z, wow; ... wy—107®) < (%)” + e}

7 ;. n
centrada em wowy ... w,—107%, em que € > 0 é qualquer nimero menor do que (%) .
Essas duas descrigdes nos mostram que os cilindros sdo exemplos de conjuntos que sdo
ao mesmo tempo abertos e fechados.

Finalmente o leitor ndo tera dificuldade em verificar que
0, 13N = [0]U[1] =[00] U [01]U[10] U [11] =---
e, mais geralmente, que para todo w € W,

[LUowle ce wn_l] = [w0w1w2 . w,,_10] @) [wowlwz e Wh—1 1]

[Wowiws ... wy—10] N [wowiwy ... wy—11] = .

3.1.3 Niao enumerabilidade do espaco de sequéncias

Uma das principais caracteristicas que diferencia o espago de sequéncias {0, 1} do con-
junto dos numeros naturais N, explorado no capitulo anterior, reside no fato de que o pri-
meiro € um conjunto ndo enumeravel. Ou seja, ndo é possivel colocar todos os elementos
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de {0, I}N numa lista da forma xy, x5, x3,.... Caso tentdssemos construir tal lista, sem-
pre sobrariam elementos de {0, 1} que ndo pertencem a lista. De maneira mais precisa,
isso significa dizer que ndo existe uma bijegdo entre N e {0, 1}, Por outro lado, é facil
exibir uma transformagio de N em {0, 1} que seja injetiva. Em particular, isso nos diz
que {0, 13N tem, de certa forma, mais elementos do que N. E precisamente esse fato que
caracteriza um conjunto ndo enumerdvel. Nosso objetivo nesta secdo ¢ justamente provar
que {0, 1} é ndo enumeravel. Para tanto, utilizaremos uma belissima técnica introduzida
por Georg Cantor (1845-1918) no final do século XIX.

Supomos, por absurdo, que exista uma bije¢do b: N — {0, 13N, Isto é 0 mesmo que
dizer que podemos montar uma lista com os elementos de {0, 1} tomando

xo = b(0),x;1 =b(1),x2 =b(2),....
Mas cada elemento desta lista €, ele mesmo, uma sequéncia de simbolos 0’s € 1°s:
X0 = (X00, X01, X02,X03, - . .)
X1 = (X10, X11,X12, X135 - -«

)
X2 = (X20, X21, X22, X23, .. .)
)

X3 = (X30, X31, X32, X33, ...

Por b ser uma bijegdo e, em particular, sobrejetiva, essa lista deve ser completa. Isto ¢,
precisa conter todos os elementos de {0, 1}N. Em particular, precisa conter o elemento
y € {0, 1}~ dado por

y=(10—=x00,1—=x11,1 —x2,1 —x33,...).

Agora y nao pode ser o elemento xg, pois a primeira coordenada y ¢ diferente de x¢o, a
primeira coordenada de xo; y também nao pode ser x;, pois na segunda coordenada as
duas sequéncias sdo distintas. De forma similar, o leitor pode concluir que y ¢ diferente
do elemento x,, para todo n € N e, portanto, y ndo esta na lista acima. Isto nos mostra
que a suposta bije¢do construida entre N e {0, 1} ndo é de fato uma bijegdo, contradi-
zendo nossa hipétese inicial. Desta forma, concluimos que {0, 1} ndo é um conjunto
enumeravel!

Para finalizar, salientamos que o espaco ({0, 1N, d ) tem diversas outras propriedades
topoldgicas interessantes. Deixamos a verificagdo de algumas delas como exercicio abaixo
para aqueles leitores com algum conhecimento de topologia geral.

Exercicio 3.1. Mostre que ({0, N d ) € um espago métrico compacto.
Exercicio 3.2. Mostre que o conjunto de todos os cilindros
C={[w]: weW,eneN}

forma uma base para a topologia de ({0, N, d).
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Exercicio 3.3. Dizemos que um espago topologico (X, t) é totalmente desconexo se qual-
quer subconjunto de X com mais de um ponto ¢ desconexo, ou seja, qualquer subconjunto
Y C X com mais de um ponto pode ser escrito como uma unido ¥ = U; U U, de dois
subconjuntos abertos e disjuntos U; e U,. Mostre que o espago métrico ({O, 1N 4 ) é
totalmente desconexo. Em particular, possui propriedades topoldgicas bastante diferentes
do, por exemplo, intervalo [0, 1] de R.

Exercicio 3.4. Dizemos que um espaco topoldgico (X, 7) é perfeito se (X, t) for fechado
e ndo contém pontos isolados. Mostre que o espago métrico ({0 1N 4 ) € um espago
perfeito.

Um espaco métrico (X, d) ndo vazio, perfeito, compacto e totalmente desconexo é
dito um espacgo de Cantor ou, entdo, um conjunto de Cantor. Em particular, segue dos
exercicios anteriores que nosso espaco ({0, 1N, d ) ¢ um espago de Cantor.

O leitor deve notar que usamos o alfabeto {0, 1} apenas por uma questdo de simplici-
dade. As mesmas construgdes anteriores podem ser feitas trocando-o por um alfabeto com
mais elementos e mantendo ainda as mesmas conclusdes. Convidamos o leitor a verificar
este fato e, em particular, tentar adaptar as provas acima para essa situagdo mais geral.

3.2 A dinamica do shift unilateral

Até agora neste capitulo, estivemos focados em apresentar o espago de fases ({0, 1N, 4 )
juntamente com algumas das suas propriedades. Nesta secdo, apresentaremos finalmente
o ator principal: a dindmica do shift.

Consideremos o sistema dinamico £ : {0, 1} — {0, 1}N dado por

f(x0,x1,X2,x3,...) = (X1, X2, X3,...).

Em palavras, o que f faz é “apagar” a coordenada x¢ e deslocar as demais uma “casa”
para a esquerda; por essa razao, essa transformagdo é conhecida como shift unilateral ou
simplesmente shift, deslocamento em inglés. Uma primeira observagao importante sobre
f € a seguinte.

Proposicio 3.1. f: {0, 1IN — {0, 13N é uma transformacdo (uniformemente) continua.
Demonstra¢do. Tudo que temos que fazer € mostrar que, dado € > 0, podemos encontrar
8 > 0tal que se d(x,y) < é,entdo d(f(x), f(¥)) <e.

Consideremos inicialmente € = (%)N para algum N € N. Dados x,y € {0, 3N,

afirmar que d(f(x), f(y)) < € é 0o mesmo que dizer que

ney

d((x1,x2,x3,...), V1, Y2, ¥3,...) < (5) )
Isto por sua vez significa que x; = y; para todo i € {1,2,...,N}. Tome agora
§ = (%)N—H- Entdo se d(x,y) < § = (%)NH, temos que x; = y; para todo i €
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{0,1,2,..., N}. Dessa forma, concluimos que se d(x, y) < 6, entdo d(f(x), f(y)) <e€
como desejado.
Finalmente, no caso de um € > 0 qualquer, tomando N € N suficientemente grande

N N .
de forma que (1) <eeé = (3) "1 segue da observagio anterior que se d(x, y) <6,
entao

N
aseron<(3) <e

conforme desejado. Isto mostra que o shift f é efetivamente é uma transformacao conti-
nua. O

Outra caracteristica dessa transformacdo ¢é ela ndo ser injetiva. Por exemplo, ndo é
dificil ver que 017> = (0,1,1,1,...)e 17> = (1,1, 1, 1,...), embora distintos, tenham
exatamente a mesma imagem por f, isto é, 17°°. De maneira mais geral, também nio é
dificil verificar que

F oer, x2,x3,..) = {(0,x1, %2, x3,....), (1, X1, X2, X3,...)}.

Em particular, é bem simples descrever o conjunto das pré-imagens de um ponto dado.
Segue também dessa observacgdo que, embora f ndo seja injetiva, ela é sobrejetiva, visto
que todo ponto de {0, 1} tem exatamente duas pré-imagens.

A agdo de f em cilindros também é simples: ndo ¢ dificil verificar que

f(op = 0. N = £([1)
e, mais geralmente, dado w € W, 41,

f([wowiws ... wy]) = [wWiwaws ... wy].

3.2.1 Pontos periodicos

E bastante simples determinar os pontos periddicos do shifi, sendo precisamente isso que
faremos nesta se¢do. Comecemos determinando seus pontos fixos. Observemos que um
elemento x = (xg, X1, X2, X3,...) de {0, I}N ¢ um ponto fixo de f se, e somente se,

(x0,x1,X2,x3,...) = f((x0,X1,Xx2,X3,...)) = (X1, X2, X3,...).

Ou seja, x é ponto fixo de f se, e somente se, xg = X1, X] = Xz, X2 = X3,...; €m outras
palavras, xo = x; = X = x3 = .... Agora, para que isso aconteca, temos apenas duas
possibilidades: ou consideramos x; = 0 paratodoi € N e neste caso

x =0 =(0,0,0,...);
ou consideramos x; = 1 paratodoi € N e neste caso

x=1T°=(1,1,1,...).
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Portanto esses sdo os dois unicos pontos fixos do shift.

Queremos agora determinar os pontos periddicos de periodo 2 de f. Comecemos
observando que uma sequéncia x = (xg, X1, X2, X3,...) em {0, 1}N ¢ um ponto fixo de
f?2 = f o f se, esomente se,

(X0, X1, X2,X3,...) = f2(X0,X1,X2,X3,...) = (X2, X3, X4, X5,...).

Ou seja, se, e somente se, Xg = Xz, X] = X3, X2 = X4, X3 = X5, X4 = Xg, ... sendo
equivalenteaxg = X = X4 = X¢ = ...€ X1 = X3 = X5 = .... Ent30 os pontos fixos de
f? ficam completamente determinados ao escolhermos suas duas primeiras coordenadas.
Dessa forma, eles sdo dados por

(00)T>® = (0,0,0,0,...) e ADT® =(1,1,1,1,..))

(10T = (1,0,1,0,...) e  (01)™® =(0,1,0,1,...).

Agora, lembrando que o periodo de um ponto peridédico x é o menor natural k > 1 tal
que f¥(x) = x, como os dois primeiros pontos sio fixos para f, ou seja, tem periodo 1,
segue que os Unicos pontos periddicos de f de periodo 2 sdo

(10T = (1,0,1,0,...) e  (01)*® =(0,1,0,1,...).

Raciocinando de forma analoga, concluimos que para construir um ponto fixo para f”,
n € N, basta considerarmos uma palavra de comprimento n e repeti-la periodicamente.
Por exemplo, dado B, = (bo, b1, b2,...,by—1) € W, 0 ponto

ByBn...=bob1by...by_1bob1ba... by_1bg ...

¢ um ponto fixo de f”. Além disso, todos os pontos fixos de f” sdo obtidos dessa forma.
Agora quais desses pontos tém de fato periodo n? Deixamos essa pergunta como exercicio
para o leitor.

A construgdo acima também nos mostra que dado qualquer x = (xg, X1, X2,...) em
{0, 1N, existe um ponto periodico arbitrariamente proximo de x. De fato, dado & > 0,
tomemos 719 € N tal que ()" < & e consideremos

y = ()C(),xl, ‘e 7Xn0)+oo

= (X04 X144 Xngs X0 X1s e+« s Xngs X0, X1s e v vy Xngs v+ )
E facil ver que f™0(y) = y ed(x,y) < (3)"° < e. Isto nos mostra Per(f) = {0, 1}N.

Ou seja, o conjunto dos pontos periodicos de f é denso em {0, 1}, Em particular, existe
uma infinidade de tais pontos.

Exercicio 3.5. Dado n € N, mostre que f” tem exatamente 2" pontos fixos. Quantos
sdo os pontos periodicos de periodo exatamente n de f?
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3.2.2 Transitividade

Nosso objetivo agora é mostrar que o shifi ¢ uma transformacao transitiva. Ou seja, que
existe a0 menos uma 6rbita de f que seja densa em {0, 1}, Para tanto, temos que mostrar
que existe x € {0, 1} tal que, para qualquer ponto y € {0, 1}, exista algum elemento

da orbita de x dada por
X, f0), £2(0), (%),

que esta arbitrariamente proximo de y. Vamos exibir um ponto x com tal propriedade
explicitamente. De fato, tomemos

x=0100011011000001010100110101 111 ....

Ou seja, x ¢ construido concatenando inicialmente todas as palavras de comprimento 1,
depois todas as palavras de comprimento 2, todas as palavras de comprimento 3 e assim
sucessivamente.

Por que a orbita de x é densa em {0, 1}N? Considere um ponto qualquer y € {0, 1}N,
vamos mostrar que existem iterados de x arbitrariamente proximos de y. Como obter um
elemento da 6rbita de x que estd a uma distancia menor ou igual a % de y? Observemos que
o primeiro simbolo de y, yo, s6 pode ser 0 ou 1. Dessa forma, ou a primeira coordenada
do préprio x coincide com yg, ou entdo isso acontece com a primeira coordenada de f(x),
garantindo, assim, que algum elemento da oOrbita de x estd a uma distdncia menor ou
igual a % de y. Como podemos obter um elemento da o6rbita de x cuja distancia a y

¢ menor ou igual a (%)2? Basta tomar um iterado de x que coincida com y nas duas
primeiras coordenadas, o que obviamente existe, pois x ¢ formado pela concatenagdo de
todas as palavras de comprimento 2 e, em particular, tem exatamente a palavra yoy; em
sua expansdo. Procedendo dessa forma e utilizando que x possui fodas as palavras de
comprimento n para todo n € N em sua expansao, concluimos que se pode obter iterados
de x tdo proximos de y quanto desejado. Consequentemente, a orbita de x ¢ de fato densa
em {0, I}V,

Agora uma pergunta natural que podemos nos fazer é se o ponto x obtido acima ¢ o
tinico ponto cuja 6rbita por f é densa em {0, 1}V, Bem, para essa questdio, ndo é dificil
convencer-se de que a resposta ¢ ndo. Por exemplo, ndo h4d nenhuma razio especifica
para ordenar o aparecimento das palavras de um certo comprimento da forma como as
ordenamos; podemos modificar tal ordem sem que o 6rbita deixe de ser densa e obter,
assim, um novo ponto com a propriedade desejada. Por exemplo, podemos considerar

x'=1000011011000001010100110101 111 ...

ou, entao,
x”=0101001110000001010100110101 111 ...,
que obviamente sdo distintos de x e, pela mesma razdo que x, possuem Orbita densa em
{0, 13N, Ou ainda, dada uma palavra qualquer w € W,,, n € N, podemos considerar
Yy = WoWiW2 ... Wx—-1 X0X1X2X3 ...
= WowiWs ... w,—1 0100011011000001010100110101 111 ...
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obtido concatenando w a esquerda de x. Também nao ¢é dificil convencer-se de que a
orbita de y por f édensa em {0, 1}N. Tendo em mente essa Giltima observagao, deixamos
0 seguinte exercicio.

Exercicio 3.6. Denotemos por Den( f) o conjunto de todos os pontos cuja Orbita por f
é densa em {0, 1}N. Mostre que Den( f) ¢ denso em {0, 1}N. Em particular, existe uma
infinidade de pontos cuja orbita por f ¢ densa em {0, 1}V,

Para aqueles leitores com um pouco mais de conhecimento de topologia geral e espacos
métricos, deixamos ainda o seguinte exercicio, um pouco mais desafiador que o anterior.

Exercicio 3.7. Um subconjunto Y de um espago métrico (X, d) ¢ dito residual em X se
existe uma colec¢do de subconjuntos (D, ),en de X tal que o interior de cada D,, ¢ denso
em X, isto &, int(D,) = X paratodon € N, e

Y:ﬂDn.

neN
Mostre que o conjunto Den( ') definido no exercicio anterior ¢ residual em {0, 1}V,

Como consequéncia do exercicio anterior combinado com o fato que ({0, 1N d ) éum
espaco métrico compacto (Exercicio 3.1) e perfeito (Exercicio 3.4), segue que Den( f) é
denso em {0, 1} e, além disso, ndo enumeravel. Em particular, existem muitos pontos
cuja 6rbita por f sdo densas em {0, 1}N.

3.2.3 Mixing topologico

Vimos na sec¢do anterior que o shift ¢ uma transformagio transitiva. No que segue, vere-
mos que de fato vale uma propriedade ainda mais forte. Mais precisamente, f satisfaz a
seguinte propriedade.

Proposi¢io 3.2. Oshift £ : {0, 11N — {0, 13N é topologicamente mixing. Ou seja, dados
dois conjuntos abertos quaisquer U e V de ({0, N, d) existe ng € N tal que f*(U) N
V 2 @ para todo n = ny.

Demonstra¢do. Observemos inicialmente que qualquer conjunto aberto necessariamente
contém um cilindro. De fato, um subconjunto U de {0, 1}N ¢ aberto se, € somente se,
dado qualquer ponto x € U, existe uma bola aberta centrada em x e contidaem U. Agora,
conforme observado na Secéo 3.1.2, os cilindros sdo exatamente as bolas abertas do espago
métrico ({0, 1}, d). Portanto, para obtermos o resultado desejado, basta mostrarmos que
para cada par de cilindros U e V de {0, 1}, existe n¢ € N tal que f*(U) NV # @ para
todon = ng. Sejam U e V cilindros arbitrarios de {0, 1}, Nesse caso, existem m,n € N
ew € Wyev € Wy taisque U = [w] e V = [v]. Fixemos agora palavras arbitrarias
Pl e Wy, P?2 € Wy, P3 € W; e assim por diante. Por fim, consideremos os pontos

x% = wo(wv)™™®, x; = wPlv(wv)T®, x? = wP>v(wy

x2 = wP3v(wv)*t®, x* = wPrv(wv)t>,. ...

)+oo
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Agora é facil ver que x% € U e f"(x%) € Vix' e Ue f"t(x!) e V;x2 e Ue
f"*2(x2) € V e assim por diante. Consequentemente f"**(U) NV # @ para todo
k = 0. Tomando, entdo, ny = n segue o resultado. O

Observemos que, como ({O, N 4 ) ¢ um espago métrico compacto (Exercicio 3.1),
ele satisfaz as hipoteses da Proposi¢do 1.6. Em particular, poderiamos ter obtido que f é
transitiva como uma consequéncia do Corolario 1.7. No entanto, a prova apresentada na
secdo anterior ¢ muito mais direta e ndo apela a nada da teoria de espagos métricos.

3.2.4 Expansividade, sensibilidade as condicoes iniciais e caos

Como a transformagio f: {0, 1I}N — {0, 1}N ¢ continua, ela leva pontos proximos em
pontos proximos. Isto ndo significa, porém, que a distancia entre os iterados ndo pode
crescer. De fato, consideremos dois pontos distintos quaisquer

X = (x07xlax2)x3v-")

Y=o, Y1, ¥2,¥3,...)

em {0, 11N, Nesse caso, como x # y, existe n € N tal que x,, # y,. Portanto, como

S(x) = (Xny Xng1s Xnt2, Xnt3s .- 2)

STO) = s Ynt1s Ynt2. Ynt3.--2)

segue facilmente que d (" (x), f™(y)) = 1, a maior distancia possivel entre dois pontos
em {0, 1}N. Em particular, independentemente do quio proximos estiverem x e y, em
algum momento, suas Orbitas se distanciardo. Consequentemente f € expansiva e tem
sensibilidade as condigdes iniciais (veja Se¢do 1.16). Além disso, combinando esse fato
com as observagdes das segdes anteriores, concluimos que o shift f é um sistema cadtico
(veja Segdo 1.17).

3.2.5 Sombreamento

Nosso objetivo agora é mostrar que o shiff satisfaz a propriedade do sombreamento (veja
Secgdes 1.18 € 1.19). Ou seja, queremos mostrar que dado € > 0, existe § > 0 tal que para
toda §-pseudo-6rbita (x°, x!, x2,...) de f existe algum ponto x € {0, 1} satisfazendo

d(f"(x),x") < eparatodon € N.

Para simplificar o argumento, consideremos inicialmente o caso particular em que € =

10
(3) - Nesse caso, mostrar que

d(f"(x).x") <€
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equivale a mostrar que as 10 primeiras coordenadas de f”(x) e x” sdo as mesmas. Tome-

mos § = (%)10 e seja
0_ 0.0 0

XU =X Xy o X g
1_ 1.1 1

XD =X1Xy . Xg s
2 _ 2.2 2

X5 =X1X5 . X g s

uma §-pseudo-6rbita de f, significando que d (f (x¥),x**1) < § = (%)10 para todo
k € N e, consequentemente,

k+1 _ kL k+1 _ |k k+1 _ Kk
X7 =Xy, Xy = X3, ..., X0 = X[ 3.1)

para todo k € N. Consideremos, entdo, x € {0, 1} dado por
_ 0.0 0 .1 2 3 4
X =X1Xy ... X10X10X10X70X70 - - - -

Portanto, como o bloco formado pelas 10 primeiras coordenadas de x coincide com o
bloco de x°, segue que d(x, x°) < ¢; analisando o primeiro iterado de x,

0 0.1 .2 .3
S(X) = x3...X10X10X10X10 - - - »

e utilizando (3.1), vemos que as 10 primeiras coordenadas de f(x) coincidem com as 10
primeiras coordenadas de x!. Utilizando novamente (3.1), vemos que o segundo iterado
de x,
20y — 10 0.1 .2 3
Sox) = X3 X19X10XT0 %10 - - +»

tem suas 10 primeiras coordenadas iguais as 10 primeiras coordenadas de x? (aqui usamos
(3.1) recursivamente. Por exemplo, para verificar que xg = xf, utilizando (3.1), vemos
que por um lado x2 = x} e por outro, xJ = x? e, consequentemente, xJ = x7) e assim
sucessivamente. Isto mostra que toda §-pseudo-6Orbita de f ¢ de fato e-sombreada por

f 1 10 . .
uma orbita de f no caso em que € = (l) . O caso geral ¢ analogo ¢ deixamos sua

2
demonstragdo como exercicio.

Exercicio 3.8. Utilizando a ideia desenvolvida acima, mostre que f efetivamente tem a

propriedade do sombreamento. Ou seja, que a conclusdo acima vale para todo € > 0 ¢

~ 1,10
ndo apenas para € = (5) .

3.2.6 Entropia topologica

Ja vimos na Secio 3.2.4 que o shift f: {0, 1}N — {0,1}N é um sistema cadtico, em
particular, ¢ um sistema com uma certa complexidade. Nesta se¢do, vamos estabelecer
precisamente, do ponto de vista da entropia topoldgica, o quao complexo é esse sistema.
Mais precisamente, vamos calcular sua entropia topoldgica.
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Proposicio 3.3. A entropia topolégica de f: {0, 1}N — {0, 13N é dada por

hiop(f) = log2.

Demonstra¢do. Comecemos observando que, como o limite em ¢ na defini¢do de entropia

hop(f) = El_igL hiop (£, €)

existe ao invés de fazermos ¢ — 0%, basta considerarmos esse limite ao longo de uma

P ‘ ’ A , . . m—+00
sequencia. Isto &, se (8m)meN € uma sequencia de nimeros positivos tais que &, ——

0, entdo
htop(f) = mEIEOO htop(ﬁ Em)-

Dessa forma, consideraremos o limite ao longo da sequéncia &, = sz, m € N.
Dadosn € N e x, y € {0, 1}, temos que

dn(x, y) = max{d(x, y),d(f(x), f().-...d (f"7(x). 77T (0)}-

Agora, dadom € N, segue da definigio de d que d (f7 (x), f7(y)) = (3)" se, e somente

se, . _
N(f7 (). f1(») €{0.1.2,....m}.
Consequentemente,
1\™ , .
dp(x,y) = (5) se, e somente se, N (/7 (x), f/(y)) <m
para algum j € {0,1,2,...,n — 1}, o que é equivalente a
1 m
dy(x,y) = (E) se, e somente se, N(x,y) <m +n—1.
Logo

1
sep(n, 2—m) < omin (3.2)

visto que o lado direito de (3.2) nos da o maior namero possivel de sequéncias em {0, 1}
que diferem em alguma das suas m + n primeiras coordenadas.

Por outro lado, vimos no Exercicio 3.5 que o nimero de pontos fixos de f™*7" g 2m+7,
Tomando dois desses pontos fixos x ¢ y, temos que N(x,y) € {0,1,2,...,.m+n—1},¢
portanto

dy(x,y) = max{d(x, y), d(f(x), f),-...d(f"(x), f*7H )}
1
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Consequentemente
1
sep(n, z—m) > pmtn, (3.3)

Combinando, entdo, (3.2) e (3.3) concluimos que

1 m+n
sep(n, 2_”1) =2 .

1
lim limsup — logsep(n, ¢)
&0t p>too N

Portanto,

htop (f )

. . 1 1
= lim limsup — log sep(n, 2—m)

m—>+00 p_sio0 N1

m-+n

= lim limsup
Mm—=>+00 p>400

log2

log2
conforme afirmado. O

Denotando, entdo, por Fix( f") o conjunto dos pontos fixos de f” e por #Fix(f") a
cardinalidade deste conjunto, temos a seguinte consequéncia da proposi¢do anterior ¢ do
Exercicio 3.5.

Corolario 3.4.
. #Fix(f")
lim

n—>+oo e"hiop(f) =1L

Ou seja, hyop(f) nos dé a taxa de crescimento exponencial do nimero de pontos fixos
de f". Cabe ressaltar que esse resultado vale em contextos bem mais gerais nos quais,
ao contrario daqui, ndo ¢é facil estimar diretamente o tamanho do conjunto Fix(f”). Em
particular, nesses contextos, teremos pelo menos a estimativa # Fix( f") ~ e”Mer(f) para
n € N suficientemente grande. Outros exemplos em que vale uma estimativa semelhante
aparecerdo na sequéncia.

3.2.7 Limites de algumas érbitas

Nesta se¢do, apresentaremos o conjunto w-limite e a bacia de atracdo de alguns pontos
especiais. Dados n € N e w € W, consideremos o ponto de {0, 1}~ dado por

w(01)t®° = wowy ... w,_; 010101 . ...

Ou seja, w(01)T> & o ponto obtido pela concatenagdio da palavra w com (01) 7. Entdo
nao ¢ dificil ver que, apds um certo numero de iterados (n pra ser mais preciso), teremos
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exatamente o ponto periddico (01)+°°. Portanto os pontos da forma w(01)+*° se acumu-
lam na 6rbita periddica de (01) 7. De forma mais técnica,

w(wON)*®) = 0((O1)*).

Além disso, ndo ¢ dificil convencer-se de que os pontos da forma w(01)**® com w € W,
en € N sdo os inicos pontos que se acumulam em (01)+°. Consequentemente a bacia
de atragio do ponto periodico (01)T>° ¢ dada por

B(OD™®) = | f7(0D*®) = {w(ODT>®: we W,eneN}.
neN

Naturalmente o ponto periédico (01)** niio tem nada de especial. Podemos perfei-
tamente considerar uma palavra v € Wy, k € Ny, e o ponto periddico correspondente
vT® = yvv ... formado pela concatenagdo repetida de v e, neste caso,

w(wv+°°) = 0(v+°°)

B(v*t®) = U Fr®) ={wvt®: weW,eneN}.
neN

3.3 O espaco das sequéncias bilaterais {0, 1}Z

Vamos agora considerar um espaco de sequéncias “um pouco maior” do que o anterior.
Mais precisamente, vamos considerar o espago das sequéncias bilaterais de 0’s e 1’s dado
por

{0, 1}Z ={(...,xX_2,X_1,X0,X1,X2,...) : xj €{0,1} paratodo j € Z}.
Um elemento tipico desse espago ¢, por exemplo,
(...,0,0,0,1,0,0,1,0,0,1,0,0,...)

ou, entdo, simplesmente
...000100100100....

Porém o que esta escrito acima tem uma grande ambiguidade: qual dos elementos esta
na posigdo zero da sequéncia? Isto é, quem ¢ o “x¢” dessa sequéncia? Para evitar esse
problema, identificaremos essa posicdo colocando uma barra sobre o elemento que 1a se
encontra, como abaixo B

...000100100100. ..

Em particular, esse elemento ndo ¢ o mesmo que

...000100100100. ..
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apesar de todas as entradas das duas sequéncias serem iguais.

De forma similar ao que fizemos com o espago das sequéncias unilaterais, podemos de-
finir uma distancia em {0, 1}% da seguinte forma. Consideremos M : {0, 1}% x {0, 1} —
N dado por

M(x,y) =min{lk| : k € Z e xp # yi}-

Ou seja, M(x, y) nos diz qual € a primeira coordenada, a esquerda ou a direita da posigdo
0, em que as sequéncias x ¢ y diferem. Por exemplo,

M(...1101001001...,...1001001001...) = 3.

E facil ver que M (x,y) = M(y,x) e M(x,y) = 400 se, ¢ somente se, x = y. Usando
essa nogdo, podemos definir nossa distancia em {0, 1}% como

1 M(ny)
d(x.y) = (5) .

Exercicio 3.9. Procedendo como na Secdo 3.1.1, mostre que d ¢é de fato uma distancia
em {0, 1}2.

Novamente, para aqueles alunos com algum conhecimento de topologia geral e espa-
¢os métricos, deixamos o seguinte exercicio.

Exercicio 3.10. Mostre que valem conclusdes andlogas as dos Exercicios 3.1, 3.3 ¢ 3.4
para o espago {0, 1}Z.

Para finalizar esta sec@o, introduziremos a seguinte notagdo que sera utilizada posteri-
ormente. Dado um bloco de simbolos B,

+ (B)™ significa que o bloco B é repetido infinitamente para a direita;
* (B)™° significa que o bloco B ¢ repetido infinitamente para a esquerda e

* (B)® significa que o bloco B ¢ repetido infinitamente para a esquerda e para a
direita.

3.4 O shift bilateral

Consideremos agora o sistema dindmico £ : {0, 1}2 — {0, 1}% dado por

S X2, X21,%0, X1, X2,...) = (..., X_1,X0, X1, X2,...).

Isto é, f(x) é obtido a partir de x € {0, 1}% movendo cada coordenada da sequéncia
original uma “casa” para a esquerda. Essa transformacao é conhecida como shift bilateral
ou simplesmente shift, assim como no caso unilateral.
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A primeira vista, pode parecer que acabamos de definir uma dinimica idéntica a ante-
rior, mas isso ndo passa de uma ilusdo...Uma propriedade importante que diferencia esses
dois sistemas é que o shift bilateral f possui uma fun¢do inversa. De fato, ndo ¢é dificil
ver que £~ ': {0, 132 — {0, 1}% dada por

LN X X1, X0, X1, X2 .. = (oo Xm0, X1, X0, X1, X2, .. )

é de fato a funcio inversa de f. Isto é, f~1(x) ¢ obtida movendo cada coordenada da
sequéncia original uma “casa” para a direita. Por outro lado, vimos na Se¢do 3.2 que o
shift unilateral ndo € injetivo.

3.4.1 Algumas propriedades do shift bilateral

Na secdo anterior vimos que, apesar das defini¢des do shiff unilateral e bilateral serem
parecidas, essas transformagdes possuem propriedades importantes que as diferenciam.
Porém, elas compartilham algumas propriedades como veremos no exercicio abaixo, que
pode ser resolvido fazendo adaptacdes simples as ideias apresentadas no caso do shift
unilateral.

Exercicio 3.11. Seja f: {0, 1}2 — {0, 1}2 o shift bilateral. Mostre que
» f e f! sdo transformagdes continuas. Em particular, f é um homeomorfismo;

« Per(f) = {0, 1}Z. Isto é, o conjunto dos pontos periddicos de f é denso em {0, 1}2.
Além disso, dado n € N, quantos sdo os pontos fixos de " e quantos sdo os pontos
periodicos de periodo n de f?

» f ¢ transitiva;
* f étopologicamente mixing;
* f éecxpansiva;
» f ¢écadtica;
* hip(f) = log2;
* f temapropriedade do sombreamento para pseudo-orbitas bilaterais (veja Se¢des 1.18
e 1.19).
3.4.2 Conjuntos estaveis e instaveis

Nosso objetivo agora ¢ caracterizar os conjuntos estaveis e instaveis de x € {0, 1}% com
relagdo a f dados por

Wix) = 1y € (0,132 d(f"(x). f" () =220
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WE@) =1y € (0.13% 1 d(f (). f () 22 o,

respectivamente (veja Segdo 1.13). Comecemos com o conjunto estavel. Observemos
inicialmente que dadon € N,

S X2 X1, X0 X1, X2y ) = (e Xn—2, X1 X, X s Xpg2s - - ).

Por outro lado, d (f"(x), f*(y)) e 0 se, ¢ somente se, a medida que n cresce as
entradas de f”(x) e f"(y) coincidem num bloco central cada vez maior. Aqui o termo
“bloco central” refere-se ao conjunto de entradas simétrico com relagdo a posi¢do 0 de
um dado ponto. Por exemplo, (x_», x_1, X, X1, X2) € 0 bloco central de tamanho 2 de
(-..,x—3,X_2,X_1, X0, X1, X2, X3, ...). Logo, combinando essas duas observagdes, con-
cluimos que y € W7(x) se, e somente se, existe no € Z tal que x, = y, paratodon = no.
Isto é, se, e somente se, a partir de uma certa coordenada, todas as coordenadas de x ¢ y
a esquerda devem coincidir. Portanto

n—+o00
i) = {y 10137 d(f" (). f1 () IS 0}
= {y €{0,1}% : x, = y, paratodo n = ng e algum ng € Z}.
De forma analoga, ndo ¢ dificil ver que

Wit = {y (0.7 d(f 7). ST ) S 0§

= {y € {0, 1}Z : Xp = yp paratodon < njealgumn; € Z}.

Exercicio 3.12. Seja f: {0, 132 — {0, 1}Z o shift bilateral. Dados x € {0,1}% e > 0,
caracterize os conjuntos estaveis e instaveis locais de tamanho € de x comrelagdoa f'. Isto
€, caracterize os conjuntos W3 _(x) e W¢ _(x) (veja Segdo 1.13 para relembrar a definigo).

Exercicio 3.13. Sejam f: {0, 1} — {0,1}% o shift bilateral, x € {0,112 e e > 0.
Utilizando as caracterizagdes dadas acima, observe que

W;’S(x) C W;(x) e W}fs(x) C W}‘(x).

Além disso, mostre que

Wi = s (Whmen) ewre = | r(WhO ().

neN neN
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3.4.3 Pontos de intersecao homoclinica e heteroclinica

Consideremos agora a seguinte situagdo: dado um ponto x € {0, 1}, queremos deter-
minar os pontos y € {0, 1}Z tais que d (f"(x), f"(y)) — 0 a medida que n — +oo
e também quando n — —oo. A partir da definigdo, é claro que um ponto y satisfaz tal
propriedade se, e somente se, y € W; x)nN W}‘ (x). Agora segue das caracterizagdes
dadas na secdo anterior que um ponto y € W; x)N WJ’,‘ (x) é um ponto tal que todas as
suas coordenadas coincidam com as coordenadas de x exceto possivelmente um numero
finito delas. Podemos representar esse fato da seguinte forma

We(x) NWE(x) = {y €{0, 1} : x, = yaVn =ngen < ny ealgumng,n; € Z}.

Um ponto contido nesta interse¢do ¢ dito um ponto de interse¢do homoclinica. De forma
analoga, dados dois pontos x, z € {0, 132, ndo ¢é dificil ver que os pontos y € {0, 1}Z tais

que d(f™(x), f"(y)) "2 %% 0e d(f"(z), f"(»y)) 277, 0 si0 exatamente os pontos
da intersecéo

Wi(x) N WE(z) = {y €{0. 32 :x, =y, Vn=noezx =y Vk <n
e algum ng,n, € Z}.

Um ponto contido nessa interse¢do ¢ dito um ponto de intersegdo heteroclinica. De ma-
neira informal, um ponto y € W; ()N W}‘ () pode ser visto como um ponto que “conecta”
as Orbitas de x e z.

Os pontos de interse¢do homoclinica assim como os pontos de interse¢do heteroclinica
tém diversas propriedades interessantes e desempenham papel fundamental em diversas
questdes de dindmica. Por exemplo, em determinadas situacdes, € possivel mostrar que a
existéncia de pontos homoclinicos implica na existéncia de uma certa estrutura geométrica
dita hiperbdlica (estrutura que exploraremos um pouco no Capitulo 6) e essa existéncia
por sua vez tem implica¢des dindmicas bastante interessantes. Por fugir do escopo destas
notas, ndo exploraremos tais propriedades. Porém, para o leitor interessado, sugerimos,
por exemplo, Katok e Hasselblatt (1995, Proposition 6.5.5).

3.5 Subshifts de tipo finito

Nesta secdo, consideraremos a restri¢do da aplicag@o shift a certos subconjuntos invari-
antes do espago de sequéncias {0, 1}V, Esses subconjuntos serdio definidos por meio de
regras que nos dizem qual simbolo pode vir depois do 0 e qual pode vir depois do 1; em
geral, nem todas as transicdes serdo possiveis.

Consideremos uma matriz quadrada

_(boo bor
B_(bw bu)
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cujos coeficientes b;; sdo todos iguais a 0 ou 1 e de forma que nenhuma linha seja identi-
camente nula, ou seja, para todo i existe j tal que b;; = 1. Uma matriz com essas propri-
edades ¢é dita matriz de transicdo. Consideremos agora o subconjunto X g de {0, 1} que
consiste de todas as sequéncias (x,),cn que sdo B-admissiveis. Isto €, sequéncias para
as quais

bxpxy4y = 1 paratodon € N.

Ouseja, o bloco x, X, 41 pode aparecer numa sequéncia de X g se, e somente se, by, x,, =

1. Por exemplo, se
0 1
#=(1 )

11110101(01) "

entdo a sequéncia

estd em X p, pois, como os coeficientes bg; € b1g € b1 sdo iguais a 1, temos que blocos da
forma 01, 10 e 11 podem aparecer em sequéncias de X g e, além disso, nossa sequéncia ¢
toda composta por blocos dessa forma. Por outro lado, a sequéncia

1111000(01)+°

ndo esta em X p, pois, como bgg = 0, blocos da forma 00 ndo podem aparecer em sequén-

cias de Xp. Quando b;; = 1, diremos que a transigdo do simbolo i para o simbolo j ¢

permitida em sequéncias de X p; quando b;; = 0, diremos tal transi¢do ndo ¢ permitida.
Consideremos agora o shift unilateral f: {0, 1}Y — {0, 1},

Lema 3.5. (a) o conjunto X é invariante para o futuro por f. Isto é, f(Xp) C Xp.

(b) Xp é um subconjunto fechado de {0, 1\N. Em particular, (Xg,d) é um espago
métrico compacto.

Demonstragdo. Comecemos provando a afirmacdo (a). Se (x,),cn € X B, entdo transi-
¢des do simbolo x,, para o simbolo x,4; sdo permitidas por B para todo n € N. Agora,
como

S ((n)pen) = (X1, x2,x3...),

as transi¢des entre os simbolos ndo mudaram, em particular, todas elas sdo admissiveis
segundo B. Portanto, f'((x,),cn) € XB € f(XB) C XB.

Quanto ao item (b), o fato de que Xp ¢é fechado pode ser demonstrado facilmente
usando cilindros. Deixamos essa demonstracdo a cargo do leitor. Agora é um fato classico
que todo subconjunto fechado de um espago métrico compacto também é compacto, veja
Lima (1977). Portanto segue, das observagdes anteriores combinadas com o Exercicio 3.1,
que (X, d) ¢ de fato um espago métrico compacto. O

Exercicio 3.14. Mostre que se assumirmos ainda que toda coluna de B tem um elemento
igual a 1, entdo f(Xp) = Xp.
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Tendo em vista o lema anterior, podemos considerar a restri¢do de f a X dada por
/8= flxg: Xp — Xp.

Essa aplicacao ¢, entdo, dita um subshift de tipo finito determinado pela matriz B. Algumas
vezes esse tipo de sistema também € chamado de uma cadeia de Markov topologica. O
shift unilateral estudado na Secdo 3.2 ¢ obviamente um subshift de tipo finito com matriz

de transigdo
1 1
B = (1 1).

Subshift de tipo finito aparecem de maneira fundamental no estudo de sistemas com algum
tipo de hiperbolicidade, como veremos no Capitulo 6. Por exemplo, dada uma dindmica
com tais propriedades, ¢ possivel mostrar que existe um subshift de tipo finito que € con-
jugado ou semiconjugado a dindmica original. Consequentemente diversas propriedades
do subshift de tipo finito podem ser traduzidas para a dindmica original, que em muitos
casos ¢ bem mais complicada de entender. Na sequéncia, veremos algumas propriedades
desses novos objetos.

No que segue, denotaremos por B¥ o produto da matriz B por ela mesma k vezes (veja
Apéndice B). Além disso, representaremos tal matriz como

bgy b )
Bk = ( 00 “o1 )
blo b

Observemos que nessa notagao bf‘j ndo significa que o coeficiente b;; da matriz B esta

elevado na poténcia k; b{‘j significa o coeficiente da matriz B¥ que esta na posi¢do ij.
Mais ainda, diremos que uma palavra w = (wg, w1, ..., Wy—1) € Wy, € admissivel se a
transi¢do de w; para w; 4 ¢ admissivel para todo j € {0,1,2,...,n —2}.

3.5.1 Pontos fixos de fg

Nosso objetivo agora ¢, dado n € N, calcular quantos sdo os pontos fixos de fz. Come-
cemos com o seguinte resultado auxiliar.

Lema3.6. Dadosi, j € {0,1} ek € N, supomos que blkj = p. Entdo existem exatamente
p palavras admissiveis de comprimento k + 1 comegando em i e terminando em j. Isto
¢, palavras admissiveis da forma (i, wy, wa, ..., Wg—1, j). Em particular, b{‘j > 0 para
algum k € N significa que existe uma palavra admissivel conectando i a j.

Demonstragdo. A prova sera por inducdo. Denotemos por N(k, i, j) o nimero palavras
de comprimento k 4+ 1 comegando em i e terminando em j. Para k = 1, obviamente
N(1,i, j) = bi;. Supomos, entdo, que a afirmagdo ¢ valida para k e mostremos que vale
também para k + 1.
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Observemos inicialmente que
Nk +1,i,j) = N(k,i,0)bo; + N(k,i, 1)by;.

De fato, adicionando j a sua direita, cada palavra de comprimento k + 1 conectando i
a 0 produz exatamente uma palavra admissivel de comprimento k + 2 conectando i a j
se, e somente se, bg; = 1. Da mesma forma, adicionando j a sua direita , cada palavra
de comprimento k + 1 conectando i a 1 produz exatamente uma palavra admissivel de
comprimento k 4 2 conectando i a j se, e somente se, b;; = 1. Portanto, como essas sdo
as unicas formas de produzir uma palavra admissivel de comprimento k& 4+ 2 conectando i
a j, segue nossa afirmacdo. Consequentemente, como por hipotese de inducdo temos que
N(k,i,0) = bffo eN(k,i,1) = b{fl, segue que

N(k + 1.1, j) = blybo; + blib1.

Agora, como bfjH = bf‘obo i + bflbl j (basta fazer a multiplicagdo das matrizes B ¢ B),
segue que N(k + 1,i,j) = bfj“. Portanto, por indugdo, temos que N(k,i, j) = blkj
para todo k € N, concluindo a demonstragao. O

Utilizando esse lema fica facil contar os pontos fixos de fz. Para tanto, lembremos

que o trago de uma matriz
a a
4 = (@0 do1
aio dii

¢ dado pela soma dos elementos da diagonal principal. Ou seja, agp + a11.
Proposicio 3.7. O niimero de pontos fixos de fg é igual ao traco da matriz B”.
Demonstragdo. Observemos que todos os pontos fixos de f sdo da forma
y+ee

(w0sw15-"awn—l - (w05wl»“‘9wn—lsw0»wlv'-'7wn—law09wlv--~)-

Agora, essa concatenacdo pode ser feita se, e somente se, a palavra
(wo, Wi, ..., Wy—1,Wp)

for admissivel. Portanto o nimero de pontos fixos de fj; ¢ exatamente igual ao niimero de
palavras admissiveis de comprimento n + 1 comecando e terminando no mesmo simbolo
e, utilizando o lema anterior, esse niimero ¢ exatamente a soma de bg, e b7;. Ou seja, o
traco de B". Isto conclui a demonstragao. O

3.5.2 Transitividade e mixing topologico

Nesta secdo, apresentaremos alguns resultados que relacionam as propriedades de transi-
tividade e mixing topoldgico de um subshift de tipo finito com propriedades da sua matriz
de transi¢do. Para tanto, comecemos com algumas definigdes.
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Uma matriz de transi¢do B ¢é dita irredutivel se para todo par i, j € {0, 1} existe
k € N, que pode depender de i e j, de forma que bzkj > 0 (lembre-se do que esse simbolo
significa). Ou seja, existe uma palavra admissivel de tamanho k + 1 que vai de i para j
(veja Lema 3.6). Dizemos que a matriz de transi¢do B ¢é positiva se b;; > 0 para todo
i e j e eventualmente positiva se existe k € N, independente de i e j, de forma que
b{‘j > 0 para todo i e j. Em particular, matrizes positivas e eventualmente positivas sdo
obviamente irredutiveis.

1 0
2= %)

ndo ¢ irredutivel visto que B¥ = B para todo k € N e, por exemplo, b’gl = 0 para todo

k € N. Da mesma forma
1 1 1 0
o 1) °\1 1

também ndo sdo irredutiveis (verifique). Por sua vez a matriz

B — 11
A\
¢ positiva e, consequentemente, eventualmente positiva e irredutivel. Para dar um exem-
plo de matriz irredutivel que nao € positiva recorreremos a dimensao maior:

Exemplo 3.1. A matriz

— e O
S = OO

11
I 1
1 0
0 0

¢ irredutivel, porém, ndo € positiva.
Comecemos com o seguinte resultado auxiliar.

Lema 3.8. Se a matriz de transi¢do B é irredutivel e w = (wg, W1, ...,Wy—1) € W, é
uma palavra admissivel, entdo

[w]p = [w] N Xp # 0

em que [w] é o cilindro determinado por w. Além disso, existe um ponto periodico em
[w]s.

Demonstracdo. Como B é irredutivel, existe k € N tal que b¥
segue do Lema 3.6 que, existe uma palavra admissivel

a_1wo > 0. Nesse caso,

(Wp—1,V1,V2, ..., Vgk—1, Wo)
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de comprimento k 4+ 1 comegando em wy—; e terminando em wy. Consideremos, entdo,
0 ponto

(w09w17'--7wn—19v1,v27---7vk—lvw07wl,--~,wn—179vl,v27---7vk—lvw0-")‘

De acordo com a escolha das palavras, esse ponto esta em Xp e em [w] e, além disso, é
fixo para fg *+*=1 Tsto conclui a demonstragdo. O

Observemos que as bolas abertas de (X g, d) sdo exatamente os conjuntos da forma
[w]p. Isso segue direto do fato que os cilindros sdo exatamente as bolas abertas de
({0, 13N, d) (veja Secdo 3.1.2) e que as bolas abertas de qualquer espago métrico (X, d)
contido em ({0, 13N, d) sdo dadas pela intersegdo de X com as bolas abertas de ({0, 1}, d).
Combinando, entdo, essa observagdo com o Lema 3.8 obtemos que toda bola aberta de
(XB.d) contém um ponto periddico. Isto nos permite concluir o seguinte.

Corolario 3.9. Se a matriz de transicdo B for irredutivel, entdo o conjunto de pontos
periddicos de fp é denso em Xp. Isto é, Per(fp) = Xp.

A irredutibilidade da matriz de transi¢cdo também ¢ suficiente para garantir que o sub-
shift de tipo finito associado ¢ transitivo.

Proposicao 3.10. Se a matriz de transi¢do B é irredutivel, entdo fp: Xp — Xp é tran-
sitiva.

Demonstra¢do. Para mostrar que fp € transitiva, utilizaremos a Proposi¢do 1.6. Ou seja,
mostraremos que, para todo par de subconjuntos abertos U e V de Xp, existe n € N tal
que fF(U) NV # @. Agora, como as bolas abertas de (Xp, d) sdo cilindros da forma
[w] g (veja observagdo posterior ao Lema 3.8), basta mostrarmos a afirmagao anterior para
conjuntos da forma U = [u]p e V = [v]p (justifique esse passo).

Dadas palavras admissiveis ¥ = (ug, U1,...,Up—1) €V = (Vg, V1,..., Up—1), CONSi-
deremos os cilindros [u] g e [v] . Como B é irredutivel, existe k € N tal que b,’fﬂ_ 1o > 0
Nesse caso, segue do Lema 3.6 que, existe uma palavra admissivel

(un—l» w17 w27 et wk—15 vO)

de comprimento k + 1 comeg¢ando em u,,_; e terminando em vy. Tome agora um elemento
x € [v]p cuja existéncia também ¢ garantida pelo Lema 3.8. Entdo x ¢ da forma

X = (v07vl,--~’Um—l,xm’xm+lvo~~)~
Consideremos, entdo, a sequéncia
Y= (Uo U1, ... Up—1, W1, W2, .., Wk—1,00, V1, - s Un—1s Xms X415 - - -)-

Das observagdes anteriores, segue que tal sequéncia ¢ admissivel, ou seja, y € Xp. Além
disso, é facil verque y € [u]p e f£+k_1(y.) .e.[y]B.. Consequentemente fé’“ffl ([ulp)N
[v]B # @. De acordo com as observagdes iniciais, isto mostra que fp ¢ transitiva. O
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Uma adaptag@o simples da prova anterior nos permite concluir o seguinte.

Proposicdo 3.11. Se a matriz de transi¢do B é eventualmente positiva, entdo fg: Xp —
Xp é topologicamente mixing,

Demonstragdo. Conforme ja mencionado, a prova desse fato pode ser obtida fazendo pe-
quenas adaptagdes a prova da Proposi¢ao 3.10. Deixamos, portanto, como exercicio para
o leitor. O

Exercicio 3.15. Verifique que a reciproca das Proposi¢des 3.10 e 3.11 também sdo ver-
dadeiras. Em particular, irredutibilidade e positividade eventual da matriz de transi¢@o
caracterizam completamente transitividade e mixing topologico respectivamente de sub-
shifts de tipo finito.

Exercicio 3.16. Mostre que a entropia topologica do subshift de tipo finito fg: Xp — Xp
¢ dada por

htop(fB) = 10g |)Lmax|

em que A,qx € autovalor da matriz de transicdo B com maior modulo. Dica: adapte a
prova feita na Se¢@o 3.2.6. Caso tenha dificuldades, verifique a referéncia Katok e Hassel-
blatt (1995, Section 3.2 d).

Exercicio 3.17. A nocao de subshifi de tipo finito também pode ser definida para sequén-
cias bilaterais {0, 1}%. Apresente uma tal defini¢do e verifique que as construgdes e resul-
tados anteriores continuam validas nesse novo contexto.

3.6 Automatos celulares

As dindmicas dos shifts unilateral e bilateral e dos subshifts de tipo finito apresentadas
acima obviamente ndo sdo as unicas definidas no espago de sequéncias. No que resta deste
capitulo, apresentaremos outra dinamica, ou melhor, outra familia de dindmicas neste es-
pago conhecida como automatos celulares e veremos, por exemplo, que o shift nada mais
¢ do que um caso particular dessa familia. Vamos nos restringir ao caso do espago de
sequéncias bilaterais. Constru¢do analoga pode ser feita também para o caso unilateral.
Para simplificar ainda mais a exposi¢ao, vamos nos ater a um caso particular para definir
transformagdes que sdo exemplos desse tipo de dindmica.

Em primeiro lugar, precisamos de dois niimeros naturais £ ¢ D (E de “esquerda” e
D de “direita” como veremos abaixo). Depois precisamos de uma transformagéo

g: {0, 1} EFPHL 40, 13,

Ou seja, g ¢ uma transformacao que leva um bloco com £ + D + 1 simbolos num tnico
simbolo 0 ou 1. Definimos, entdo, nosso autdmato celular f: {0, 1}2 — {0,1}% da
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seguinte forma: dado x € {0, 1}2, o ponto f(x) € {0, 1} ¢ definido como a sequéncia
cuja i -ésima coordenada ¢ dada por

(f(x)i = g(Xi—E, Xi—E+1+ -+ Xiy vy Xi+D—1,Xi4D)-

Isto é, ai-ésima coordenada de f(x) é obtida aplicando g no bloco centrado na coordenada
i de x, de comprimento E para a esquerda e D para a direita. Muito misterioso? Vamos
observar alguns exemplos.

Exemplo 3.2. Consideremos E = 0, D = leg: {0,1}?> — {0, 1} comosendo g(x, y) =
y. Entdo, como g(x;j, xj+1) = X;j+1 paratodo i € Z, ndo ¢ dificil ver

f( . .x_zx_lx_0x1x2X3 .. ) = ... x_lex_le)C3 ey

ouseja, adinamicade f ¢é exatamente a do shift bilateral. Logo, o shift ¢ um caso particular
de autdmato celular conforme afirmado anteriormente.

Exemplo 3.3. Consideremos E = 1, D = 0eg: {0,1}?> — {0, 1} comosendo g(x, y) =
x. Portanto, como g(x;_1, x;) = x;—1 paratodo i € Z, ndo ¢ dificil ver que

f( .. szxflx_()XIX2)C3 .. ) = ... X2X_1X0X1 ...,
ou seja, a dindmica de f ¢ exatamente a da inversa do shift bilateral.

Sendo o shift um caso particular de autdmato celular, segue diretamente dos resultados
das se¢des anteriores que existem exemplos desse tipo de transformagdo que, por exem-
plo, sdo injetivos, transitivos e topologicamente mixing. Porém essas propriedades ndo
necessariamente valem para todos autdmatos celulares. De fato, veremos na sequéncia
exemplos com comportamentos bem distintos.

Exemplo 3.4. Consideremos £ = D = le g: {0,1}3 — {0, 1} a funcio dada por
£(000) = g(001) = g(010) = g(100) =0

g(011) = g(101) = g(110) = g(111) = 1.

Esta funcdo g ¢ por vezes chamada de fun¢do maioria: seu valor é o valor assumido pela
maioria dos pontos em seu argumento; se a maioria é de zeros, entdo g se anula e se a
maioria ¢ de uns, entdo g é um.

Observemos inicialmente que os pontos 0°° e 1°° sdo fixos para este autdmato celular
f. Mais ainda, o leitor pode facilmente se convencer de que

... 0000000 1111111 ... =071+

também é um ponto fixo para f, assim como 107>, Agora, nesses exemplos, em
nenhum momento dissemos quem ¢é a coordenada zero do ponto, pois nao nos preocupa-
mos em colocar uma barra sobre nenhum dos simbolos. Dessa forma, podemos escolher
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qualquer coordenada para ser a origem obtendo ainda pontos fixos para f (o leitor pode
facilmente verificar esse fato). Isto nos mostra que a transformagdo f tem uma infinidade
de pontos fixos, diferentemente do shift que tinha apenas 2.

Também ndo ¢ dificil ver que os pontos da forma

1—0001+OO

em que o 0 pode estar em qualquer coordenada, tém como imagem o mesmo ponto, 1°°.
Isto nos mostra que f ndo € injetiva e um ponto como 1°° tem uma infinidade de pré-
-imagens, algo que novamente ndo acontecia no caso do shift.

Entre outras coisas, o exemplo acima nos mostra que, em geral, ndo é possivel esperar
injetividade de um autémato celular.

Exemplo 3.5. Consideremos E =1, D = 1eg: {0,1}3 — {0, 1} definida como
g(11) =1 e g = 0 nos outros casos.

Seja f o autdmato celular associado. Novamente ndo ¢ dificil verificar que 0% ¢ 1*°
sdo pontos fixos de f. Além disso, essa transformagdo também ndo ¢ injetiva, pois, por
exemplo, f((01)*°) = 0% sendo que mais uma vez tanto o 0 quanto o 1 podem estar na
posi¢do 0. Em particular, pelo menos dois pontos sdo levados em 0°°, porém, existem
mais pontos com essa propriedade. Deixamos a cargo do leitor explicitar mais alguns. Na
sequéncia vamos detalhar um pouco mais a dindmica desse exemplo.

Comecemos observando que, de fato, 0°°, 1°° s@o os unicos pontos fixos de f. Com
efeito, se x ¢ um ponto fixo de f, entdo g(x;—1, x;, Xj+1) = X; paratodoi € Z. Entdo,
se x; = 1 para algum i € Z, a inica possibilidade ¢ que x;—; = x;4+1 = 1; repetindo
esse procedimento coordenada a coordenada concluimos que x; = 1 paratodoi € Z e,
portanto, x = 1°°; a outra possibilidade é que x; = 0 para algum i € Z. Nesse caso, se
algum x; = 1 para algum k # i podemos repetir o procedimento anterior para concluir
que x; = 1 para todo j € Z contradizendo o fato que x; = 0. Portanto, se x; = 0 para
algum i € Z, temos obrigatoriamente que x; = 0 para todo j € Z e, assim, o ponto fixo
¢ 0. Isto prova nossa afirmagao inicial.

Outra propriedade de f ¢ a seguinte:

1°, sex = 1%°;

lim f"(x) = .
n—>+oof (x) 0%, caso contrario.
Em particular,
w(x) = 1% se x = 1% e w(x) = 0%, caso contrario. (3.4

De fato, se x = 1°°, que é ponto fixo de f', ndo ha nada a ser provado. Supomos, entdo,
que alguma coordenada de x, digamos x;, tem um simbolo 0. Ent3o, tendo em vista a
definicdo de g, podemos garantir que, na imagem, ao menos as coordenadas i — 1,7 e
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i 4 1 terdo simbolo 0. No segundo iterado, ao menos as coordenadasi —2,i — 1,i,7 + 1
e + 2 terdo simbolos 0; repetindo esse processo obtemos que, apos o n-ésimo iterado, ao
menos as coordenadas i —n,...,i + n serdo 0. Dessa forma, concluimos que f”(x) se
aproxima de 0°° a medida que n — +o00, conforme afirmado.

Para finalizar, observemos que a propriedade (3.4) nos permite concluir que f nio tem
orbita densa e, em particular, ndo ¢ transitiva. Além disso, tendo em vista o Corolario 1.7,
f também ndo ¢ topologicamente mixing.

No préximo exemplo, veremos que a sobrejetividade também ndo ¢ uma propriedade
geral dos automatos celulares.

Exemplo 3.6. Consideremos £ =0, D =2eg: {0,1}3 — {0, 1} definida como
g(111) =1 e g = 0 nos outros casos.

Em particular, a fun¢do g desse exemplo ¢ a mesma do exemplo anterior; a diferenga esta
na escolhado E e do D. Essa diferenga, pequena a primeira vista, tem grandes consequén-
cias. Por exemplo, ndo ¢ dificil ver que 0% e 1°° sdo pontos fixos do autdmato celular f
associado e também sdo fixos os pontos da forma 0~>°11°, em que qualquer um dos sim-
bolos pode estar na posigdo 0. Em particular, f possui infinitos pontos fixos, ao contrario
do que tinhamos no exemplo anterior. f também nao ¢ injetiva, pois f((01)*°) = 0% en-
tendendo aqui que em (01)°°, tanto o 0 quanto o 1 podem estar na posigdo 0. Observemos
agora que f ndo ¢ sobrejetiva. De fato, vamos mostrar que os pontos da forma

17017 € {0, 1}%

ndo tem nenhuma pré-imagem (mais uma vez esse argumento ¢ independente do simbolo
que estd na posicao 0). Fixemos o bloco 101. Para produzir o 1 mais a esquerda do
bloco devemos, obrigatoriamente, ter um bloco do tipo 111. Para gerar o 0, teremos que
continuar o bloco como 1110. Por fim, a continuagdo do bloco serd 1110% para algum
x € {0, 1}. Porém g(10%) = 0 independente do valor assumido por *, o que mostra que o
1 da direita do bloco inicial ndo pode ser criado a partir bloco anterior. Consequentemente
os pontos da forma 17°°017 de fato ndo estdo na imagem do autdomato celular f acima
definido.

Para que o leitor se familiarize ainda mais com este tipo de dindmica, deixamos o
seguinte exercicio.

Exercicio 3.18. Nos itens abaixo, explore algumas propriedades dindmicas do automato
celular associado a D, E e g assim como fizemos nos exemplos anteriores.

(@) E=0,D=1eg:{0,1}* — {0,1} dada por g(x,y) = (x + y) mod 2;

(b) E=1,D =1eg:{0,1}*> — {0,1} dada por g(x,y.z) = (x + z) mod 2.
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3.6.1 Automatos celulares sao continuos

Nos exemplos da segao anterior, vimos que diversas propriedades de um autémato celular
dependem da escolha de £, D ¢ g. Nesta se¢do, veremos que a continuidade ndo ¢ uma
delas.

Proposi¢io 3.12. Seja f: {0, 1}% — {0, 1} um autémato celular. Entdo f éuma trans-
formagdo (uniformemente) continua.

Demonstra¢do. Supomos que o autdmato celular é gerado pelos nimeros E ¢ D ¢ pela
fungdo g: {0, 11E+FP+1 5 £0,1}. Tudo que temos que fazer ¢ mostrar que, para todo
€ > 0, existe § > 0 tal que se d(x, y) < §entdo d(f(x), f(y)) <e.

Assim como no caso do shift, consideraremos inicialmente o caso em que € = ZLN

para algum N € N. Fixemos § = ﬁ, sendo M o maximo entre D ¢ E. Agora, da

definigdo de d segue que para que d(f(x), f(y)) < 2+V’ precisamos que as coordenadas
(f(x))i e (f(»)i de f(x) e f(y) respectivamente sejam iguais para todo i € {—N +
1,—N +2,...,N —2,N — 1}. Entio, tomando x,y € {0, 1}% tais que d(x,y) < §,
temos que as coordenadas x; e y; de x e y respectivamente coincidem para todo i €
{-N-M+1,-N—-M+2,...,N+ M —1}. Em particular,como N + M > N + E
eN+ M =N + D,temos x; = y; paratodoi € {—E,—E +1,...,D —1, D}. Logo

(f(x)o =g(x-E.....xp) = g(y-E.....yp) = (S (¥))o-

De forma analoga, podemos mostrar que (f(x)); = (f(»)); paratodoi € {—N +
1,—N +2,...,N—2, N —1}. Combinando esse fato com a observagao inicial, obtemos
que d(f(x), f(y)) < € como queriamos. Ou seja, se d(x,y) < W = §, entdo

d(f(x). f(0) < 3 = €.

Finalmente, no caso de um € > 0 qualquer, tomando N € N suficientemente grande de

forma que (%)N <eed = (%)NJFM+1

entao

, segue da observacao anterior que se d(x, y) < 6,

N
asefon<(3) <e

conforme desejado. Isto mostra que o autdmato celular f ¢ de fato uma transformagio
continua. O

3.6.2 Comutatividade com o shift

Outra propriedade interessante dos automatos celulares € que eles comutam com o shift
bilateral como veremos abaixo.

Proposi¢io 3.13. Sejam o: {0,132 — {0, 1}% o shift bilateral e f: {0,1}% — {0,1}%
um automato celular. Entdo

oo f = foo.



70 3. Dindmica no espago de sequéncias

Demonstra¢do. Supomos que o autdmato celular seja gerado pelos nimeros £ ¢ D e
pela fungdo g: {0, 1}ETP+1 . £0,1}. Entdo, dados x € {0,1}2 ¢i € Z, a i-ésima
coordenada de o ( f(x)) é dada por

(0(f(x))i = (f(x))i+1 = &gXi+1-E+- -+ Xi+1+D)-

Por outro lado, a i-ésima coordenada de f(o(x)) é dada por

(flo(x))i = g0(x)i—E.....0(X)i+D) = g(Xi+1-E,-- -+ Xi+1+D)-

Observando essas duas expressoes, concluimos que (o (f(x))); = (f(o(x))); para todo
i € Z, o que corresponde a dizer que 0 o f(x) = f o o(x). Finalmente, como x foi
escolhido de forma arbitraria, segue o resultado. O

Entdo, combinando os resultados anteriores, concluimos que os autdmatos celulares
sdo transformagdes continuas de {0, 1}% que comutam com o skift bilateral de {0, 1}Z.
O Teorema de Curtis—Hedlund—Lyndon, de forma muito interessante, mostra que vale a
reciproca: se uma transformagdo f: {0, 1}% — {0, 1}2 é continua e comuta com o shift,
entdo f é um autdmato celular! Faremos a prova desse resultado logo abaixo; o leitor
curioso pode encontrar mais informagdes sobre esse topico na referéncia Brin e Stuck
(2002).

Teorema 3.14. Sejam o: {0,132 — {0, 1}2 o shift bilateral e f: {0,1}2 — {0,1}Z
uma transformagdo continua que comuta com o. Entdo f é um autémato celular.

Demonstra¢do. Nosso objetivo ¢ mostrar que existem niumeros £ ¢ D e uma fungdo
g: {0, 13E+P+1 10 1} que descreve f. Para tanto, dado um ponto

x=(..,x_1Xg, X1, X2,...) € {0, I}Z,

€Screveremos

f) = (oo S @1 T Do SO f @),

Como f éuma transformagao continua definida num espago métrico compacto, temos
que, na verdade, f ¢ uniformemente continua. Sendo assim, dado € > 0 existe § > 0 tal
quesed(x,y) < é,entdod(f(x), f(y)) < €. Fixemose < % Segue, entdo, da defini¢ao
da distancia d, que f(x) e f(y) coincidem na coordenada 0, isto é, f(x)o = f(y)o para
todo x e y satisfazendo d(x, y) < §. Agora dizer que d(x, y) < § equivale a afirmar que
as coordenadas de x e y coincidem num bloco centrado em 0 e que vai de um certo —K
até K, com K obviamente dependendo de §. Portanto o que esta sendo dito de fato é que
f(x)o independe do que ocorre nas coordenadas x; com |i| > K. Vamos, entdo, definir
g: {0, 112K+ 10,1} como sendo

gz—x,z-k+1>---,2k) = f(...,0,0,z_g,Z_K+41,---,2-1,205Z1,---, 2K, 0,0, .. )o.
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Agora, como f comuta com o, temos que

(- SO, T@No. f@EM. ) = f@ ()
= o (f(x)
= (- @0 T @2

Em particular,

fx)1 = fa(x))o
= f( ,Xfl,)CQ,x_l,XQ, .. .)0
= @(X—K41se-sX0s--s XK+41)-
Repetindo o argumento utilizando que f (o’ (x)) = o (f(x)) paratodoi € Z, obtemos

que f(x); = g(X—K+i,...,»XK+i). Segue, entdo, que f é um autdmato celular gerado
pela fungdo g com £ = D = K conforme afirmado. O

3.7 Exercicios

Nesta se¢do, apresentamos alguns exercicios para que o leitor possa explorar por conta
propria alguns dos conceitos trabalhados ao longo do capitulo. Os exercicios marcados
com asterisco sdo importantes, pois complementam a teoria desenvolvida até aqui.

Exercicio 3.19.  (a) Obtenha a distancia entre os pontos 0000100117 ¢ 00011001 7°°,
(b) Obtenha a pré-imagem por f: {0, 13N — {0, 13N do cilindro [wow;ws . . . wy].
Exercicio 3.20. Considere o conjunto
0,1,2, ..., 9N = {(x¢.x1,...): x; €{0,1,2,...,9}}.
Mostre que ele ndo é enumeravel.

Exercicio 3.21. Obtenha a distancia entre os pontos 0~°°000010017% ¢ 0~°°10001001+>
em ({0, 1}%, d). Lembre-se de que a barra sobre o simbolo indica a posigdo zero da sequén-
cia.

Exercicio 3.22. * Conforme mencionado anteriormente, existem diversas formas de defi-
nir uma distdncia em {0, 1}%. Uma delas é a seguinte:

1
D(x,y) =Y o, vi)
i€Z
em que 6(a,a) = 0e é(a,b) = 1 paratodo a # b. Mostre que D efetivamente ¢ uma
métrica em {0, 1}Z.
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Exercicio 3.23. * Mostre que para o shift f: {0,1}2 — {0, 1}2, existe um ponto x €
{0, 132 tal que Upez f7(x) é denso em {0, 1}2, porém U,en f™(x) ndo é. Ou seja, a
6rbita completa de x é densa em {0, 1}%, porém a 6rbita futura somente nio é.

Exercicio 3.24. * Dado k € N, consideremos o espaco das sequéncias
0,1,... .k — 13N = {(x0,x1,%2,...): x; €{0,1,...,k—1}Vj e N}.

(a) Defina uma distancia em {0, 1, ...,k — 1} de maneira semelhante ao que fizemos
na Secio 3.1 e mostre que {0, 1, ...,k — 13N munido dessa distancia tem proprieda-
des analogas as propriedades de ({0, 1}, d), que exploramos no inicio do capitulo.

(b) Considere o shift unilateral £: {0,1,....k—1}N —{0,1,..., k—1}N definido de
forma andloga ao que fizemos na Se¢do 3.2. Verifique que as seguintes propriedades
sdo validas.

(1) f étransformag@o continua e sobrejetiva, porém néo € injetiva;

(i) Per(f) ={0,1,...,k —1}N. Isto é, o conjunto dos pontos periodicos de f é
densoem {0, 1,...,k — 1N, Além disso, dado n € N, quantos sdo os pontos
fixos de f” e quantos sdo os pontos periddicos de periodo n de f?

(iii) f ¢ transitiva;

(iv) f é topologicamente mixing;
(v) f éexpansiva;

(vi) f écadtica;

(vil) hep(f) = logk;

(viii) f tem a propriedade do sombreamento.

De forma analoga, podemos também considerar o shift bilateral em {0,1,....k — 1}Z ¢
propriedades analogas continuam validas.

Exercicio 3.25. * Procedendo como na Secéo 3.5, defina a nogao de subshift de tipo finito
para sequéncias em {0, 1,...,k — 1} ¢ prove resultados analogos aos obtidos naquela
secdo para esses novos objetos. Salientamos que aqui a matriz de transi¢ao serd uma matriz
quadrada k x k ao invés de 2 x 2.

Exercicio 3.26. Considere os autdmatos celulares definidos de forma que £ = D = 2.
De quantas maneiras diferentes podemos definir esse tipo de aplicagdo? Dica: tente contar
o numero de possiveis funcdes g.

Exercicio 3.27. Sera que todo subshift de tipo finito ¢ também um autdémato celular?
Prove ou dé um contraexemplo.
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Exercicio 3.28. * Sejam f: {0, 1}N — {0, 13N o shift unilateral e ¥ < {0, 1}N um
subconjunto. Suponha ainda que X' ¢é fechado e f(X) C ¥. Podemos, entdo, considerar
arestrigdo de f a X dada por

f|22 Y - X

Neste caso, dizemos que f|y é um subshifi.

Consideremos agora ¥ C {0, 1} dado da seguinte forma: x = (xg,x1,X2,...)
pertence a X se, e somente se, entre quaisquer dois simbolos 1°s que aparecem em x
existe uma palavra com um namero par de 0’s. Isto é, se x; = 1 = x; com i < k, entdo
o niimero de j’s satisfazendo i < j < k e x; = 0 ¢é par. Verifique que X ¢ fechado e
satisfaz f(X) C X. Em particular, f|x é um subshift. Por outro lado, verifique que f|x
nao ¢ um subshift de tipo finito. Consequentemente nem todo subshift € um subshift de
tipo finito. A reciproca, porém, ¢ verdadeira tendo em vista o Lema 3.5.



Neste capitulo, iniciaremos nosso estudo da dindmica de transformagdes definidas num
intervalo de R apresentando alguns exemplos e explorando algumas das suas propriedades.
Comegaremos apresentando algumas propriedades gerais e, por fim, analisaremos dois
exemplos classicos: atenda e a familia quadratica. Obviamente o que apresentaremos aqui
¢ apenas uma introdu¢@o a um assunto que € supervasto ¢ que se insere num contexto ainda
mais amplo de dindmica unidimensional. Para mais informagdes, sugerimos, por exemplo,
Katok e Hasselblatt (1995, Part 3 Low-dimensional phenomena). Salientamos ainda que,
no Capitulo 5, continuaremos nosso estudo de dindmicas definidas num intervalo, porém,
focando num exemplo especifico de transformagao expansora.

4.1 Prologo

O leitor talvez ja tenha feito o seguinte “experimento” (e se ndo fez, largue o livro e faca-o
agora!): considere um niimero entre 0 e 1, insira-o em uma calculadora e aperte a tecla da
raiz quadrada; aperte de novo, e de novo diversas vezes...Para qual nimero esse processo
esta convergindo? Se o leitor ja fez isso (ndo fez? Néo ¢ possivel, pare a leitura!), entdo
sabe que o processo converge para o numero 1. O que esse fato tem a ver com o tema
dessas notas? Bem, para isso, vamos ver como interpretar essa brincadeira em nossa lin-
guagem. De fato, estamos tomando um nimero entre 0 e 1 e extraindo sua raiz quadrada,
e o resultado ainda € um ntimero entre 0 e 1, sendo 0 mesmo que escolher um elemento
x do conjunto [0, 1] e calcular f(x), em que f: [0,1] — [0, 1] é dada por f(x) = /x.
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Apertar a tecla “4/” ” uma vez equivale a obter f(x); aperta-la a segunda vez implica em
obter f(f(x)) = f2(x) e assim sucessivamente, ou seja, estamos tentando entender a di-
namica de f: [0, 1] — [0, 1]. A brincadeira com a calculadora nos autoriza a conjecturar
que f"(x) se aproxima de 1 a medida que n — +o0.

Como podemos provar nossa conjectura? Bem, de uma maneira ingénua, podemos
achar que a conjectura ja esta provada uma vez que todos os exemplos feitos na calculadora
mostram exatamente esse comportamento (e, nesse momento, supomos que o leitor ja fez
isso diversas vezes...). Mas ndo se esquega: por mais exemplos que fagamos, ndo teremos
explorado nada além de um conjunto finito de condigdes iniciais, enquanto o intervalo da
reta nos exibe uma infinidade de possibilidades...Como ter certeza de que todas elas nos
levardo ao 1?

Em primeiro lugar, devemos observar que a frase acima esta incorreta; nem todas as
condi¢des iniciais nos levardo ao 1: se o leitor comegou com o nimero 0, entdo, € claro,
s6 obteve 0 ao apertar a tecla “4/ € sua orbita obviamente ndo foi para 1. Isto acontece
porque 0 é um ponto fixo da fungéo f'; temos outros? Sim, o 1 também ¢ ponto fixo e, de
fato, esses sdo os Unicos, portanto ndo temos mais nada com o que nos preocupar. Feita
essa ressalva, queremos verificar que toda condigo inicial em (0, 1] nos leva ao 1. Mais
precisamente,

lim f"(x) = 1 paratodo x € (0, 1].
n—-+oo

Supomos inicialmente que a sequéncia (" (x)),cn tenha um limite, digamos L. Entao,
tendo em vista que f ¢é continua,

n—+o00

L= lim f"()= lim f(/"(x) = f(n lim f”(x)) — /().

Em conclusdo, descobrimos que se (/" (x)),cn tem um limite, entdo ele necessariamente
satisfaz a equag¢do f(L) = L, ou seja, ¢ um ponto fixo de f. Como os pontos fixos de
f(x) = /x em [0, 1] sdo apenas 0 e 1, estes sdo os Unicos possiveis candidatos a limite.

Mas o limite de fato existe? Note que se x € (0, 1), entdo sua raiz quadrada é maior
do que o numero original, ou seja, f(x) > x. Sendo assim, temos uma sequéncia cres-
cente x, f(x), f2(x), ... de numeros reais; por outro lado, essa sequéncia é obviamente
limitada superiormente por 1. Agora, como sequéncias crescentes e limitadas sdo sempre
convergentes (veja por exemplo Lima (2009)), segue que (f"(x)),en efetivamente tem
um limite. Ent8o, como ja visto, tal limite tem que ser um ponto fixo de f e, consequen-
temente, temos apenas duas opgdes, 0 e 1. Portanto, como a sequéncia (f"(x)),cn €
crescente e ja comega com um ponto maior do que 0, o unico limite que nos resta ¢ 1 ¢
dessa forma mostramos que, de fato, o que vemos na calculadora é um fenémeno geral.
Usando entdo a linguagem anterior, temos que a bacia de atragdo de 1 ¢é (0, 1].

4.2 Comportamento na vizinhanca de pontos fixos

Nesta secdo, vamos tentar entender o comportamento dinamico de uma transformagao
f: I — I navizinhanga de um ponto fixo, em que / denota um intervalo qualquer de R
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como, por exemplo, I/ = [0,1], I = (0,1] ou I = (0, +0o0). Dividiremos nossa analise
de acordo com o tamanho da derivada de f no ponto em questdo. Antes disso, porém,
recordemos que a palavra “vizinhanga” de um ponto p significa “um conjunto aberto que
contém p’. Por exemplo, se p € [, entdo uma vizinhanca de p em [/ ¢é tipicamente
um intervalo da forma (p — ¢, p + €) N I para algum ¢ > 0 suficientemente pequeno.
Lembremos ainda que uma fungdo f: I — I é dita de classe C! se f é diferencidvel e
sua derivada f”(x) é continua.

4.2.1 Pontos fixos com derivada menor do que 1

Nosso primeiro resultado trata de pontos fixos com derivada menor do que 1.

Proposicio 4.1. Sejam f: 1 — I uma fungdo de classe C' e p € I um ponto tal que
f(p)=pelf'(p)| = Ao < 1. Entdo existe uma vizinhan¢a B(p) de p em I tal que

lim f"(x) = p paratodo x € B(p).

n—+o00

Em particular, p é um ponto fixo atrator. Mais ainda, dado A € (Ao, 1), a vizinhanga
B(p) pode ser escolhida de forma que

| f*(x) — p| < A*|x — p| para todo x € B(p) en € N.

Ou seja, " (x) converge exponencialmente rapido para p a medida que n cresce.

Demonstra¢do. Comecemos observando que, como | f/(p)] = Ao < 1 e f/(x) é conti-
nua, dado A € (¢, 1) existe uma vizinhanga B(p) de p em I tal que | f/(x)| < A < 1
para todo x € B(p). Diminuindo B(p), se necessario, podemos assumir sem perda de
generalidade que esse ¢ um intervalo da forma (p —e, p+¢) N[ paraalgum ¢ > 0. Agora,
dado x € B(p), segue, do Teorema do Valor Médio, que existe ¢ entre x e p tal que

|f(x) = pl=1fC) = f(p)l=1f"(O)llx = pl.
Logo, como ¢ € B(p) (por qué?), temos que | f'(c)| < A e, consequentemente,
| f(x) = pl < Alx — pl.

Em particular, como A < 1, segue que a distancia entre f(x) e p € menor que a distancia
de x a p, e, portanto, usando que B(p) ¢ um intervalo da forma (p —e, p +¢) N I, temos
que f(x) € B(p). Podemos, entdo, repetir o argumento anterior com f(x) no lugar de x
usando que f(p) = p e obter

|f2(0) = pl = 1f2(x) = F2(p)] = 1 F () = F(FP)] < ALF(x) = f(p)I.

Portanto, combinando as duas observagdes anteriores, concluimos que

|/2(x) = pl S ALf() = f(P)] < A%)x = pl.
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Ou seja, f2(x) estd ainda mais proximo de p uma vez que A < 1. Finalmente, dado
n € N, repetindo esse raciocinio n-vezes obtemos que

/" (x) = pl < A%x = pl.

Portanto, como A € (0, 1), segue que A" notes 0 e, consequentemente, | f"(x) —
Pl rore 0 como queriamos. O
Exemplo 4.1. Consideremos f: (0,1] — (0, 1] dado por f(x) = +/x. Observe que

essa nada mais € do que a restri¢do do exemplo considerado na se¢do anterior ao conjunto
invariante (0, 1]. Ja vimos acima que 1 é ponto fixo de f. Além disso, f/(x) = ﬁ; e,

consequentemente, /(1) = % Segue, entdo, da Proposic¢do 4.1 que 1 é um ponto fixo
atrator, mas isso nds ja sabiamos...A novidade € que a proposicdo também garante que
os pontos na vizinhanga de 1 convergem exponencialmente rapido para 1, o que pode ser
“percebido facilmente” fazendo a brincadeira com a calculadora.

4.2.2 Pontos fixos com derivada maior do que 1

Passemos agora a analisar o caso em que nossa dindmica tenha pontos fixos com derivada
maior do que 1. O principal resultado a este respeito € o seguinte.

Proposicio 4.2. Sejam f: 1 — I uma fungdo de classe C' e p € I um ponto tal que
f(p) = pel|f'(p)l = Ao > 1. Entdo existe uma vizinhanga B(p) de p em I tal que
para todo x € B(p) \ {p} existe ng € N tal que

" (x) ¢ B(p).

Em particular, p é um ponto fixo repulsor. Mais ainda, dado A € (1, Ag), a vizinhan¢a
B(p) pode ser escolhida de forma que

| f(x) = pl = Alx — p| para todo x € B(p) \ {p}.
Ou seja, f(x) se afasta exponencialmente rdpido de p.

Demonstragdo. A prova desse resultado é semelhante a prova da Proposi¢do 4.1. Come-
cemos observando que, como | f/(p)| = Ao > 1 e f'(x) é continua, dado A € (1, ),
existe uma vizinhang¢a B(p) de p em I tal que |f’(x)| = A > 1 paratodo x € B(p).
Diminuindo B(p), se necessario, podemos assumir sem perda de generalidade que esse é
um intervalo da forma (p —e, p + €) N [ para algum ¢ > 0. Entdo, dado x € B(p) \ {p},
segue do Teorema do Valor Médio que existe ¢ entre x ¢ p tal que

|f) = pl=1f) = fP)] = (©llx = pl.

Logo, como ¢ € B(p), temos que | f'(c)| = A e consequentemente

| f(x) = pl = Alx — pl.
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Isto prova uma parte da nossa afirmagdo. Agora, se f(x) ¢ B(p), basta tomar ny = 1
e a prova esta completa. Se, por outro lado, f(x) € B(p), podemos repetir o argumento
anterior com f(x) no lugar de x usando que f(p) = p e obter

1/200) = pl = 1£2() = 2] = 1/ (f()) = F(f(p)] = A f(x) = f(p)]

que combinado com a observagdo anterior nos da

| /2(x) = pl = ALf(x) = f(P)] = A%|x = pl.

Se f2(x) ¢ B(p), tomando ny = 2, concluimos a demonstragdo. Se, por outro lado,
f2(x) € B(p), podemos repetir novamente o argumento. Procedendo recursivamente,
dado n > 1, obtemos que ou f"~!(x) ¢ B(p) e a prova estd completa ou /"~ !(x) €
B(p) e podemos repetir o argumento obtendo que

/" (x) = pl = A"x — pl.

Agora, como os pontos de B(p) estdo a uma distancia maxima de ¢ de p e A"|x —

n—+o00 . . .
p| ——— 400 visto que A > 1, em algum momento obrigatoriamente, teremos que

f™(x) € B(p), o que conclui a demonstragao. O

Exemplo 4.2. Consideremos f: [—1,1] — [—1, 1] dada por f(x) = sen(2rx). E facil
ver que 0 é um ponto fixo de f. Além disso, f/(x) = 27 cos(27 x) e, consequentemente,
f7(0) = 27 > 1. Portanto segue da proposi¢do anterior que 0 é um ponto fixo repulsor
de f. Em particular, existe ¢ > 0 tal que todo ponto x € (—¢, ¢) tem algum iterado por
f, que sai dessa vizinhanga de 0.

Exercicio 4.1. As Proposicdes 4.1 e 4.2 foram enunciadas para pontos fixos, porém ob-
viamente uma versdo semelhante pode ser enunciada para pontos periddicos. Deixamos
essa tarefa para o leitor. Verifique que, de fato, essas novas versdes podem ser obtidas das
anteriores.

4.2.3 Pontos fixos com derivada 1

Para concluirmos nosso estudo a respeito da dindmica numa vizinhanga de um ponto fixo,
resta considerarmos o caso em que a derivada nesse ponto é exatamente igual a 1. J4 adian-
tamos que ndo sera possivel obter resultados gerais como os obtidos nas Proposi¢des 4.1
¢ 4.2 e que o comportamento perto de um ponto fixo como acima pode ser bastante vari-
ado. Vamos mostrar isso via exemplos. Por simplicidade, apresentaremos exemplos em
que I = R e 0 é um ponto fixo para f, satisfazendo | f/(0)] = 1. Comecemos com o
exemplo mais 6bvio desta situagao.

Exemplo 4.3. Consideremos f: R — R dada por f(x) = x. Entdo obviamente f(0) =
Oe f/(0) = 1. Nesse exemplo, 0 ndo atrai nem repele nenhum ponto; é um ponto “neutro”.
De fato, todo ponto x € R ¢é ponto fixo de f.
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Nosso proximo exemplo ja tem um comportamento um pouco mais interessante.

Exemplo 4.4. Consideremos f: R — R dada por
fx)=x+x3 4.1

cujo grafico ¢ dado abaixo.

Figura 4.1: Grafico da f dada em (4.1).

E facil ver que 0 ¢ um ponto fixo de f e que, além disso, f ¢ diferenciavele f/(0) = 1.
Vamos, entdo, estudar a dindmica de f numa vizinhanga de 0, comegando com pontos x €
R tais que x > 0. Nesse caso, f(x) = x + x3 > x. Repetindo esse argumento, obtemos
que a sequéncia de pontos x, f(x), f2(x), ... é uma sequéncia estritamente crescente e,
portanto, a Orbita de x se afasta do ponto fixo 0. De forma analoga, se x < 0, entdo f(x) =
x 4+ x3 < x e, portanto, a sequéncia x, f(x), f2(x),... é estritamente decrescente e
também se afasta de 0. Logo 0 ¢ um repulsor.

Exemplo 4.5. Consideremos agora f: R — R dada por
fx)y=x—-x3 4.2)

cujo grafico é dado abaixo.

Novamente é facil ver que 0 é um ponto fixo de f e que f/(0) = 1. Agora, dado
x € (—15.0), temos que f(x) = x — x> > x ¢, além disso, x — x> < 0. Repetindo
esse argumento, concluimos que a sequéncia x, f(x), f2(x), ... é estritamente crescente
e limitada superiormente por 0. Mais ainda, é possivel observar que essa sequéncia de fato
converge para 0. Deixamos essa tarefa para o leitor. De forma analoga, se x € (O, %),
entdo f(x) = x — x> < x e, além disso, x — x> > 0, mostrando que a sequéncia
x, f(x), f2(x). ... é estritamente decrescente e limitada por baixo por 0. Como anterior-
mente, também ¢ possivel observar que essa sequéncia de fato converge para 0. Logo, 0
¢ um ponto fixo atrator.

Podemos também considerar um exemplo que ¢ uma combinagio dos anteriores.
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Figura 4.2: Grafico da f dada em (4.2).

Exemplo 4.6. Consideremos f: R — R dada por

x — x3, se x <0;

43
x+x3, sex>0 4.3)

fx) =

cujo grafico é dado abaixo.

Figura 4.3: Grafico da f dada em (4.3).

Mais uma vez ¢ facil ver que 0 é um ponto fixo de f; também ndo ¢ dificil verificar
que essa fungdo ¢ diferenciavel e que f’(0) = 1. Agora, combinando as analises feitas
nos Exemplos 4.4 ¢ 4.5, concluimos que pontos x > 0 se afastam de O pela agdo de f
enquanto que pontos x € (—%, 0) sdo atraidos para 0. Ou seja, 0 ndo € nem repulsor nem
atrator.

Entdo os exemplos acima nos mostram que, de fato, o comportamento de f proximo
de um ponto fixo com derivada 1 pode ser bem variado: podemos ter um ponto “neutro”
como no primeiro exemplo, um atrator, um repulsor ou ainda, atrair alguns pontos e repelir
outros. Enfim, utilizando apenas a informagdo de que a derivada de f no ponto fixo é 1,
ndo ¢é possivel obter nenhum resultado geral como nos casos anteriores. No que resta do
capitulo, vamos focar em dois exemplos especificos: a tenda e a familia quadratica.



4.3. A tenda 81

4.3 A tenda

Neste momento, vamos nos concentrar no seguinte exemplo: seja 7: [—1,1] — [—1,1]
dada por

T(x)=1-2|x|. (4.4)

Essa transformagdo € conhecida como fenda, por razdes que ficam claras ao esbogarmos
seu grafico.

Figura 4.4: Grafico da T dada em (4.4).

Uma das caracteristicas que diferencia essa transformacao daquelas que consideramos
na secdo anterior ¢ que ela tem derivada definida em quase todos os pontos do intervalo,
porém ndo em todos. De fato, a derivada de T s6 ndo estd definida no ponto x = 0,
pois nos demais a derivada ¢ 2 ou —2. Uma consequéncia importante desse fato é que,
por exemplo, se consideramos um intervalo qualquer [a, b] que ndo contém o zero, ou
seja, esta todo a esquerda ou a direita de zero, entdo sua imagem 7'([a, b]) ¢ um intervalo
cujo comprimento é o dobro do comprimento original de [a, b] (podemos verificar, por
exemplo, usando o Teorema do Valor Médio).

Nosso objetivo na sequéncia ¢ mostrar que essa transformagdo ¢ transitiva e, mais
geralmente, topologicamente mixing. Comecemos com a seguinte observagao.

Lema 4.3. Dado a € (—1,1], considere um intervalo da forma [—1,a]. Entdo existe
n € N tal que T"([-1,a]) = [-1,1].

Demonstragdo. Seja [—1,a] um intervalo como no enunciado. Se a > 0, entdo ¢é fa-
cil ver que T([—1,a]) 2 T(]-1,0]) = [-1, 1] e ndo ha mais nada a ser feito. Supo-
mos, entdo, a < 0. Comecemos observando que, como T ¢ continua e 7(—1) = —1,
T ([-1, a]) é também um intervalo da forma [—1, b] para algum b € (—1, 1]. Além disso,
pela observagdo anterior ao lema, temos que a imagem 7'([—1, a]) = [—1, b] tera o dobro
do comprimento do intervalo original [—1, a]. Temos, entdo, duas possibilidades: ou a
imagem T'([—1,a]) = [—1, b] contém 0, ou ndo contém. Caso contenha 0, caimos no
caso inicial e a prova estd completa bastando para isso tomar n = 2. Se por outro lado
b < 0, ou seja, T([—1,0]) ndo contém 0, entdo podemos repetir o processo de iteragdo,
dobrando novamente o comprimento do intervalo. Obviamente em algum momento, a
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imagem 7" ([—1,a]), que pelo argumento inicial também ¢ da forma [—1, c], contera o
zero, pois seu comprimento serd maior do que 1, tendo em vista que dobra a cada iterado.
Aplicando, entdo, o caso inicial a esse conjunto concluimos que 7"+ ([—1,a]) = [-1,1]
conforme afirmado. O

Agora, utilizando essa observagdo, fica facil mostrar que a tenda é de fato transitiva.
Proposicao 4.4. A aplicacdo tenda dada em (4.4) é transitiva.

Demonstragdo. Observemos inicialmente que, como ([—1, 1], | - |) € um espago métrico
compacto e T € continua, podemos aplicar a Proposi¢éo 1.6. Em particular, basta mostrar-
mos que dados conjuntos abertos U ¢ V de [—1, 1], existen € N tal que T"(U) NV # Q.

Comecemos observando que, como U ¢ aberto, existe algum intervalo I contido em
U. Agora, se 0 € I, como T2(0) = —1, temos que T>(U) 2 T?(1) 2 [-1, a]. Portanto
segue do Lema 4.3 que algum iterado de 72(U ) sera igual a todo o intervalo [—1, 1] e, em
particular, intersectara V. Por outro lado, se 0 & I, entdo T'(I) tem comprimento que é
o dobro do comprimento de /; repetindo as iteragdes o comprimento sempre dobrara até
que em algum iterado a imagem contenha 0; depois disso, basta aplicar novamente o caso
anterior. Isto mostra que 7" (U) = [—1, 1] para algum n e, em particular, 7" (U)NV # @.
Consequentemente 7" ¢ transitiva. O

De fato, a prova que apresentamos acima nos da o seguinte resultado ainda mais forte.
Proposicao 4.5. A aplicacdo tenda dada em (4.4) é topologicamente mixing.

Demonstra¢do. Dado um conjunto aberto U de [—1, 1], vimos na prova da proposi¢do
anterior que existe n € N tal que 7"(U) = [—1,1]. Logo T*(U) = [—1, 1] para todo
k = n. Em particular, dado um conjunto aberto V de [—1, 1], T¥(U) N V # @ para todo
k = n e T ¢étopologicamente mixing. O

Esse exemplo tem diversas outras propriedades dindmicas interessantes, porém nosso
objetivo neste momento ndo € explorar todas elas. De fato, nosso objetivo principal é rela-
ciona-lo com um elemento da familia quadratica, que introduziremos na proxima se¢ao ¢
mostrar como, via essa relacdo, o entendimento de uma dinamica implica no entendimento
da outra. Em particular, poderemos traduzir as propriedades de transitividade e mixing da
tenda para o outro modelo. De qualquer forma, ao leitor interessado, deixamos o seguinte
exercicio.

Exercicio 4.2. Explore outras propriedades dindmicas da aplicacdo tenda dada em (4.4).
Por exemplo, serd que 7" tem pontos periddicos? Em caso afirmativo, como € o conjunto
Per(T)? Sera que T ¢é expansiva? Sera que é cadtica? Como s3o os conjuntos w-limite de
pontos tipicos do espaco de fases? Qual a entropia de T (veja Exercicio 5.9)? Caso tenha
dificuldades, estude primeiro o préximo capitulo e depois, inspirado pelas ideias que 14
serdo apresentadas, volte para este exercicio.
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4.4 Alguns casos da familia quadratica

Nesta se¢do, concentraremos nossa energia no estudo de alguns casos de uma familia de
sistemas dinamicos, conhecida como familia quadratica ou, entdo, aplicagdo logistica ,
definida da seguinte forma: dado a € [0, 4], consideremos f,: [0, 1] — [0, 1] dada por

fa(x) = ax(l —x).

2,a = % e a = 4 respectivamente.

Figura 4.5: Grafico de f; paraa = %, a
Nosso objetivo na sequéncia &, fixado algum valor do pardmetro a € [0, 4], compreen-
der o comportamento das orbitas de f,. Que o leitor ndo se engane com a aparente sim-
plicidade de f,: entender completamente as propriedades dindmicas dessa familia ainda
¢ objeto de pesquisa e a atual compreensao, bastante avancada por sinal, demandou o es-
for¢o de muitas pessoas, entre elas alguns dos grandes matematicos de nossa época. Essa
familia ¢ muitas vezes apresentada como um exemplo paradigmatico de como fungdes apa-
rentemente simples podem apresentar um comportamento dinamico bastante complexo.
Ela ganhou popularidade nos anos 1970, quando foi introduzida pelo bidlogo Robert May
(1936-2020), como uma versdo discreta de um modelo populacional introduzido por Pi-
erre Frangois Verhulst (1804—1849).

44.1 Ocaso0<a <1

Comecemos nossa analise com o caso em que o pardmetro a pertence ao intervalo (0, 1).
Observemos inicialmente que neste caso f; tem um tnico ponto fixo em [0, 1] que é x = 0.
De fato, € facil ver que ax(1 — x) = x se, e somente se, x = O oux = # Agora,
comoa € (0, 1), temos que x = =14 < (¢, consequentemente, x = 0 ¢ mesmo o unico
ponto fixo de f; em [0, 1]. Além disso, a derivada de f, ¢ dada por f,(x) = a — 2ax.
Dessa forma, | f/(0)| < 1 e, portanto, utilizando a Proposi¢do 4.1, segue que x = 0 é um
ponto fixo atrator de f,. Mas é possivel ir além e ver que de fato x = 0 é um atrator global:
dado x € (0, 1], é facil ver que f,(x) < x e, portanto, a sequéncia x, f(x), f2(x),...é
estritamente decrescente. Logo, como tal sequéncia ¢ limitada por baixo por zero, segue
que ela converge. Repetindo, entdo, o argumento feito na Se¢do 4.1 vemos que ela tem que
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convergir para um ponto fixo de f, que nesse caso so6 pode ser x = 0. Concluimos, entdo,
que x = 0 efetivamente atrai todas as orbitas do intervalo, sendo um atrator global. No
caso em que @ = 0, temos obviamente que x = 0 € um atrator global visto que fo(x) =0
para todo x € [0, 1]. Consequentemente, para todo a € [0, 1), o ponto fixo x = 0 é um
atrator global de f,.

442 Ocasol <a <3

Consideremos agora o caso em que 1 < a < 3. Vimos, no caso anterior, que as solugdes
da equacdo ax(1 —x) = xsdox = 0ex = % Logo, como 1 < a < 3, temos
que x = % =1- % € (0, 1) e, portanto, os pontos fixos de f; em [0, 1] sdo x = 0
ex =1-— % Agora, como f(0) = a > 1, segue da Proposigdo 4.2 que x = 0 é um

ponto fixo repulsor. Quanto ao outro ponto fixo, como fa’(l — al) = 2 — a, segue que

|f/ (1 — %)| < 1. Consequentemente segue da Proposi¢ao 4.1 que x = 1 — % € um ponto
fixo atrator. Mas ndo s isso, podemos ir além e verificar que esse ponto fixo de fato atrai
todos os pontos de (0, 1) (obviamente o0 0 e 0 1 nfo sdo atraidos para x = 1 — (—i); por
simplicidade, trataremos separadamente dois casos:

l<a<?2

Vamos primeiro considerar a situagdo na qual 1 < a < 2. Se a condigdo inicial ¢ x €
(0, 1— %), entdo ndo ¢ dificil verificar que f,(x) > x eassima orbita x, f;(x), £2(x),...
¢ uma sequéncia crescente, que, entdo, vai entrar numa vizinhanga do ponto fixo e sera

atraida por ele. Consideremos agora o caso em que a condigdo inicial x € (1 — %, %)
Observemos que o maximo da fung¢do f, ocorre em x = %, sendo dado por § < %;

portanto, como f, é crescente em (1 — % %), temos que a imagem desse conjunto por f;
esta contida nele mesmo. Em particular, as 6rbitas que comegam em (l — % %) nao saem

desse conjunto. Além disso, dado x € (1 — o %), ndo ¢ dificil verificar que f,(x) < x.
Portanto, a 6rbita de todo ponto desse conjunto forma uma sequéncia decrescente, que,
entdo, entrara numa vizinhanga de 1 — % e sera atraida por ele. Finalmente se x € [% 1),

entdo ¢ facil ver que f;(x) < % Logo, pela analise anterior, segue que f,'(x) convergira

para 1 — % O caso em que @ = 2 pode ser tratado usando as ideias que acabamos de

discutir; o leitor ¢ convidado a refletir um pouco sobre ele.

2<a<3

Consideremos agora o caso em que 2 < a < 3. Observemos inicialmente que, para a
nesse intervalo, o ponto fixo 1 — al ¢ maior do que % Além disso, o ponto % ¢ uma pré-

-imagem de 1 — %, ou seja, fa(%) =1- % Utilizando essas observagdes e o fato de

L, . a « . . 1 . .
que o maximo de f, dado por ¢ atingido em x = 3, segue que a imagem do intervalo

1 1 ; 15 4 1 al. :
[E’ 1— —] (que claramente contém o ponto 5) € [l — o Z]’ esse intervalo, por sua vez,

a
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2
a (14 a) N %
Prosseguindo com essa andlise, vemos que as imagens de [ 1- —] serdo levadas, de
forma alternada, em intervalos cada vez menores que estardo ora a esquerda e ora a direita
do ponto fixo, acumulando-se nele de forma oscilante. Agora, dada uma condigao inicial
X € (0 l) ndo ¢ dificil ver que a parte inicial de sua orbita por f, é crescente e que, em

algum instante, essa entrara no intervalo [ 1— —] em que podemos aplicar o raciocinio

¢ levado por f; em [M 1- —] cuja extremidade esquerda satisfaz

feito acima. E se a condigdo inicial estiver contida em € ( 1)‘7 Nesse caso, aimagem
do intervalo em questdo ¢ (0, 1 — ) e novamente recaimos nas situagdes ja consideradas
previamente.

Um fato interessante que pode ter passado despercebido pelo leitor € o seguinte: com-
binando as observagdes feitas até aqui, temos que, por um lado, se a esta proximo de 1,
porém é menor do que 1, entdo x = 0 é um ponto fixo atrator para f,, enquanto que se a
esta proximo de 1, porém é maior do que 1, entdo x = 0 é um ponto fixo repulsor para f,.
Ou seja, mudando um pouco o parametro a, transformamos o ponto atrator global 0 em
um repulsor de orbitas! Dizemos, entdo, que a = 1 é um ponto de bifurcagdo da familia

fa-

443 Ocaso3<a<1+ /6

Quando a > 3, o ponto fixo x* =1 — % deixa de ser um atrator e passa a ser um repulsor,
como pode ser facilmente verificado pelo calculo da derivada neste ponto. Qual ser3,
entdo, o destino das Orbitas nessa regido? Vamos comegar investigando a natureza dos
pontos periddicos de periodo 2 caso existam. Mais precisamente, estamos interessados
em compreender o carter das solugdes de f,2(x) = x. E facil ver que

faz(x) =a’x(1 —x)[1 —ax(1 —x)].

Consequentemente, x = 0 é uma solugdo de f,>(x) = x. Supondo, entio, x # 0,
podemos dividir ambos os lados da equag@o por x obtendo, assim, a equacdo de grau 3
dada por

1 =a?(1—x)[1 —ax(1—x)].

Agora, como x* ¢ ponto fixo de f,, esse obviamente também é um ponto fixo de f;2 e,
em particular, ¢ outra solugdo da equagéo acima. Considerando, entdo, uma nova variavel
y dada por x = x* + y, podemos reescrever a equagdo acima como

ay +(a—3)y+(2—1)=0.

Resolvendo, entdo, essa equagdo obtemos os dois outros pontos fixos de f,? que sdo dados
por

1 1 1 1 1 1
xi=-+—+—@-1)2—-4ex=-+———+(@-1)2-4

2 2a 2a 2 2a 2a
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Nao ¢ dificil verificar que f;(x1) = x2 e fz(x2) = X1, ou seja, x; ¢ x, formam uma
orbita periodica de periodo 2. Agora qual ¢ a natureza, do ponto de vista da estabilidade,
desses pontos periodicos? Aplicando a regra da cadeiaa f2(x), obtemos que (f£2)'(x) =
fa(fa(x)) f)(x). Tomando, entdo, x = x; temos que

(£2) () = £ (x2) f /(1)
= (a — 2ax3)(a —2axy)
=a?(1 —2x1)(1 —2x2)
(Va—tr=a-1) (V- —a1)
—((@—1*—4-1)
=—((a—1)*=5).

Agora, para valores de a entre 3 e 1 + +/6, 0 valor absoluto dessa expressdo ¢ menor do

que 1. Portanto, segue, da Proposigdo 4.1, que x; é um ponto fixo atrator para f>. O

mesmo argumento mostra que x, também é um ponto fixo atrator para f,2. Isto significa

que a orbita periddica {x;, x,} atrai a orbita por f, de todos os pontos que comegam em

sua vizinhanga. De fato, é possivel mostrar que efetivamente a orbita de qualquer ponto

?e [0, l% por fg, exceto 0, 1 — al e 1 por razdes Obvias, se aproxima da oOrbita periddica
X1,X25.

444 QOcasoa =4

Faremos agora um salto da regido de parametros menores do que 1+ +/6 diretamente para
a = 4. Para entender um pouco da dindmicade f4(x) = 4x(1—x), recorreremos a um ex-
pediente extremamente util na teoria de Sistemas Dinadmicos, a mudanga de coordenadas.
O nome técnico € conjugagao, que essencialmente significa encontrar uma transformagao
que relaciona duas dindmicas distintas, sendo uma delas conhecida ou mais facil de des-
crever que a outra (veja Secdo 1.20). Nosso objetivo final € mostrar que f4 € conjugada
a aplicacdo tenda estudada na Secdo 4.3 e, em particular, que elas compartilham diversas
propriedades dindmicas. Para tanto, faremos alguns passos intermediarios.

Consideremos inicialmente a dindmica auxiliar Q : [—1, 1] — [—1, 1] dadapor Q(x) =
1 — 2x2 e mostremos que f4 ¢ Q sdo conjugadas, ou seja, que existe uma transformacgao
h:[—1,1] = [0, 1] continua, bijetiva e com inversa continua, tal que 1o Q = fy 0 h. De
fato, consideremos 4: [—1, 1] — [0, 1] dada por h(x) = %, sendo ¢ claramente uma

aplicagdo continua. Também ndo ¢ dificil ver que 4 é uma bije¢do cuja inversa é dada por
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h~1(x) = 2x — 1, sendo, em particular, também continua. Entdo, dado x € [—1, 1],

W= (fa(h(x))) = h™ 1 (@h(x)(1 = h(x))

()55
=h7'(1 - x?)
=2(1-x?) -1

=1-2x2

= Q).

Consequentemente 1o Q = faohe Q e f4 sdo de fato conjugadas.

Nosso proximo passo ¢ construir uma conjugacdo entre Q e a aplicacdo tenda
T:[-1,1] — [-1,1] dada por T(x) = 1 — 2|x|. Considere a transformagéo continua
H:[-1,1] = [-1, 1] dada por H(x) = sen (%x) Sua inversa, que também ¢ continua,
¢ dada por H™!(x) = % arcsen (x). Entdo, dado x € [—1, 1], observemos inicialmente
que

sen (% - 71|x|> = sen (%) cos(—m|x|) + sen (—m|x]) cos(%)
= cos(—m|x|)
= cos(mx).

Agora, como cos(2x) = 1 — 2sen? x, obtemos que
b4 5 (T
sen (— — n|x|) =1-—2sen (—x).
2 2
Utilizando, entdo, essa observacdo concluimos que
H Y (Q(H(x)) = H™! (1 — 2sen? (%x))

=H! (sen (%(1 - 2|x|)>)
=1-2|x|

= T(x),
e, consequentemente, H o T = Q o H conforme desejado.
Finalmente, utilizando as conjugagdes entre f4 ¢ Q eentre Q e T, fica facil obter uma

conjugacdo entre fy e T. De fato, basta considerar a composi¢do ho H: [—1,1] — [0, 1]
cuja expressao explicita é

h(H(x)) = %(sen (%x) n 1).
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Nesse caso, usandoque ho Q = faohe Ho T = Q o H, obtemos que
fao(hoH)=hoQoH =(hoH)oT

conforme afirmado. Sendo, entdo, conjugadas, T e f; compartilham diversas proprie-
dades conforme explicitado no Exercicio 1.15 (veja também Exercicio 4.3 abaixo). Em
particular, como T ¢é transitiva e topologicamente mixing, concluimos que f4 também é.
Agora, sendo f4 transitiva, essa ndo pode, por exemplo, ter um ponto fixo atrator, diferen-
temente do que acontecia para f; nos casos em que 0 < a < 3.

Por fim, esse exemplo nos mostra claramente a importancia da no¢do de conjugagéo:
entendendo o comportamento de T', que é mais simples de estudar visto que € uma funcao
afim quando restrita aos intervalos [—1, 0] e [0, 1], entendemos também o comportamento
de f4 que por sua vez é uma fungdo ‘completamente’ ndo linear.

Exercicio 4.3. No Exercicio 1.15, assumimos que as transformagdes conjugadas sao ho-
meomorfismos. Verifique quais daquelas conclusdes se mantém validas ao eliminarmos
tal hipotese. Por exemplo, mostre que as propriedades f) e g) se mantém.

445 Ocasol++6<a <4

Consideremos agora o caso em que 1 + /6 < a < 4. O que ocorre nessa regido inter-
mediaria? Vimos que, para valores de ¢ menores do que 3, f, sempre tem um ponto fixo
atrator. Por outro lado, para a = 4, vimos que f, tem uma dindmica bastante rica, sendo,
por exemplo, transitiva e topologicamente mixing. Isto nos induz a pensar que a comple-
xidade do sistema cresce a medida que a cresce e que algo bastante interessante acontece
nessa regido, que separa os dois comportamentos distintos. E de fato é exatamente isso
que ocorre, mas uma analise mais cuidadosa iria requerer bem mais tempo e espago, por
isso nos limitamos a uma breve descri¢ao dos primeiros passos rumo a complexidade: o
ponto fixo que existe para a < 3 e que ¢ um atrator com bacia de atragdo (0, 1), continua
existindo, porém, para a > 3, ele se torna um repulsor, tendo em vista que sua derivada
passa a ter valor absoluto maior do que 1. Mas, neste momento, surge também um ponto
periodico p de periodo 2, que por sua vez ¢ atrator conforme descrito na Se¢do 4.4.3. Em
particular, as orbitas a seu redor tendem a se acumular em {p, f(p)}. Com o aumento de
a, esse ponto de periodo 2 também se transforma em repulsor e surge um ponto de periodo
4 cuja orbita ¢ um atrator; esse processo continua com uma infinidade de duplicagdes de
periodo, gerando um quadro bastante sofisticado e que esta bem além dos modestos ob-
jetivos dessas notas. O leitor que tiver interesse em conhecer mais detalhadamente esse
processo pode, por exemplo, consultar Devaney (2003).

4.5 Exercicios

Nesta secdo, apresentamos alguns exercicios para que o leitor possa explorar por conta
propria alguns dos conceitos trabalhados ao longo do capitulo.
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Exercicio 4.4. Consideremos o sistema dindmico f: [0, 1] — [0, 1] dado por f(x) = x2.
Descreva os pontos fixos, os pontos periddicos € os conjuntos limite para um ponto inicial
xo € [0, 1] qualquer. Sugestdo: inspire-se nas ideias do inicio do capitulo.

Exercicio 4.5. Consideremos agora f: [—1,1] — [—1, 1] dada por f(x) = x5, Proceda,
como no exercicio anterior, encontrando pontos fixos € o comportamento limite para um
ponto qualquer.

Exercicio 4.6. Consideremos duas transformagdes do intervalo [—1, 1], a tenda T'(x) =
1 —2|x| e f(x) = 2|x| — 1, que pode ser vista como uma tenda invertida. Mostre que o
homeomorfismo /i (x) = —x conjuga f e T.

Exercicio 4.7. Seja f: [0, 1] — [0, 1] dada por

~)2x, sex €[0,1];
S = 2—2x, sex € [% 1].

Esboce os graficos de f, f2 e, mais geralmente, de f” paraumn € N arbitrario. Obtenha
os pontos periddicos de periodo n de f. Dica: lembre-se de que esses pontos formam um
subconjunto dos pontos fixos de f”.

Exercicio 4.8. Seja f': [a,b] — [a,b] uma func¢do continua. Mostre que f tem pelo
menos um ponto fixo. Dica: considere g(x) = f(x) — x.

Exercicio 4.9. Seja f: [a,b] — R uma fungdo continua tal que f([a, b]) 2 [a, b]. Mos-
tre que f tem pelo menos um ponto fixo.

Exercicio 4.10. Seja f: R — R uma funcdo continua. Mostre que se f tem um ponto
periddico de periodo 2, entdo f tem pelo menos um ponto fixo. Dica: considere g(x) =

f(x) —x.

Exercicio 4.11. Seja f: R — R uma fungio estritamente crescente. Mostre que se f
tem algum ponto periddico, entdo esse ponto na verdade é um ponto fixo de f.



Neste capitulo, daremos continuidade ao estudo de dindmicas definidas num intervalo de
R focando em transformagoes expansoras e, mais especificamente, num exemplo bastante
simples, porém importante: a transformacdo f : [0, 1] — [0, 1] dada por

_ox, sex €[0,1);
Sx) = 2x—1, sexe[i.1]; SRY

cujo grafico ¢ dado na Figura 5.1.

Apesar de sua defini¢do ser bastante simples, f possui propriedades dindmicas bas-
tante interessantes como veremos na sequéncia. Na Secdo 5.2, veremos ainda que essa
transformagdo esta intimamente relacionada com diversas outras, inclusive com a apli-
cacdo shift estudada no Capitulo 3. No que segue, vamos supor que R estd munido da
distancia Euclidiana a qual denotaremos por d(x, y) := |x — y|. Em algumas partes deste
capitulo, porém usaremos intercambiavelmente as duas notagdes d(x, y) e |[x — y|.

5.1 f é uma aplicacao expansora

Uma propriedade fundamental da transformagdo f é que sua derivada é maior do que 1
em todos os pontos do dominio exceto em x = %, em que ela é descontinua. De fato,

f’(x) = 2 paratodo x € [0, %) U (% 1]. Isto implica, por exemplo, que localmente f



5.1. f é uma aplicag¢do expansora 91

0.5 4

Figura 5.1: Grafico de f dada em (5.1).

expande distancias: se x e y sdo pontos suficientemente proximos, entdo a distancia entre
f(x) e f(y) sera pelo menos duas vezes a distdncia de x a y. Este fato é descrito de
maneira precisa na seguinte proposi¢ao.

Proposicao 5.1. Existe ¢ > 0 tal que se x, y € [0, 1] sd@o pontos satisfazendo d(x, y) < &,
entdo d(f(x), f(y)) = 2d(x, ).

Uma transformacdo que satisfaz uma condigdo como a da proposigio anterior (pos-
sivelmente com uma constante ¢ > 1 no lugar do 2) ¢é dita expansora'. Na Secio 5.3,
apresentaremos uma defini¢do precisa deste conceito.

~ 1 ~ .
Demonstragdo. Tomemos, por exemplo, e = 15 € supomos que x, y € [0, 1] sdo tais que

d(x,y) < %. Vamos dividir a prova em casos. Se x,y € [0, %), entdo, pelo Teorema
do Valor Médio, temos que | f(x) — f(y)| = | f'(2)||x — y| para algum ponto z € [x, y].
Agora, como f'(z) = 2, segue que | f(x) — f(¥)| = 2|x — y| como queriamos. Um
argumento analogo pode ser feito para o caso em que x, y € [%, 1]. Resta considerarmos
o caso em que um dos pontos estd em [0, ;) € 0 outro estd em [l l] Supomos sem
1

perda de generalidade que x € [0,3) e y € [4.1]. Neste caso, como |x — y| <

10
segue que x € [2,1) ey € [3.2). Em particular, f(x) € [£.1) e f(y) € [0, %)
Consequentemente

1
>2.— >2|x—
T |x — yl.

| f(x) = fOD =

(SN O

1
5

LI‘I|-|>

! Aqui estamos pensando numa transformagéo expansora como sendo simplesmente uma transformagao que
localmente expande distancias. Em geral, assume-se também que a transformagéo ¢ continua, conforme defini-
¢do dada na Secdo 5.3.
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Logo, se x, y € [0, 1] sdo tais que |x — y| < llo, entdo | f(x) — f(y)| = 2|x — y| como
queriamos.

Esse fato tem diversas consequéncias dindmicas importantes como veremos na sequén-
cia.
5.1.1 Expansividade, transitividade e mixing topolégico
Comecemos observando que a transformagdo f ¢é expansiva.

Proposicao 5.2. [ ¢ uma transformacdo expansiva. Isto é, existe ¢ > 0 tal que se
d(f"(x), f*(y)) < e paratodon € N, entdo x = y.

Demonstragdo. Consideremos ¢ = 11—0 e supomos que d (f"(x), f"(y)) < % para todo
n € N. Nesse caso, aplicando a Proposi¢io 5.1 aos pontos f"~1(x) e "~ !(x), obtemos
que

d(f" ), f1 ) =d(f (")), £ (D)) = 2d (7N 1))

Agora, aplicando a Proposi¢io 5.1 repetidamente a f¥(x)e f¥(y)parak € {1,2,...,n—
2}, obtemos que

d(f*(x), ["(y) = 2"d(x, y).
Combinando com a hipdtese de que d (f"(x), f*(y)) < % para todo n € N, segue que
% > 2"d(x, y) paratodo n € N. Ou seja,

d(x,y) < paratodon € N.

1
10.27
Segue, entdo, que d(x, y) = 0 e, portanto, x = y como queriamos. O

Como uma consequéncia direta do resultado anterior, temos que f possui dependéncia
sensivel as condigdes iniciais (veja Se¢ao 1.16).

Nosso proximo resultado nos diz que, dado qualquer conjunto aberto V' em [0, 1) (em
particular, pode ser tdo pequeno quanto se queira), se considerarmos a imagem de V pelos
iterados de f, em algum momento, essa imagem cobrira todo o intervalo [0,1). Um
resultado similar ja havia aparecido na Secdo 4.3.

Lema 5.3. Dado qualquer conjunto aberto V- C [0,1), existen € N tal que f*(V) =
[0, 1).

Na prova do lema acima, utilizaremos a seguinte interpretacao a respeito da dindmica
de f: dado x € [0, 1), temos que o ponto f(x) ¢ obtido simplesmente multiplicando
x por 2 e trocando a parte inteira de 2x por 0, caso seja diferente de 0. Por exemplo,
se x = 0,31, entdo 2x = 0,62 ¢ f(x) = 0,62. Se x = 0,76, entdo 2x = 1,52 ¢
f(x)=2-0,76—1 = 0,52.
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Demonstra¢do do Lema 5.3. Consideremos a funcdo auxiliar F : R — R dada por
F(x) = 2x. Utilizando a interpretacdo da dindmica de f dada acima, ¢é facil ver que,
dadosn € N e x € [0,1), f™(x) pode ser obtido, a partir de F"(x) = 2"x, trocando
sua parte inteira por 0. Em particular, as partes decimais de f”(x) e F"(x) coincidem.
Agora, dado um subconjunto aberto V' C [0, 1), existe intervalo (a,b) C V. Nesse caso,
como F"(x) = 2"x, segue que F"((a,b)) = (2"a,2"b) e, portanto, seu comprimento é
dado por 2"b —2"a = 2" (b —a). Logo, para n suficientemente grande, temos que o com-
primento do intervalo F"((a, b)) é maior do que 1. Consequentemente se considerarmos
o conjunto obtido, trocando a parte inteira dos elementos de F”((a, b)) por 0, esse coinci-
dira com o intervalo [0, 1). Finalmente, combinando esse fato com a observagéo anterior
de que as partes decimais de F"(x) e f"(x) coincidem para todo x € [0,1) en € N,
segue que f"((a,b)) = [0,1). Em particular, f"(V) = [0, 1) como queriamos. O

Como consequéncia direta desse fato, temos o seguinte.
Corolario 5.4. A transformagdo f é topologicamente mixing.

Demonstra¢do. Dados conjuntos abertos U e V de [0, 1], do Lema 5.3, temos que existe
no € N tal que f"°(U) 2 [0,1). Em particular, f*(U) 2 [0, 1) para todo n = ny e,
consequentemente, f"(U)NV # @ paratodon = ng, provando que f é topologicamente
mixing. O

Nosso proximo objetivo é observar que f ¢ transitiva. Para tanto, provaremos inici-
almente um resultado auxiliar que nos fornece uma caracterizacdo de transitividade. Na
prova, utilizaremos dois fatos basicos sobre a topologia do intervalo (0, 1): o primeiro
¢ que existe uma base enumeravel de conjuntos abertos para a topologia de (0,1); e o
segundo € que vale o Teorema de Baire, ou seja, que a interse¢do enumeravel de subcon-
juntos abertos e densos de (0, 1) resulta num subconjunto denso de (0, 1). Todos esses
fatos podem ser consultados na referéncia Lima (1977).

Proposicio 5.5. A4 transformacdo f é transitiva se, e somente se, para todo par de subcon-
Jjuntos abertos U e V contidos no intervalo (0, 1), existen € N tal que f"(U)NV # @.

Demonstragdo. Se f ¢ transitiva, entfo existe x € [0, 1] cuja Orbita é densa. Em parti-
cular, para todo par de subconjuntos abertos U e V em (0, 1), existem nimeros naturais
ny e np tais que f"1(x) € U e f"2(x) € V. Podemos supor sem perda de generalidade
que n; < ny. Nesse caso, temos que f"1(x) € U e f"27"1(f"1(x)) € V e, portanto,
tomando n = n, —ny, segue que f*(U) NV # @ como queriamos. Resta provarmos a
reciproca

Observemos inicialmente que se f"(U) NV # @, entdo U N f*(V) # O (aqui
f7"(V) significa a pré-imagem de V por f"). De fato, dado x € f*(U) N V, existe
yeUn f7™(V)tal que x = f"(y). Em particular, U N f~"(V) # @ provando a
afirmagao.

Fixemos um conjunto aberto V' C (0,1). Segue, entdo, da hipotese e da obser-
vagdo anterior que dado qualquer conjunto aberto U C (0, 1), existe n € N tal que
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UnN f7(V) # @. Em particular, o conjunto | J,cr /" (V) é denso em (0, 1), uma
vez que intersecta qualquer conjunto aberto. Além disso, ndo ¢ dificil ver que f " (V)
¢ um conjunto aberto para todo n € N (isto pode ser mostrado, por exemplo, usando a
observacdo de que a pré-imagem de um intervalo aberto (a,b) C (0,1) por f resulta

em dois intervalos abertos: um (%, %) contido em (0, %) € outro (% + %, % + %) con-

tido em (% 1)). Em particular, |, ey /7" (V) € um conjunto aberto e denso em (0, 1).
Agora, como (0, 1) € um conjunto separavel, sua topologia possui uma base enumeravel
de conjuntos abertos a qual denotaremos por {V; } jen. Entdo, pelo argumento anterior, o
conjunto Z = () ey Upen f " (V) € uma intersegdo enumerével de conjuntos abertos
e densos. Segue, portanto, do Teorema de Baire que Z ¢ denso e, em particular, ndo vazio.
Agora, dado qualquer ponto x € Z, temos que { /" (x)}nen € denso em (0, 1) pois visita
todos os elementos da base {V/;} jeN. Isto conclui a prova da proposigdo. O

Observagao 5.1. Observemos que um resultado analogo ao da proposicao anterior ja apa-
receu na Proposigdo 1.6. A diferenca é que, nessa ultima, a transformagdo f ¢é continua
enquanto, que na Proposi¢do 5.5, f possui uma descontinuidade em x = % No entanto,
uma prova analoga a apresentada acima funciona no caso da referida proposi¢ao; a inica
diferenca reside basicamente no argumento de que a pré-imagem f (V') é um conjunto
aberto: aqui utilizamos propriedades especificas de f enquanto que no caso da Proposi-
¢do 1.6 segue direto da continuidade de f. Cabe ressaltar ainda que tal caracterizagdo pode
ser falsa para transformagdes descontinuas em geral; ela s6 funcionou em nosso contexto

devido as caracteristicas especificas da f dada por (5.1).
Exercicio 5.1. Prove a Proposicao 1.6.

Como consequéncia direta do Corolario 5.4 e da Proposi¢do 5.5, obtemos o seguinte.
Corolario 5.6. A4 transformacdo f é transitiva.

Exercicio 5.2. Denotemos por Den( f) o conjunto de todos os pontos cuja érbita por f
¢ densa em [0, 1]. Utilizando a prova da Proposic¢do 5.5, mostre que Den( f) é denso em
[0, 1]. Em particular, existe uma infinidade de pontos cuja 6rbita por f ¢ densa em [0, 1].

5.1.2 Pontos periodicos

Passaremos agora a estudar o conjunto Per( /) dos pontos periddicos de f. E facil ver
que tal conjunto ¢ ndo vazio. De fato, f(0) = 0 e, portanto, O € Per( ). Mais ainda, ndo
¢ dificil exibir diversos elementos de Per( f). Por exemplo,

« x = 1 pertence a Per(f), pois f(3) = 3 e f?(3) = 1. Ouseja, x = 1 ¢ ponto
periddico de periodo 2;

* X = 1% pertence a Per(f), pois f(%) = %, fz(%) = %e fS(%) = % Ou seja,

X = 5 € um ponto periddico de periodo 3;
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« x = % pertence a Per(f), pois f(3) = 2, f2(£) =2, f3(3) =2 f*(2) = &
Ou seja, x = é ¢ um ponto periddico de periodo 4.
De fato, vale o seguinte resultado.

Proposicio 5.7. f tem pontos periddicos de todos os periodos. Mais precisamente, dado
n e N, existe x € [0,1] tal que f"(x) = x e f*(x) # x para todo1 <k <n — 1.

Mais do que isso, dado n € N, podemos facilmente exibir um ponto x € [0, 1] cujo

periodo ¢ n. Por exemplo, tome x = 2,,—1_1 Nesse caso, sua oOrbita ¢ dada por

of L \_f 1+ 2 2 -t o
FTIEEY R DT T R T A [ R T A

e esse ponto de fato tem periodo n provando nossa afirmagdo. Como consequéncia direta
da proposigdo anterior, obtemos que

Corolario 5.8. f possui infinitos pontos periédicos.

Para que possamos entender ainda melhor a estrutura do conjunto Per( f'), estudaremos
na sequéncia o conjunto

Fix(f") = {x € [0.1]: /" (x) = x}.

Isto é, o conjunto dos pontos fixos de f”. Obviamente Fix(f") C Per(f) para todo
n € N. Além disso, Fix( f") contém todos os pontos periédicos cujo periodo é um divisor
de n. De fato,sen = k.m comk,m € N e f™(x) = x, entdo

fr'(x) = fMo...of™o fM(x) = x.

k—vezes

Em particular, temos nesse caso que Fix(f™) C Fix(f"). Um primeiro resultado a res-
peito do conjunto em questao € o seguinte.

Proposicao 5.9. Dado n € N, o conjunto Fix(f") tem exatamente 2" elementos.

Demonstragdo. A justificativa desse resultado sera feita por um argumento um pouco in-
formal, analisando o grafico de f”. Sua prova pode, porém, ser escrita de maneira formal
e deixamos isso como exercicio ao leitor.

Comecemos observando que, dada uma funcdo g arbitraria, x é ponto fixo de g se e
sO se g(x) = x. Isto significa, em termos do grafico de g, que x é ponto fixo de g se,
e somente se, o ponto de coordenadas (x, x) pertence ao grafico de g (lembre-se que o
grafico de g € o conjunto de todos os pontos da forma (x, g(x))). Isto implica que os
pontos fixos de g sdo exatamente aqueles pontos onde a reta y = x intersecta o grafico de
g. Por exemplo, na Figura 5.2, os pontos fixos de g sdo exatamente x1, X € X3.
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Figura 5.2: Grafico de g e seus pontos fixos.
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Figura 5.3: Graficos de f, f2 e f3 respectivamente.
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Voltando agora para o caso especifico da nossa fungdo f dada em (5.1), os graficos de
f, f?e f3 (lembre-se de que f” significa o n-ésimo iterado de f e ndo f elevado na
n-ésima poténcia) sdo descritos na Figura 5.3.

Observemos que f tem 2! “ramos” (segmentos de reta) que viode y = 0ay = 1,
f?tem 2% ramos que viode y = 0ay = le f3 tem 23 ramos que viode y = 0ay = 1.
De maneira geral, " tem exatamente 2" ramos que viode y = 0a y = 1. Agora observe
que cada um desses ramos intersecta a reta y = x em exatamente um ponto. Finalmente,
de acordo com as observacdes anteriores, esses sdo exatamente os pontos fixos de f”.
Logo f" tem exatamente 2" pontos fixos conforme afirmado. O

Seguindo nossa analise, observemos que cada um dos ramos de f” ¢ um segmento

de reta que vai do ponto de coordenadas (2%, 0) ao ponto de coordenadas (l%nl, 1) para

k € {0,1,...,2" — 1}. Em particular, como cada um deles intersecta a reta y = x,
para todo k € {1,2,...,2" — 2}, temos que f" tem um ponto fixo x pertencente ao

k+1). Sendo assim, dadosn € Nek € {1,...,2" -2}, f tem pelo menos

intervalo (2]‘7, 5

um ponto periodico no intervalo (2% ]%) Agora, dado um conjunto aberto qualquer
21 "

essas observagdes, concluimos que f tem um ponto periodico em U. Consequentemente

obtemos o seguinte resultado.

U C[0,1],existemn € Nek € {1,2,...,2"—2} tais que ( k Iil) C U. Combinando

Proposicio 5.10. O conjunto dos pontos periddicos de [ édensoem [0, 1]. Isto é, Per(f) =
[0, 1]. Em particular, 2(f) = [0, 1].

Como consequéncia desse fato combinado com os resultados da se¢@o anterior, obte-
mos que f é um sistema caotico (veja Se¢do 1.17).

Para sistemas ndo invertiveis, como é o caso da nossa transformagéo f, podemos con-
siderar também a nog¢ao de pontos pré-periodicos ou eventualmente periodicos: dizemos
que x é um ponto pré-periodico se existe k € N tal que f%(x) é um ponto periédico. Ou
seja, x & pré-periddico se existem k, n € N tais que /" (f k (x)) = f*(x). Note que todo
ponto periddico é também pré-periddico bastando para isso tomar k = 0. Porém nem todo
ponto pré-periodico € periddico. Por exemplo, no caso da nossa transformacdo f dada em
(5.1), 0 ponto x = ¢ pré-periddico, pois f(3) = 1, f2(3) = 3. /3(3) =0e0éum
ponto periddico de f, porém obviamente x = % nao ¢ periodico.

Exercicio 5.3. Verifique que todos os pontos da forma x = 2% comn € N, sdo pré-

-periodicos, porém nio sio periddicos para f dada em (5.1). Existem outros? E possivel
caracteriza-los?

5.1.3 f possui a propriedade do sombreamento

Nosso objetivo agora ¢ observar que a transformagao f dada por (5.1) possui a propriedade
do sombreamento. Seja (x,),cn Uma §-pseudo-orbita de f. Isto é, uma sequéncia de
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pontos em [0, 1] que satisfaz
d(f (xn), xn+1) < 8 paratodon € N.

Se existe k € N tal que a §-pseudo-orbita (x,),cn satisfaz x, = x,4 paratodon € N,
ou seja, os pontos da sequéncia se repetem de k em k, entdo dizemos que esta se trata
de uma §-pseudo-orbita periddica. Conforme ja observado na Secdo 1.18, uma pseudo-
-orbita de f pode ser interpretada como “uma orbita com pequenos erros”. Nosso proximo
resultado nos diz que se esses erros forem suficientemente pequenos, entdo existe uma
orbita “de verdade” de f que estd bem proxima da pseudo-orbita.

Proposi¢ao 5.11 (Propriedade do Sombreamento). Dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que para
toda §-pseudo-orbita (x,),cn de f existe x € [0, 1] satisfazendo

d(f*(x),x,) < eparatodon € N. (5.2)

Além disso, se ¢ > 0 for suficientemente pequeno, entdo o ponto x que satisfaz (5.2) é
unico. Mais ainda, se (x,),cn € uma §-pseudo-orbita periddica, entdo o ponto X que a
sombreia, isto ¢, que satisfaz (5.2), é um ponto periodico.

Uma ideia da prova ¢ a seguinte: cada ponto x, tem exatamente duas pré-imagens e
exatamente uma delas, a qual denotaremos por y;_,, estd a uma distancia menor do que ‘%
de x,—1. Analogamente y’_, tem exatamente duas pré-imagens e exatamente uma delas,
a qual denotaremos por y,,_,, estd a uma distdncia menor do que % de x,—». Procedendo
dessa forma, obtemos um ponto y/ cuja 6rbita satisfaz d (/7 (y3),x;) < & para todo
j €40,1,...,n}. Agora a sequéncia de pontos (y{)’)n <y converge a um ponto, digamos,
x. Esse ponto x ¢ exatamente o ponto buscado bastando para tanto tomar, por exemplo,
§< 2.

Exercicio 5.4. Implemente a ideia anterior de maneira precisa para mostrar que f tem a
propriedade do sombreamento.

Na sequéncia, apresentaremos uma demonstragao um pouco diferente desse fato que
pode ser mais facilmente adaptada a contextos mais gerais. Para tanto, recordemos que,
dados x € [0,1] e £ > 0, a bola de centro em x e raio € em [0, 1] é dada por

B(x,e) ={y €[0,1];d(x,y) < &}.

Ou seja, B(x, €) é o conjunto de todos os pontos de [0, 1] cuja distdncia a x é menor do
que ¢.

Demonstragdo. Dado & > 0, fixemos § > 0 de modo que § < 5. Além disso, supomos
sem perda de generalidade que ¢ < l Consideremos ainda os intervalos /; = [0, %) e

I, = [%, 1] ¢ as transformagdes g1 : [O 1] - I e g2: [0,1] — I, dadas por

g1(x) =

X 1
e g2(x) = 5 >

N =
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E facil ver que f restrita a cada um dos intervalos /1 e I, € injetiva e que suas inversas
sdo dadas respectivamente por g; e g». De outra forma,

(f|11)_1 = g1l[o,1) € (f|12)_l = g. (5.3)

Além disso, dado i = 1, 2, para todo x, y € [0, 1], temos que

1 1
d(8i(x).8i(y)) = lgi(x) =& (V)| = Jlx —y[ = 5d(x. y).

Ou seja, g1 ¢ g contraem distancias a uma taxa de %

Observemos que, como (X5),cn € uma sequéncia em [0, 1], paratodon € N, x, € I;
ou x, € I,. Consideremos, entdo, a sequéncia (k,),cn obtida de tal forma que k,, = 1
sex, € [1 ek, =2sex, € I,. Agora, como gg, (f (x,)) = x, e gk, contrai distancias
a uma taxa de %,

gk, (B G- #) € B, 5). (5:4)

Logo, como d (xn, f(xn—1)) <8 < £, segue que B(x,. Z) C B(f (xn—1). &) e, portanto,

gk (BU/C). ) € B(/ (¥a-1). e) para todo n € N.

Procedendo recursivamente, podemos considerar o conjunto

Kn = 8y © 8k, © -0 8y (B (a1).0))-

De acordo com a defini¢do e a observagao anterior, temos que K,+; C K. Além disso,
como cada gi,, contrai distdncias a uma taxa de %, o didmetro de K, converge a zero a
medida que n cresce. Ou seja, (K,),en € uma sequéncia encaixada de conjuntos compac-
tos com diametro convergindo a zero. Logo existe um Unico x na intersec¢do de todos eles,
sendo exatamente o ponto que buscamos. De fato, se x € (), Kn, entdo x € K,y
paratodo n € N. Isto é,

X € 8ko © 8Ky © -0 8kyy © 8ky (B (). 8) ).

Logo, observando que 1 € K,4; se, e somente se, k; = 2 paratodo j = 0,1,...,n,
segue de (5.3) que

170) € g, (BU G 2)).

Portanto, utilizando (5.4), segue que f"(x) € B (xn, %) Em particular, d (/" (x), x,) <
&. Finalmente, como isto vale para todo n € N, temos que x satisfaz (5.2).

Para obtermos a unicidade, tome ¢ > 0 suficientemente pequeno de tal forma que a
Proposigdo 5.2 valha com 2¢ no lugar de . Por exemplo, de acordo com a prova da referida
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proposicao, basta tomarmos & < %. Nesse caso, se x € y sdo pontos que satisfazem
d(f"(x),xp) <eed(f"(y),xn) < eparatodon € N, segue da desigualdade triangular
que

d(f"(x), [* () <d(f"(x),xn) +d(xn, [M(y)) <e+e=2¢

para todo n € N. Portanto, segue da Proposicdo 5.2 que x = y, provando a unicidade.
Agora, se (x,),en for uma §-pseudo-orbita periddica, isto ¢, se x,+x = X, para todo
n € N, entdo

(" Fxn) = d(FE0.x0) = d (@) ) <

para todo n € N. Ou seja, a 6rbita do ponto /¥ (x) também sombreia (x1),en- Logo, da
unicidade dada acima, segue que x = f*(x). Ou seja, x é um ponto periédico, concluindo
a demonstragdo. O

Como consequéncia do resultado anterior, obtemos que se g ¢ uma fungéo proxima de
f, entdo g € (quase) conjugada a f.

Proposiciao 5.12. Consideremos ¢ > 0 e § > 0 dados pela Proposig¢do 5.11 com &
suficientemente pequeno de modo que valha a unicidade na referida proposi¢do. Seja
g: [0, 1] — [0, 1] uma transformagdo satisfazendo

sup d(f(x),g(x)) <4. (5.5)

x€[0,1]
Entdo, existe uma aplicagdo h: [0,1] — [0, 1] tal que
hog= foh.

Demonstragdo. Dado x € [0, 1], consideremos a sequéncia (x,),cn dada por x, =
g"(x) para todo n € N. Observemos que tal sequéncia ¢ uma §-pseudo-oOrbita de f.
De fato, de (5.5) segue que

d(f (xn)s Xnr1) = d(f (" (x)). 8" (x)) = d(f(g"(x)). g(g"(x))) < &

para todo n € N. Logo, pela Proposi¢do 5.11, segue que existe y € [0, 1] tal que
d(f"(y),x,) < eparatodon € N. Isto ¢,

d(f"(y),g"(x)) < eparatodon € N.

Além disso, como ¢ € pequeno, tal y é unico. Definamos, entdo, /: [0, 1] — [0, 1] como
h(x) = y, sendo x associado a y pela propriedade do sombreamento conforme descrito
acima. Da unicidade dada na Proposi¢ao 5.11, temos que & esta bem definida. Além disso,
segue direto da defini¢do de & que

d(f"“(h(x)),g"“(x)) < e¢paratodon € N
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que pode ser reescrito como

d(f"(f(h(x))).8"(g(x))) < & paratodon € N.

Ou seja, a orbita de f(h(x)) sombreia a g-orbita de g(x). Portanto, de acordo com a
definigdo de &, segue que h(g(x)) = f(h(x)). Ouseja, ho g = f o h, concluindo a
demonstragao. O

Observagao 5.2. Trocando a condigdo (5.5) por uma condi¢do um pouco mais forte (veja
Exercicio 5.5), é possivel mostrar que a transformacéo & dada na proposi¢do anterior é
de fato uma bijec¢do: sob tais condi¢des, qualquer fun¢do g proxima de f (num sentido
apropriado) também tera a propriedade do sombreamento. Assim, trocando os papéis de
f e g na demonstragio anterior, construimos 27!

Uma observagdo final sobre a propriedade do sombreamento é que o ponto x, cuja
orbita sombreia (x,),cn, depende continuamente de (x,),cn ha topologia produto. Esse
¢ o resultado da proxima proposicdo. Consideremos novamente ¢ > 0 e § > 0, dados
pela Proposicao 5.11, com ¢ suficientemente pequeno de modo que valha a unicidade na
referida proposi¢do. Supomos ainda que ¢ ¢ suficientemente pequeno de forma que valha
a Proposicdo 5.1 com 3¢ no lugar de ¢.

Proposicio 5.13. Sejam (Xp),en € (Zn)pen S-pseudo-orbitas de f e x e z pontos asso-
ciados a (Xn),eN € (Zn),eN Tespectivamente pela Proposicdo 5.11. Dado n > 0, existe
N € N tal que se

sup d(xn,zn) <e

osn<N

entdo d(x,z) <.

Demonstra¢do. Observemos inicialmente que existe N € N talquesed (f"(y), f™(w)) <
3e paratodo 0 < n < N, entdo d(y,w) < 5. De fato, tome N de forma que 23—13 <.
Nesse caso, se d(f"(y), f"(w)) < 3¢ paratodo 0 < n < N, podemos aplicar a Propo-
si¢do 5.1 recursivamente N vezes (lembre-se que estamos assumindo que ¢ ¢ suficiente-
mente pequeno), obtendo

3¢ >d(fN). fNw) =2Vd(y, w).

Em particular, d(y, w) < 23—,5, < 1n conforme afirmado.
Utilizando agora nossa hipotese juntamente com a desigualdade triangular e o fato de
que x e z sombreiam (X,),cn © (Zn),en T€SPEctivamente, obtemos que

d(f"(x), f"(2)) <d(f"(x),xn) +d(xXn.20) + d(zn. ["(2))
<e+e+4+e=3¢

para todo 0 < n < N. Logo, da afirmacgdo anterior, segue que d(x,z) < 7 como queria-
mos.
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Exercicio 5.5. Sejam § > 0e g: [0, 1] — [0, 1] uma funcéo tal que
(i) g écontinuaem [0, ) e em [1,1] e diferencidvel em (0, 5) e em (3. 1);
(i)
sup d(f(x),g(x)) <§;

x€[0,1]
(iii)
sup d(f'(x),8'(x)) <& e sup d(f'(x),g'(x)) <34
xe(0,1) x€(3.1)

Assuma que § > 0 ¢ suficientemente pequeno.

(a) Mostre que g é expansora. Isto ¢, que vale uma propriedade semelhante aquela dada
na Proposi¢ao 5.1 (possivelmente trocando 2 por uma constante ¢ > 1).

(b) Tomando § suficientemente pequeno, € possivel garantir que g ¢ transitiva e topolo-
gicamente mixing?

(c) Estude os conjuntos Per(g) e Fix(g").

(d) Mostre que g satisfaz a propriedade do sombreamento (Proposi¢@o 5.11). Para esse
item, observe que na prova utilizamos que os ramos inversos g € g» de f contraecm
distancia a uma taxa de 1/2. Isto segue do fato que (localmente) f expande distan-

cias a uma taxa de 2. Se a taxa de expansdo fosse ¢ > 1, entdo a taxa de contragdo

de g1 e go seriac™!.

(e) Mostre que i, dada na Proposi¢do 5.12, ¢ uma bije¢io (lembre-se da Observa-
¢do 5.2). Pode-se dizer alguma coisa a respeito da continuidade de 2 e A~'? Lem-
bre-se da Proposigdo 5.13.

5.2 Dinamicas relacionadas

Nesta sec¢ao, veremos diversas transformacdes que sdo intimamente relacionadas com a
f que estudamos até agora.

5.2.1 Uma transformacio no circulo unitario S!
Denotemos o circulo unitario do plano cartesiano por S'. Isto &,

St={(x,y) eR?: x2+y2 =1
E facil ver que S! pode ser representado também como

S' = {(cosf,sen f) e R? : 6 € R}.
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Consideramos, entdo, a transformagio f;: S! — S! dada por
f1(cos 8, sen 0) = (cos 26, sen 26). (5.6)

Ou seja, f; simplesmente “duplica” o angulo 6. Por exemplo, se x é o ponto de S! cujo
angulo no sentido anti-horario com a parte positiva do eixo das abscissas ¢ 5 radianos (que
é equivalente a 60°), entdo f1(x) sera o ponto de S! cujo angulo no sentido anti-horario
com a parte positiva do eixo das abscissas é 2% radianos (que ¢ equivalente a 120°). No

3
que segue, sempre consideraremos o dngulo 6 em radianos, nunca em graus.

L | =

Figura 5.4: Representagdo de x e fi(x) no circulo unitario.

Dados dois pontos x e y em S', consideremos os raios que vdo da origem a x e da
origem a y (veja Figura 5.5). Agora esses raios definem dois angulos: um que vai de x a
y e outro que vai de y pra x. Definiremos a distdncia entre x e y em S' como sendo o
menor destes angulos. Isto ¢,

dg1(x,y) = menor angulo formado por x e y em St

Isto é equivalente a dizer que a distincia entre x ¢ y em S! é o comprimento do menor
arco sobre S! que conecta x € y.

Para os leitores com algum conhecimento de topologia geral, deixamos o seguinte
exercicio.

Exercicio 5.6. Verifique que dg1 é de fato uma métrica em S'. Além disso, mostre que
(S',dg1) € um espago métrico compacto.

Naio ¢ dificil verificar que f; tem algumas propriedades dindmicas muito semelhantes
as de f dada em (5.1). Por exemplo,

Exercicio 5.7. (a) Mostre que f7 ¢ expansora. Isto ¢, vale uma propriedade semelhante
aquela dada na Proposicdo 5.1.
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dgi(z,y)

Figura 5.5: Distancia entre x e y.

(b) Mostre que f7 ¢ transitiva e topologicamente mixing.
(c) Estude os conjuntos Per( f1) e Fix( ")

(d) Mostre que f; satisfaz a propriedade do sombreamento (Proposigdo 5.11) e a Pro-
posi¢do 5.13.

(e) Mostre que f; satisfaz uma propriedade analoga a Proposigdo 5.12.

Por outro lado, f; possui uma propriedade muito importante que a distingue de f. A
saber, f1 é continua enquanto que f possui uma descontinuidade em x = % Esse fato
tem diversas consequéncias importantes. Por exemplo, no item e) do exercicio anterior
vimos que vale para f; uma proposi¢do semelhante a Proposicdo 5.12. Ou seja, se § > 0

for suficientemente pequeno e g: S' — S! ¢ uma transformagio satisfazendo

sup dg1(f1(x),g(x)) <8, (5.7)

xeS!

entdio existe uma aplicacdo h: S! — S!talque h o g = fi o h. Agora, nesse contexto,
se g for continua, entdo /4 também sera continua. De fato, dado n > 0, mostremos que
existe p > 0 tal que se x,z € S' e dg1(x,z) < p, entdo dg1 (h(x), h(z)) < n. Tomemos
N € N associado a 1 pela Proposi¢ao 5.13 (no item d) do exercicio anterior vimos que tal
proposic¢do é também satisfeita por f1). Agora, como g é (uniformemente) continua, existe
o > 0 tal que se x, z € S! satisfazem dg1(x,z) < p, entdo dg1(g"(x), g"(z)) < & para
todo 0 < n < N. Portanto, como 4(x) e h(z) sdo definidos exatamente como os pontos
cujas Orbitas sombreiam respectivamente as §-pseudo-orbitas (g7 (x)),en © (€7 (2)en>
segue da Proposicdo 5.13 que dgi1 (h(x), h(z)) < n, como queriamos. Observemos que,
no caso da transformagdo f dada em (5.1), as condig¢des de que g é continua e satisfaz
(5.5) sao mutuamente excludentes: se g € continua, entdo g ndo satisfaz (5.5) e vice-versa.
Logo ndo podemos reproduzir um argumento semelhante ao anterior no contexto de f
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para garantir que a transformacdo 4 dada na Proposi¢do 5.12 seja continua. Esse fato nos
mostra um pouco da diferenca entre os dois contextos.

Vimos, entdo, que se g: S! — S! é uma transformacdo continua proxima de fi,
entdo existe uma transformacao continua z: S! — S! talque hog = fi oh. Além disso,
como na Observagao 5.2 (recorde também o Exercicio 5.5), se trocarmos a condi¢éo (5.7)
por uma condi¢do um pouco mais forte ¢ possivel mostrar que a transformacdo 4 dada
acima ¢ de fato uma bijec@o. Nesse contexto, pelas observagdes anteriores, tanto / quanto
h~1 serdio continuas. Ou seja, & é um homeomorfismo e as transformacdes f e g sdo
conjugadas. Consequentemente f7 é estruturalmente estavel (veja Se¢des 1.20 e 1.21).

Exercicio 5.8. Baseado nas analises anteriores, apresente condi¢des sobre a perturbagdo
g: S' — Slde f1, que garantam que g também satisfaca a propriedade do sombreamento.
Como consequéncia, obtenha nesse contexto, que f; € g sdo conjugadas.

Entropia topologica de f

Observemos que, como f;: S! — S' é uma transformacdo continua definida num es-
pago métrico compacto (S!, dg1), podemos considerar sua entropia topolégica (veja Se-
¢do 1.22).

Proposi¢io 5.14. A entropia topolégica de f1: S' — S' é dada por
hiop (f1) = log2.

Demonstra¢do. Conforme observado na prova da Proposi¢ao 3.3,

htop(fl) = lim htop(fl ,€)
e—>0T

1
= 1l h, — .
k—gl-loo op (fl ’ Zk)

Logo, ao invés de considerarmos o limite acima quando ¢ — 0T, consideraremos o limite
restrito ao longo da sequéncia g = zlk, k e N,

Observemos que, como localmente f; duplica o angulo, se dg1(x, y) < zl,,, entdo

dsi ,(x,y) = max{dgi(x,y).ds1 (f1(x). 1(?)).....dst (/I ). /7 )}
=dgi (fln_l(x)v f1n_1()’))
=2"1dgi(x,y).
(5.8)

Agora, como o perimetro do circulo unitario com relacdo a dgs1 é 2, qualquer sub-
conjunto de S' com |2"T*+17| + 1 pontos, em que [2"+¥+1 7 | denota o maior inteiro
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menor ou igual a 2"k 157 tera pelo menos dois deles satisfazendo dg1(x, y) < ﬁ
Nesse caso, segue de (5.8) que ds1 ,(x,y) < # Consequentemente

1
Sep(n»ﬁafl) < |_2n+k+17TJ < 2n+k+3.

Portanto

. . 1 1
hip(f1) = lim hmsup—log(sep(n, W’fl))

k—+00 pstc0 N
< lim limsup — log(2"+k+3)
k=400 pstco N
= log2.
Por outro lado, novamente como o perimetro do circulo unitario com relagdo a dg1

é 27, podemos escolher um subconjunto de S! com pelo menos [2"+**+1 7| pontos de
forma que quaisquer dois pontos distintos desse conjunto satisfagam

1
W <dgi(x,y). 5.9

Em particular, quaisquer dois pontos desse conjunto também satisfazem
1
dsi(x,y) < T
Do contrario, se dois pontos satisfizessem dg1 (x, y) > #, entdo nao seria possivel

distribuir os outros |2”1k+15 | — 2 pontos de forma que quaisquer dois pontos distintos
satisfacam (5.9) (por qué?). Consequentemente podemos usar (5.8) e (5.9) para obter que
quaisquer dois pontos distintos desse subconjunto satisfazem dgs1 ,(x, y) = # Logo

1
Sep(n,ﬁ’fl) > L2n+k+lﬂJ > 2n+k+1'

Portanto
1
h = lim lims 10 se ,
wp(f1) = (mlim sup = g( p( CSEFT fl))
> lim limsup — log(2”+k+1)
k=400 pstco N

= log2.

Combinando as duas observagdes, concluimos nossa demonstragao. O

Exercicio 5.9. Usando as ideias da prova anterior, calcule a entropia da aplicagdo tenda
dadana Secao 4.3. Além disso, utilizando os resultados da Se¢ao 4.4.4, obtenha a entropia
da aplicagdo f4: [0, 1] — [0, 1] dada por f4(x) = 4x(1 — x).
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5.2.2 f1 como uma transformacio agindo no plano complexo

Uma observagio simples é que podemos pensar no circulo unitario S como estando con-
tido no plano complexo C ao invés de R?. Nesse caso, S! pode ser representado por

S¢ ={z€C; |z] =1}.

Ou seja, conjunto dos pontos de C cuja norma é 1. Agora, como todo nimero complexo
z de norma 1 pode ser representado na forma trigonométrica como z = cos 6 + i sen
para algum angulo 6, a transformagdo f; pode ser reescrita como

f1(cos @ +i sen ) = cos26 + i sen 26.

Por fim, lembrando que se z = cos @ + i sen 8, entdo z2 = cos 20 + i sen 26, a transfor-
magdo fi pode ser reescrita de maneira equivalente como f;: 5(1: — S(lc com

fiz) =z

Ou seja, f1 pode ser também pensada como uma transformacgao, agindo no circulo unitario
complexo, que consiste simplesmente em “elevar ao quadrado”.

5.2.3 A transformacao 2x mod 1

Comecemos relembrando brevemente a nogao de congruéncia. Dizemos que dois nimeros
reais x ¢ y sdo congruentes modulo m e descrevemos esse fato como x = y mod m, se
a diferenca x — y entre eles for um multiplo inteiro de m. Por exemplo, 19 e 103 sdo
congruentes modulo 4 (19 = 103 mod 4), pois 103 — 19 = 4 - 21. De forma analoga,
25,43 é congruente a 16,43 modulo 3 pois 25,43 — 16,43 = 9, sendo um multiplo inteiro
de 3.

No que segue, estaremos interessados num caso bem particular de congruéncias que
sdo as congruéncias modulo 1. Observemos que, de acordo com a defini¢@o acima, dizer
que dois numeros x e y sdo congruentes modulo 1 € equivalente a dizer que a diferenca
x — y € um nimero inteiro (a diferenca entre dois nimeros ¢ um multiplo inteiro de 1
se, e somente se, tal diferenga ¢ um numero inteiro). Em particular, todo niimero real x ¢é
congruente modulo 1 a um unico niimero do intervalo [0, 1). A saber, se x = 0, entdo ele
¢ congruente a sua parte decimal. Por exemplo,

123,34598 = 0,34598 mod 1

pois a diferenca entre 123,345 98 ¢ 0,345 98 ¢ um nimero inteiro. Ja se x < 0 entdo x ¢
congruente a “1 menos a parte decimal de |x|”. Por exemplo,

—-32,12=1-0,12=0,88 mod 1

visto que a diferenga entre —32,12 ¢ 0,88 ¢ um numero inteiro. Tendo isso em mente,
sempre que escrevermos “x mod 1” estaremos nos referindo ao unico nimero em [0, 1)
que é congruente a x.
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Observemos que, ao considerarmos a relagdo de congruéncia modulo 1 em R, a dis-
tancia Euclidiana induz uma métrica em [0, 1) dada por

d=(x,y) = min{|[x — y[, 1 — [x — y[}.

Por exemplo, de acordo com essa métrica, os pontos x = 0,001 e y = 0,999 estdo bem
proximos. De fato,

d=(x, y) = min{|0,001 —0,999|, 1 — [0,001 — 0,999|} = 0,002.

Em particular, segundo a distancia d=, se x se aproxima de 0, entdo x também esta se
aproximando de 1 e vice-versa, o que € natural visto que 0 0 € 0 1 sdo 0 mesmo elemento
segundo a congruéncia mdédulo 1. No que segue, consideraremos o espago [0, 1) munido
desta métrica.

Exercicio 5.10. Verifique que a transformagéo d=: [0,1) x [0,1) — [0, +00) € de fato
uma métrica e que ([0, 1), d=) é um espago métrico compacto.

Consideremos a transformagdo f,: [0, 1) — [0, 1) dada por
fo(x) =2x mod 1. (5.10)

Em palavras, o que a transformagdo f, faz é multiplicar x por 2 e tomar a parte decimal
do resultado. Por exemplo, f2(0,56) = 2-0,56 mod 1 = 0,12, pois 2-0,56 = 1,12 ¢
1,12 = 0,12 mod 1. E facil ver que f, pode ser também representada por

1y.
f) = 2x, sex €[0,3):

2x—1, sexe [%,1), .11

cujo grafico é dado na Figura 5.6.

Lembremos que estamos considerando em [0, 1) a métrica d= induzida pela relacdo
de “congruéncia modulo 1”. Em particular, segundo esta métrica, os pontos 0 e 1 sdo
identificados visto que 0 = 1 mod 1. Em outras palavras, ¢ como se fossem “0 mesmo
ponto”, como se pegassemos o intervalo [0, 1] e “colassemos” os extremos O e 1, obtendo
um circulo. Em termos do grafico de f>, é como se “colassemos” os pontos de coordena-
das (%, 0) e (%, 1) e os pontos de coordenadas (0, 0) e (1, 1), obtendo, assim, uma curva
continua, que pode ser expresso formalmente dizendo que a transformagio f> é continua
com relagdo a esta métrica. De fato, é facil ver que f» é continua nos pontos dos inter-
valos (0,1) e (3.1). Resta, entdio, verificarmos que f5 é continuaem x = 1 ex = 0.
Verifiquemos o primeiro caso. Observemos inicialmente que

linlL d= (fz(x), fz(%)) = lir?i min{|2x — 0], 1 — |2x — 0|}

X—=>5 x—5

= linll_(l —|2x =0|) = 0.

x—>3
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Figura 5.6: Grafico de f>(x) = 2x mod 1.

Analogamente

1
lim d= (fz(x), fz(—)) = lim min{|2x —1-0[,1 —|2x —1-0|}
PN, 2 P

= lim [2x—1-0| = 0.
+

1
x—>%

Consequentemente lim _ ! d= ( fa(x), fz(%)) = 0e f é continua em x = % Proce-
dendo de forma analoga, verificamos que f> é também continua em x = 0 (lembremos
que, como 0 = 1 mod 1, x aproximar-se de 0 na métrica d= significa que x aproxima-se
de 0 por valores maiores do que 0 ou x aproxima-se de 1 por valores menores do que 1).
Consequentemente f, é continua em todo o intervalo.

No paragrafo anterior, vimos que o intervalo [0, 1) munido da métrica d= pode ser visto
(pelo menos intuitivamente) como um circulo. Agora a a¢do de f» nesse circulo consiste
simplesmente em associar um ponto do circulo a outro ponto cujo angulo no sentido anti-
-horario com a parte positiva do eixo das abscissas ¢ o dobro do angulo inicial. Ou seja,
f> pode ser pensada de maneira equivalente como f; dada em (5.6). Esse raciocinio pode
ser formalizado de maneira precisa como segue.

Exercicio 5.11. Considere as transformagdes f; ¢ f» dadas respectivamente por (5.6) e
(5.10). Mostre que existe um homeomorfismo 4 : [0,1) — S! talque ho f; = fo0h.
Ou seja, f1 e f> sdo conjugadas. Além disso, observe que % pode ser tomada de tal forma
que dg1 (h(x),h(y)) = Cd=(x, y) para alguma constante C > 0.

Exercicio 5.12. Utilizando os Exercicios 1.15 ¢ 5.11 e a Proposicao 1.8, traduza as pro-
priedades de f; em propriedades de f>.
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Para finalizar, observemos que apesar de os graficos de f e f, dados nas Figuras 5.1
e 5.6 terem aparentemente o mesmo formato, eles representam objetos distintos, pois na
Figura 5.1 estamos considerando o intervalo [0, 1] munido da métrica Euclidiana enquanto
que na Figura 5.6 estamos considerando a métrica d=. Conforme ja mencionado, uma das
consequéncias desse fato ¢ que a transformagdo f ¢é descontinua em x = % enquanto que
/> é continua neste ponto. Essa diferenga tem implicagdes dindmicas importantes (algu-
mas das quais foram mencionadas na Segdo 5.2.1), porém, devido a natureza introdutdria
destas notas, ndo as exploraremos de maneira mais aprofundada. Por outro lado, mesmo
exibindo alguns comportamentos dindmicos distintos, f e f, possuem propriedades em
comum e, dependendo das propriedades que estamos interessados, o entendimento de uma
resulta também na compreensao da outra.

5.2.4 A transformacio 2x mod 1 como um shift

Outra maneira interessante de ver a a¢do de f, € reescrever os numeros de [0, 1] na base
2. Mais precisamente, todo numero real x € [0, 1] pode ser escrito como

X1 X2 X3 X4 Xj
X=0x1X2%3...= 4+ —=+—=+—+...= E —,

sendo x1, x5, x3 . .. digitos iguais a 0 ou 1. Essa ¢ uma representagdo de x na base 2. Por
exemplo, o nimero x = 0,640 625 pode ser representado na base 2 como x = 0,101 001.
De fato, na base 2, a expressao x = 0,101 001 significa

1 0 1 .0 0 1

5T T35t 55t or s+ g6 = 0640625,
Dessa forma, podemos identificar sequéncias unilaterais de zeros e uns com numeros em
[0, 1]: & sequéncia (x1, x2, X3, ...) associamos 0 numero

+“)X'
x =0,x1X2X3... = Z =L e [0,1].

27
j=1

Observemos agora que, se na base 2, temos x = 0,x1Xx2X3 ..., isto &,

X1 X2 X3 X4
X ZZET +'§5 +'§§ +'§Z +...,
entdo X X X X X X
1 2 3 4 2 3 4
2x =50 +'§T +'§5 +’§§ + .. —‘X1'+'§T +'§E +'§§'+
e, portanto,

X X X
2xm0d1=—2+ 3 4

o §+2—3+...=O,XZX3X4~-~



5.2. Dindmicas relacionadas 111

Ou seja, aplicar f, a um numero x escrito na base 2 ¢ equivalente a apagar o primeiro
digito e mover os outros uma unidade para a esquerda. Isto nos faz lembrar um velho
conhecido: o shift unilateral no espago de sequéncias {0, 1} que estudamos no Capitulo 3.
Denotando, ent#o, o shift unilateral por f3: {0, 1}N — {0, 1}N e lembrando que ele ¢ dado
por

S3((x1, x2, x3,..)) = (x2, X3, X4, .. ), (5.12)

segue das observagdes acima que podemos representar a agdo de f> como o shift f3. Essa
representacdo pode ser bastante 1til para entender diversos aspectos da dindmica de f>
COMO Veremos a seguir.

Apesar de nossos argumentos acima serem um pouco informais, tudo pode ser formali-
zado de maneira matematicamente precisa como segue. Antes disso, porém, observemos
que a transformacdo f, pode ser “estendida” de maneira natural ao intervalo [0, 1]. Para
tanto, basta considerarmos f;: [0, 1] — [0, 1] dada por

2x, sex €[0,4):
X) =
f2(%) 2x—1, sexe[1.1].
De fato,como 1 =0 mod 1 e 0 = f2(0) = f2(1) = 1 mod 1, segue que f> esta bem
definida e coincide com a definigdo anterior. Essa representagdo ¢ mais ajustada para os
exercicios seguintes.

Exercicio 5.13. Consideremos o espaco de sequéncias munido de uma distancia ({0, 1}N, d)
como no Capitulo 3 e ([0, 1], d=) conforme acima. Mostre que a transformagdo 4 : {0, 1}N —
[0, 1] dada por

+o00

]’l(xl,XZ,)Cg,,...) = 0,X1X2X3 e = E
Jj=1

il
27

¢ continua e sobrejetiva e, além disso, satisfaz

h0f3=f20h.

Ou seja, o shift unilateral é semiconjugado a f>, ou ainda, f> ¢ um fator do shift unilateral
em {0, 1} (veja Segdo 1.20). Observe ainda que A ndo ¢é injetiva visto que a representacio
na base 2 ndo ¢ unica. Por exemplo, os nimeros 0,1 ¢ 0,011 111 111 1...representam a
mesma quantidade.

Exercicio 5.14. Utilizando a transformac¢ado & dada no Exercicio 5.13, estude quais pro-
priedades dindmicas de f, podem ser traduzidas em propriedades dinadmicas de f3 e vice-
-versa (lembre-se do Exercicio 1.16). Por exemplo, existem relagdes entre os pontos pe-
riddicos de f> e f3? Sabendo que uma delas ¢ transitiva, o que se pode dizer da outra? E
assim por diante. Lembre-se sempre de que # ndo ¢ uma bijegao.
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5.3 Exercicios

Nesta secdo, apresentamos alguns exercicios para que o leitor possa explorar por conta
propria alguns dos conceitos trabalhados ao longo do capitulo. Os exercicios marcados
com asterisco sdo importantes, pois complementam a teoria desenvolvida até aqui.

Exercicio 5.15. * Considere o conjunto [0, 1) munido da métrica d= como acima. Dado
k € N, com k > 2, considere a transformacdo g : [0,1) — [0, 1) dada por gx(x) =
kx mod 1. Estude as propriedades dinamicas de gz de forma analoga ao que fizemos com
f, f1, f2 e f3. Quais as semelhangas e quais as diferengas entre as dindmicas dessas apli-
cacdes? Qual a entropia de gx? A transformagdo gz ¢ semiconjugada a alguma aplicagéo
do tipo shift?

Exercicio 5.16. * Sejam (M, d) um espago métrico compacto e f: M — M uma trans-
formagédo continua. Dizemos que f ¢é expansora se existem constantes ¢ > 1 e p > 0 tais

que, para todo x € M, a imagem da bola B(x, p) contém uma vizinhanga de B( f(x), p)
e

d(f(y), f(2)) = cd(y,z) paratodo y,z € B(x, p). (5.13)

Ou seja, localmente f expande distancias. Lembre-se de que a bola aberta em M de
centro em X e raio p ¢ dada por

B(x,p) ={y € M:d(x,y) < p}.
Ou seja, ¢ o conjunto de todos os pontos de M cuja distancia a x ¢ menor do que p.
(a) Dé exemplos de transformagdes expansoras.

(b) D¢ exemplos de transformagdes expansoras que sao transitivas e exemplos que nio
sdo transitivas.

(c) Considere uma transformacdo expansora e transitiva f: M — M. Estude quais
das propriedades dindmicas obtidas nas se¢des anteriores continuam validas nesse
contexto mais geral.

Exercicio 5.17. Mostre que o shift unilateral f: {0, I}N — {0, 1}N estudado na Se¢io 3.2
¢ uma transformac@o expansora.

Exercicio 5.18. Considere as transformagdes f,g: R — R dadas por f(x) = ax e
g(x) = bxcoma > leb > 1. E facil ver que f e g expandem distancias e, em
particular, satisfazem (5.13). Mostre que a transformagdo #: R — R dada por
logb
X loga | se x > 0;

h(x) =10, se x = 0;

logh
—|x|lea,  sex <0,

¢ uma conjugacdo entre f e g. Isto é, mostre que & é homeomorfismo e, além disso,
satisfazho f = goh.



Neste capitulo, estudaremos uma classe importante de sistemas dinamicos conhecida como
sistemas hiperbolicos. Focaremos inicialmente num exemplo especifico de um automor-
fismo hiperbélico do toro T2. Para tanto, utilizaremos nogdes basicas de Algebra Linear
em dimensdo 2, brevemente recordadas no Apéndice B. Ao final do capitulo, apresentare-
mos brevemente a no¢do de hiperbolicidade em contextos mais gerais.

6.1 O modelo linear

Nesta se¢do, apresentaremos a transformacdo linear que dard origem ao automorfismo
hiperbélico de T2, que estudaremos a longo do capitulo juntamente com algumas de suas

propriedades.
Consideremos a matriz
4= 11
A\ o)
Observemos que seus autovalores sdao
1445 1-+5

A e
2 2

Em particular, |[A¥| >~ 1,618 > 1 ¢ |A*| >~ 0,618 < 1. Logo o valor absoluto de todos os
autovalores de A ¢ diferente de 1. Uma matriz com essa propriedade ¢ dita hiperbolica.
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Observemos ainda que

ﬁu:(—liﬁ) © 5S:(—lfﬁ)

sdo autovetores associados aos autovalores A¥ e A* respectivamente. Fazendo uma renor-
malizagdo de v* e v, obtemos autovetores com norma 1 associados a A* e A®, os quais
denotaremos respectivamente por
| I
Y= e v = =T
o™l [0° |

v

Por serem autovetores, eles satisfazem entre outras coisas,
Avt = A% e AvS = A5,
Aplicando, entdo, a matriz A n-vezes aos vetores v° ¢ v¥, obtemos
AMo¥ = (A" e A" = (W55, (6.1)

Consequentemente, como |A¥| > 1, segue que ao aplicarmos a matriz n-vezes ao vetor
v¥, seu comprimento é expandido por um fator |A*|", ou seja, cresce exponencialmente a
medida que n cresce. De forma analoga, como |A%| < 1, segue que ao aplicarmos a matriz
n-vezes ao vetor v, seu comprimento ¢ contraido por um fator |A%|"”, ou seja, decresce
exponencialmente a medida que n cresce. Por essa razdo, dizemos que a direcdo definida
pelo vetor v¥ ¢€ a direcdo instdvel (“unstable” em inglés, por isso o indice u no vetor v¥)
enquanto que a dire¢do definida pelo vetor v* ¢ dita dire¢o estdvel (“stable” no inglés,
por isso v¥).

E facil ver que os vetores v* e v°® sdo linearmente independentes. Em particular,
{v*,v*} forma uma base de R%. Considerando, entdo, os autoespacos gerados por v
e v*® que sdo dados respectivamente por

E¥={r-v*;reR} e E’={-v* teR}

segue que
R? = E¥ @ E°. (6.2)

Isto ¢, cada vetor de R? pode ser escrito de forma tnica como soma de um vetor em E¥
e outro em Ef. Observemos ainda que, por serem autoespacos associados a autovalores
distintos, E* ¢ E* sao invariantes pela agdo de A. Isto é, A(E*) = E* e A(E®) = E*. O
espago E¥ ¢ dito espacgo instavel enquanto que E* ¢é dito espaco estdvel.
Para referéncia futura, fixemos A € (0, 1) tal que |A*| < A e A™! < |A¥|. Entdo (6.1)
implica que
[A%ull = A7 lull e [[A"v] < A"|v]| (6.3)

paratodou e E¥ev e ESen € N.



6.1. O modelo linear 115

6.1.1 Conjuntos estaveis e instaveis de 4

Nosso objetivo agora ¢ estudar algumas propriedades dos conjuntos estaveis e instaveis
de A, introduzidos na Secédo 1.13. Essas propriedades serdo utilizadas de maneira signifi-
cativa na sequéncia do capitulo.

Dado um ponto p € R2, consideremos os conjuntos estaveis e instaveis de p com
relacdo a A dados por

Wip) = fr € R a7p = )] = of

Wi(p) = {x eRZ A" p— A7"x|| I2F2 o}.

Comecemos observando que eles nada mais sdo do que translagdes de E® e E¥ respecti-
vamente.

Lema 6.1. Para todo p € R?, temos que

Wi(p) = {X e R?%; x = p + v para algum v € IES}
=p+E*

Wi(p) ={x¢€ R2; x = p + v para algum v € E*}
= p+E*.

Demonstra¢do. Provaremos apenas a igualdade envolvendo o conjunto estavel. A outra
¢ analoga. Consideremos

Wj(!’) ={xe R? x = p + v paraalgumv € E*}

e provemos que Wi (p) = Wj (p). Sejax € VT/A‘ (p). Neste caso, x = p + v para algum
v € [Ef. Combinando este fato com (6.3), segue que

J4" p — A" = | 4" (p — )| = | 4"v] 0.
Portanto x € W3(p) e, consequentemente, Wj(p) C W93(p). Tomemos agora x €

W3 (p) e supomos que x ¢ I/T/j (p). Isto significa dizer que x — p ¢ E*. Logo existem
u e E¥ev e EScomu # (0,0) tais que x — p = u + v. Ento, usando a desigualdade
triangular e (6.3), segue que

[4"p = A"x| = A" (p — )| = [|14" (u + V)| = | A"u|| — [ A"v]|

_ (6.4)
= A7 Jull = A"l
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. +
Portanto, como A € (0, 1) e ||u] # 0, segue da expressdo acima que || A" p—A" x|| nores

+o00, contradizendo o fato que x € Wj(p). Logo x € Wj (p) e, consequentemente,
Wi(p) C Wj(p). Combinando as duas observagdes, concluimos que Wji(p) = Wi(p)
conforme afirmado. O

Observe que dessa caracterizagdo de W*(p) e W*(p) podemos concluir o seguinte.

Corolirio 6.2. Se x € Wj(p), entio |A"p — A"x|| < A"||p — x|| para todo n €
N. Ou seja, as orbitas futuras de p e x por A aproximam-se exponencialmente rapido.
Analogamente se x € W} (p), entdo ||A"p — A"x|| = A7"||p — x|| para todo n € N.

Nosso proximo resultado relaciona conjuntos estaveis e instaveis locais com conjuntos
estaveis e instaveis (lembre-se das definigdes dadas na Secao 1.13).

Lema 6.3. Dados p € R? e ¢ > 0, temos que
Wie(p) CWi(p)eWs . (p) C Wi(p).

Além disso,

Wip) = \J A7 (Wi (A"p) e Wi(p) = | A"(Wi.(47"p)).
neN neN
Demonstragdo. Provaremos apenas as afirmagdes envolvendo conjuntos estaveis. As ou-
tras sdo analogas. Seja x € Wj’s(p) e suponha que x ¢ Wj(p). Nesse caso, segue do
Lema 6.1 que x — p ¢ E°. Logo existem u € E* e v € E* com |u| # O tais que
X — p = u + v. Procedendo como em (6.4) e utilizando que x € stg( p), concluimos

que
e A" p — A"x| =52 oo

0 que ¢ um absurdo. Logo Wy . (p) C Wj(p) conforme afirmado.

Dadon € N,sejax € A™" (Wj E(A"p)). Nesse caso, A"x € W§ (A" p). Portanto

k—+o00

|45 p — 4K x| = [| A5 (4" p) — AR (4" x) | —— 0
em que segue x € Wi(p). Consequentemente, | J,en A_”(Wj s(A”p)) c Wip).
Tomemos agora x € W3 (p). Nesse caso, temos que

k
1A p — A x| 22522,

Em particular, existe ng € N tal que

|A" p — A" x|| < e paratodo n = no.
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Ou seja,
| A% (A0 p) — AR (Am0x)|| = || A*+m0 p — AKFMOx || < e para todo k € N.

Logo A™0x € Wy (A" p) e, consequentemente, x € Upen 47" <Wj,8(A”p)). Por-

tanto Wi(p) C Upen 47" <Wj,8(A”p)> Wi (p) que, combinado com a observagao ante-
rior, conclui a prova. O

Por fim, deixamos um exercicio simples que sera usado na sequéncia (observe que
uma questdo semelhante ja foi enunciada na Segédo 1.13).

Exercicio 6.1. Utilize as defini¢des de W3i(p) e W (p) para mostrar que

A(Wi(p)) = Wi(A(p) e AT (Wi(p)) = Wi(A™ (p)).

6.2 O toro T2

O toro T2 ¢ uma superficie (variedade de dimensdo 2) usualmente representada por um
desenho que tem a forma aproximada de uma cadmara de pneu ou uma rosquinha. Ele pode
ser visto como o quadrado unitario [0, 1] x [0, 1] C R? com os lados opostos identificados:
(x1,0) ~ (x1,1) e (0,x2) ~ (1,x3). De forma intuitiva, ¢ como se colassemos o lado
esquerdo com o direito ¢ o lado de cima com o de baixo do quadrado unitario. Isto é

Figura 6.1: Quadrado unitario com os lados identificados.

equivalente a pensarmos em T 2 como o produto cartesiano de dois circulos unitarios T? =
S! x S! (lembre-se das defini¢des de S! dadas no Capitulo 5). Em particular, podemos
munir T2 com a métrica dr dada por

dr((x1.x2), (y1.y2)) = \/dE(xlvyl)z +d=(x2,2)
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em que (x1,x2), (y1, y2) € T? = S! x S!, ou seja, x1, X2, y1, ¥2 sdo pontos de S!, e d=
¢ a métrica em S' dada na Segdo 5.2.3. Ao longo deste capitulo, sempre pensaremos em
T2 ~[0,1) x [0, 1) como um “subconjunto” de R2.

Exercicio 6.2. Verifique que dr ¢ de fato uma métrica em T2 e que (T2, d7) é um espago
métrico compacto.

Por fim, consideremos a aplicacio 7 : R? — T2 dada por
w(x1,x2) =(x; modl,x; modl).

Chamaremos esta aplicagdo de proje¢do, pois ela “projeta” pontos do plano em pontos do
toro. Lembremos que, caso x = 0, o nimero “x mod 1” € obtido a partir do nimero
x, trocando sua parte inteira por 0. Por exemplo, 326,789 mod 1 ¢ igual a 0,789. Ja se
x < 0, temos que “x mod 1” é obtido fazendo “1 menos a parte decimal de |x|”. Por
exemplo,

—141,34 mod 1 =1-0,34 = 0,66.

Uma propriedade simples da aplicacdo 7 ¢ a seguinte.

Lema 6.4. Dados pontos x,y € R2, temos que

dr(m(x), 7(y)) < [lx = y|.

Em outras palavras, w é Lipschitz com constante de Lipschitz igual a 1. Além disso, se
lx =yl <1, entdo
dr(w(x), 7(y)) =[x =yl

Demonstracdo. Sejam x = (x1,x3) e y = (y1. y2) pontos de R2. Entdo

dr(7(x), m(y)) = vd=(x; mod 1,y; mod 1)2+d=(x, mod 1,y, mod 1)2.
Agora, recordando da defini¢do de d= dada na Secdo 5.2.3, segue que
d=(x; mod1l,y; mod1)<|x; mod —y; modl|<|x;—yi].

Analogamente, d=(x, mod 1, y, mod 1) < |x; — y»|. Logo

dr(mw(x),7(y)) = \/dz(xl mod 1,y; mod 1) +d=(x, mod 1,y, mod 1)*

< VIxr = yi2 + [x2 — y2?
= [lx =yl

como queriamos.

Supomos agora que ||x — y| < % Isto é, \/(xl — v+ (x2— )% < % Logo
(x1 — y1)2 + (xp — y2)2 < % e, consequentemente, (x; — yl)2 < % e (xy — y2)2 < ‘1—‘.
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Em particular, |x; —y;| < % elxa—ya| < % Entdo, recordando mais uma vez a defini¢do

de d=, segue que |x; — y1| = d=(x1, ¥1) € |x2 — y2| = d=(x2, y2). Portanto

dr((x1,x2), (y1,¥2)) = \/dz(xl,)h)z +d=(x2,2)

= \/(xl — )% + (x2 = y2)?
= lx=xl

conforme afirmado. O

Exercicio 6.3. E facil ver que 7 : R? — T2 ndo é injetiva. Por exemplo, tomando x; =
1,32 ¢ y; = 4,32, temos que 7 ((x1,3)) = n((y1,5)). Mostre, no entanto, que, restrita
a qualquer bola aberta de raio menor do que 3, a aplicacio 7 € injetiva.

Exercicio 6.4. Dados x, y € T2, mostre que existem X,y € R? tais que 7(X) = x e
7(¥) = y e, além disso,

dr(x,y) =[x = JI.

6.3 A aplicacdo induzida em T?

A matriz A induz uma transformacdo linear em R? (veja Apéndice B.2), a qual denota-
remos também por 4: R? — R2. Como os coeficientes de 4 sio inteiros, vetores com
coordenas inteiras sdo levados em vetores com coordenadas inteiras. Isto é, A(Z?) C Z2.
Além disso, como det(A) = —1, A é invertivel e A~! também tem coordenadas inteiras.
Por essa razdo, a transformacdo inversa A~ também satisfaz A~!(Z?) C Z>?. Conse-
quentemente, A(Z?) = Z?2. Esse fato nos permite induzir a partir de 4 uma aplicagdo no
toro T2 da seguinte forma. Consideremos a transformacio f4: T? — T2 dada por

Sa(x1,x2) = w(A(x1, x2))

(x1 +x2 mod1l,x; mod1).

Tal transformacio é um exemplo de um automorfismo hiperbélico do toro T?2.

Outra maneira equivalente de definir f4, porém sem pensar em T2 como um sub-
conjunto de R?, é a seguinte. Definamos f4: T2 — T2 como sendo a aplicagio que
satisfaca

fa(m(y1,y2)) = w(A(y1, y2)) para todo (y1, y2) € R

Observemos que f4 estd bem definida. De fato, se (y1, y2) € (21, z2) sdo taisque w (y1, y2) =
7 (z1, 22), entdo podemos escrever (y1, y2) = (z1 + m1, 22 + ma) = (21, 22)+(m1, my)
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com (my,ms) € Z2. Logo

Sa(@(y1, y2)) =n(A(y1, y2))
= n(A((z1, 22) + (m1,m2)))
= n(A(z1,22) + A(my, my))
= n(A(z1, 22)) + 7 (A(my, m2))
= n(A(z1, 22))

visto que 7 (A(m1,m2)) = (0,0), uma vez que A(m,,m,) € Z? tendo em vista as obser-
vagdes anteriores. Em particular, f4 esta bem definida.

Lema 6.5. A4 aplicagio fa: T? — T? dada acima é um homeomorfismo e sua inversa é

dada por f' = fy-1.

Demonstragdo. Observemos inicialmente que f4 é continua. Dado ¢ > 0, sejam x, y €
T? tais que dr(x, y) < . Nesse caso, segue do Exercicio 6.4 que, existem pontos X, €
R? tais que 7(¥) = x e 7(¥) = y e |¥ — ¥| = dr(x,y) < &. Entdo, utilizando o
Lema 6.4, obtemos que

dr (fa(x), fa(y)) = dr (fa(7 (X)), fa(7())))
= dr (n(AX). 7(AYy))
< [[AX — Ayl
< [[AllIx =¥
< || Alle.

Isto mostra ndo s6 que f4 é continua, mas uniformemente continua.

Verifiquemos agoraque f; ! = f4—1. Observemos inicialmente que, como A~ (Z?) =
72, f4—1 esta bem definida. Além disso, um argumento analogo ao anterior mostra que
f4—1 também ¢ continua. Agora, dados x € T2 e X € R? tais que 7(X) = x, temos que

fa—1(fa(x)) = fu-1(fa(m(X)))
= fa-1(7(4X))
= n(A_lA)"c')
= 7(X)

= X.

Analogamente verificamos que f4(f4-1(x)) = x e, consequentemente, f U= f,1.
Combinando, entdo, as observagdes anteriores, obtemos que f4 de fato ¢ um homeomor-
fismo. O
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6.4 Os pontos periodicos de f4

A partir de agora, passaremos a estudar algumas propriedades dindmicas da aplicacdo f4
comegando pelo estudo de seus pontos periddicos.

Proposicdo 6.6. Os pontos periédicos de f4 sdo densos em T 2.

Demonstracdo. Dado um nimero natural k € N, consideremos os pontos de T2 da forma

i1 is 5
L 2)erT
(k’k)e

com 0 < iq,ip < k. Denotemos o conjunto de todos esses pontos por Rac(k) (“pontos
racionais de T2 com numerador k). Observemos que esse ¢ um conjunto finito (tem k?
pontos) e que, além disso, f4(Rac(k)) C Rac(k). De fato,

iv i) iy iz
fA(P z) = ”(A(z’ z))
i1 ir I
—”(z“*;’z)

= (ll —]: 12 mod l,% mod 1)

_ (i i_l)

S \kk
sendo j = iy +ipseiy +ix <kej =iy +iy—kseip +i; = k. Em particular,
0 < j < k e, consequentemente, f4(Rac(k)) C Rac(k) conforme afirmado. Portanto,
sendo Rac(k) um conjunto finito € f4 uma bije¢do, temos que f4|rac(k), iSto €, a restrigdo
da aplicagdo f4 ao conjunto Rac(k) é uma permutagdo de Rac(k). Logo todos os pontos

de Rac(k) sdo periodicos. Finalmente, como | J; oy Rac(k) é denso em T2, concluimos
a demonstragao. O

Como uma consequéncia direta desse fato, do Exercicio 1.6 e da relagdo entre os con-
juntos Per(f4) e §2(f4) dada no Exercicio 1.7, temos os seguinte.

Corolario 6.7. O conjunto dos pontos ndo errantes 2(f4) de f4 coincide com T?2.

Mais do que apenas dizer que o Per( f4) é denso em T2 e, portanto, infinito, podemos
calcular exatamente quantos sdo os pontos fixos de f para cada n € N. Para tanto,
utilizaremos o seguinte resultado auxiliar conhecido como Teorema de Pick, devido a
Georg Alexander Pick (1859—-1942), cuja demonstragdo pode ser encontrada em Aigner e
Ziegler (2018).
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Teorema 6.8. Consideremos um poligono em R? cujos vértices tém coordenadas inteiras,
isto é, sdo da forma (ky,ky) com ky,ky € Z. Denotemos por i o niimero de pontos com
coordenadas inteiras no interior do poligono e por b o numero de pontos com coordenadas
inteiras nas bordas do poligono. Entdo a drea deste poligono é dada por

b
A=i+—-—1.
1+2

Como anteriormente, denotemos por Fix( f 1;’) o conjunto dos pontos fixos de f e por
#Fix(f7) a cardinalidade desse conjunto.

Proposicio 6.9.
#Fix(fj’) =|(A")" + (A°)" —=2|.

Demonstracdo. Observemos inicialmente que (xy,x;) € T? satisfaz f T((x1,x2)) =
(x1, x2) se, e somente se,

afx1) _ (X1 kq
A (Xz) = (X2) + (kz) para algum kq, k, € Z.

(A" —1d) (2) = (2) para algum k1, k, € Z.

Ou seja,

Agora a matriz A” — Id leva o toro T2 (visto como [0, 1) x [0, 1)) no paralelogramo

P ={au; + Busy : Ol,,B € [O, 1}

uy = (A" —Id)((l)) e 1y = (A" —Id)((l)).

Entdo o nimero de pontos (x, x2) € T2 ~ [0, 1) x [0, 1) que satisfaz

em que

(A" — 1d) (2) = (g) para algum k1, k, € Z

¢ exatamente o nimero de pontos com coordenadas inteiras contidos no paralelogramo P.
Afirmamos agora que esse numero ¢ precisamente a area de P. De fato, denotemos por i
o numero de pontos com coordenadas inteiras no interior de P, por b o niimero de pontos
com coordenadas inteiras nas bordas de P, por b; o numero de pontos com coordenadas
inteiras no lado ouy, @ € [0,1] de P e por b, o nimero de pontos com coordenadas
inteiras no lado Bu,, B € [0, 1] de P. Entdo b = 2by + 2b, — 4, visto que em “2b; +2b,”
estamos contando os quatro vértices duas vezes. Além disso, o numero de pontos com
coordenadas inteiras contidos no paralelogramo P é dado por i + by + b, — 3. De fato,
como os lados u; + Bu, com B € [0,1] e cu; + up com « € [0, 1] ndo pertencem a P,
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temos que somar “by + by” ao invés de b; como P contém apenas o vértice (0,0) e em
“b1+b,” estamos somando os quatro, temos que subtrair 3 da expressdo “i +b1 +b,”. Por
outro lado, como A" — Id é uma matriz com entradas inteiras, segue que o paralelogramo
P tem vértices com coordenadas inteiras e, consequentemente, temos pelo Teorema de

Pick que a area de P ¢ dada pori + % — 1. Agora

b 2by +2by — 4

Ou seja, o nimero de pontos com coordenadas inteiras contidos no paralelogramo P
coincide com a area de P conforme afirmado. A area de P, por sua vez, ¢ dada por
|det(A™ — 1d)| = |[(A*)" + (A®)" — 2|. Combinando, entdo, as observag¢des anteriores,
concluimos a demonstracao. O

6.5 Os conjuntos estaveis e instaveis de f4

Nesta secdo, estudaremos algumas propriedades dos conjuntos estaveis e instaveis de f4
dados por

W (p) ={x € T% dr(f§(p). f1(x)) = URaia )

n—-+o00

Wi (p) ={x € T? dr(f1"(p). f1"(x)) —— O}.

Comecaremos observando que eles nada mais sdo do que a projecdo de conjuntos estaveis
e instaveis de A. Além disso, veremos que restrito a conjuntos estaveis e instaveis locais,
f4 contrai/expande distancias de maneira exponencial.

Proposicdo 6.10. Para todo p € T? C R?, temos que
Wi (p) = n(Wi(p)) e Wi (p) = n(Wi(p)).
Além disso, existe ¢ > 0 tal que

Wi (p) =n(Wi.(p) e Wi (p)=n(Wi.(p))

e, mais ainda, para todon € N,

dT(f/f(x), f/'f(p)) < AMdp(x, p) paratodo x € W;A,a(p) (6.5)
e
dr(f1"(x), f4"(p)) < A"dr(x, p) paratodo x € W¢, (p). (6.6)
Em particular,

Wi (p) CWs (p)eW§, (p) CWE (p).
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Demonstra¢do. Provemos inicialmente as afirmacdes envolvendo os conjuntos estaveis e
.. . . R . .
estaveis locais, comec¢ando com a caracterizacao de WfA (p). Consideremos x € (WA ( p)).

Entdo existe y € Wj(p) tal que x = m(y). Nesse caso, como 7w (p) = p, segue do
Lema 6.4 que

dr(f1(p). f1(x)) = dr(fi(@(p). fL(7(¥))
= dr(n(A"p), m(A"y))
<|A"p— A"yl

Agora, como y € Wj(p), segue que ||A"p — A" y|| 27T 0. Portanto x € W3 (p)e,
consequentemente, n(Wj (p)) C W}A (p).

Mostraremos agora que W;A (p) C n(Wj ( p)). Fixado x € W;A (p), vamos mostrar
que existe y € Wi(p) tal que x = m(y). Sejang € N tal que

para todo n = ny.

dr(f100. 110) < g

Entdo, como 7(A"0p) = f:o (p), existe um Unico z € B(A”Op, %) tal que 7(z) =
f"0(x). Consideremos agora y = A7"0z. Nesse caso,

n(y) = m(A7"02) = [ (n(2)) = _"0( 10 () = x.

Resta mostrarmos que y € Wj(p). Como |z — A" p|| < 7, segue do Lema 6.4 que

Iz — A" pll = dr (w(2). ©(A" p)) = dr (f§°(x). £1°(p)) <

af4]’
Consequentemente
1
|4z — A(A™ p)| <
Portanto, combinando este fato com o Lema 6.4, segue que
1
|4z = 44" p)|| = dr(x(Az), 7(A(A™ p) = dr (£1F (), 157 (p) < A

Procedendo recursivamente, obtemos que

1
1A%z — A" (470 p)|| = dT( ot (), f"0+n(p)) A P odon €N,

Portanto, como dT( T (x), f10t" (p)) — 0 a medida que n — 400, segue que
z € Wj(A" p) e, consequentemente, y € Wji(p). Logo WfSA (p) C n(Wj(p)). Com-
binando as duas observagdes anteriores, concluimos que WS (p) = n(Wj (p)) como

queriamos. Mostremos agora que existe ¢ > 0 tal que WS ( p) = n(Wj o p)).
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Procedendo como no caso anterior, ¢ facil ver que 71( o p)) ; .(p) para todo

& > 0. Para mostrarmos a inclusdo contraria, consideremos e < _I Nesse caso, dado
s
X € WfA .(p), temos que

1
todon = 0.
dr(f1(x). f1(p)) < A para todo n
Procedendo, entdo, como na prova de W;A (p)Crm (Wj ( p)), podemos mostrar que existe
y € R? tal que w(y) = x e, além disso,

4"y — A" p|l = dr(f{(x). f1(p)) <e paratodon € N.

1
= a4y

Consequentemente y € Wy (p) e x = w(y) € n(Wj’g(p)), seguindo que W; (p) C

T (Wj’E (p)) . Combinando com a observagdo inicial, obtemos que 7 (le’E (p)) fA .(p)
conforme afirmado.

Consideremos agora x € WSA,S(p) = n( ws (p)) Nesse caso, existe y € Wj (P)

tal que w(y) = x. Agora, como & < m < 5 em(p) = p, usando o Lema 6.4 (duas

vezes) e o Corolario 6.2, obtemos que

dr(f1(p). f1(x) =dr(f{@(p). f1(x(y))
= dr (7 (A" p), w(A"y))
<|[|A"p— A"y
<AMp =yl
= A"dr (7 (p), 7(y))
= Adr(p.x)

provando (6.5). O fato que WSA’ (p) C W}A (p) segue diretamente do Lema 6.3 e das
caracterizagdes anteriores. A prova das afirmagdes, envolvendo conjuntos instaveis e ins-
taveis locais, pode ser feita de maneira analoga trocando simplesmente ‘iterados para o
futuro’ por ‘iterados para o passado’ na prova anterior e usando que fA_1 = fu—1. A
prova da proposi¢do esta completa.

Lema 6.11. Dados p € T? e x € W;A (p). existe um unico ponto X € Wj(p) tal que
x = n(X). Ou seja,
Tlwspy: Walp) = W3, (p)

é uma bijecdo. Vale também um resultado andlogo para W}‘A (p) e Wi (p).

Demonstra¢do. Consideremos inicialmente o caso em que p = (0, 0). Da Proposigdo 6.10,
segue que W;A ((0,0)) = =(W3((0,0))) = n(E¥). Em particular, a existéncia de um
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ponto X como enunciado esta assegurada. Resta, entdo, mostramos que tal ponto X € Ginico.
Para tanto, supomos que Z € W3 ((0,0)) = E* é um ponto tal que x = 7(X) = n(2) e
mostremos que X = Z.

Consideremos r = _1;‘5. Nesse caso, os pontos de E* tém coordenadas da forma
(t,rt). Em particular, X e Z tém a forma X = (tz,13r) € Z = (t3, tzr) para algum 1z, 15 €
R. Como n(X) = mw(Z), segue que tz = tz mod 1 e tzr = tzr mod 1. Ou seja,

ty —tz € Zetzr —tzr € Z. Agora, como r € um nimero irracional, se tz —t3 € Z, entdo
s6 podemos ter (tz —tz)r € 7Z caso tzy —tz = 0. Portanto X = Z, concluindo a prova
no caso em que p = (0,0). O caso geral segue do anterior combinando o Lema 6.1 ¢ a
Proposigdo 6.10. O

Combinando, entdo, o lema anterior, a Proposigdo 6.10, o fato que W} (p) e W} (p)
sdo segmentos de reta e a continuidade de 77, obtemos que, localmente, WfSA (p)e W}‘A (p)
s30 “copias” de um intervalo. Em outras palavras,

Corolario 6.12. W;A (p)e W}‘A (p) sdo variedades de dimensdo 1.

Nosso proximo resultado nos diz que conjuntos estaveis e instaveis “se espalham” por
todo o toro T?2. Mais precisamente,

Proposicido 6.13. Dados p,q € T2, os conjuntos estdveis e instaveis W;A (p)e W/’,‘A (q)
sdo densos em T?2. Além disso, o conjunto dos pontos de intersecdo de W;A (p)e W/’,‘A (9)
também é denso em T2.

Consideremos inicialmente o seguinte resultado auxiliar.

Lema 6.14. Seja r € R um numero irracional. Entdo o conjunto
{nr mod1: neZ}

é denso no intervalo [0, 1].

Demonstragdo. Consideremos a sequéncia bilateral (x,), 7 dada por x, = nr mod 1.
Dado k € N, pelo Principio da Casa dos Pombos (veja Secdo 2.1) existem ny,n, € Z
distintos tais que x,, € Xx,, pertencem a um mesmo intervalo da forma [lE’ %] para
algum 0 < i < k — 1. Supomos sem perda de generalidade que x,, = x,,. Nesse
caso, 0 < x,, —Xp, < %, 0 que é equivalente a 0 < (n, —ny)r mod 1 < ]% Ou seja,
0<xpym < % Esse argumento nos mostra que, para todo k € N, existe n; € N tal
que 0 < xp, < % (a desigualdade 0 < x,, segue do fato que x,, = ngr mod ler ¢
irracional).

Agora, dados ¢ > 0 e x € [0, 1], tomemos k € N de modo que % < ¢ e fixemos

0<iy <ktalquex € [%’ ix,j 1]. Pelas observagdes anteriores, existe x,, satisfazendo

0 < xp < % Entdo, tomando m = [k’TXkL em que [y] significa o0 menor inteiro maior
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ou igual a y, temos que mx,, € [% %] Em particular, |x — mx,, | < % < e.

Finalmente, como mx,, = mngr mod 1, segue que mngr mod 1 estd a uma distincia
menor do que ¢ de x. Logo, como ¢ e x sdo arbitrarios, segue o resultado. O

Demonstra¢do da Proposi¢do 6.13. Mostraremos que W;A (p) é densoem T?2. O caso de
W}‘A (p) é analogo. Para tanto, é suficiente mostrarmos que 7 (E*) é denso em T 2. De fato,

isso segue do Lema 6.1 e da Proposi¢do 6.10. Entdo, dado um ponto y = (y1, y2) € T2,
vamos mostrar que existem pontos de i (E¥) arbitrariamente proximos de y.

Como na prova do Lema 6.11, consideremos r = _1%5 Entdo o espaco E® coin-
cide com a reta x, = rx;. Ou seja, os pontos de E¥ tém coordenadas da forma (x;, rxy).
Como r ¢ irracional, segue do Lema 6.14 que, existe n € Z tal que nr mod 1 esta
arbitrariamente proximo de y, — y;r mod 1. Isto significa que existe k € Z tal que
nr + k esté arbitrariamente proximo de y, — y;r. Nesse caso, nr + y;r = (y1 +n)r
esté arbitrariamente proximo de y, — k. Em particular, o ponto (y; + n, (y1 + n)r) esta
arbitrariamente préximo do ponto (y; + 1, y2 — k) em R2. Portanto, levando em consi-
deragdo o Lema 6.4, obtemos que 7 ((y1 + 1, (y1 + n)r)) esta arbitrariamente proximo
de m((y1 +n,y»—k)) em T2, Agora, como y; +n = y; modley, —k = y,
mod 1, segue que 7 ((y; + n, y2 —k)) = (¥1, y2). Combinando essas observacdes, se-
gue que 7 ((y; + 1, (y1 + n)r)) esta arbitrariamente proximo de (y1, y) em T2. Final-
mente, como (y; + n, (y1 + n)r) € E*, segue que 7 (E®) é denso em T2,

A observacdo de que o conjunto dos pontos de intersecio de W}A (p)e W}‘A (g) tam-

bém é denso em T2 segue diretamente dos fatos que 7 (E*) e 7 (E*) sdo densos em T2 e
ES e E* se intersectam transversalmente, veja (6.2). O

Exercicio 6.5. Mostre que, para todo p € T2, temos

FaOVE(0) = W5, (fa(p) e [ (WE () = W (f'(p)-

Note que se o leitor j& fez o exercicio da Secao 1.13, entdo o Exercicio 6.5 ¢ uma
consequéncia direta daquele.

Exercicio 6.6. Dados p € T? e ¢ > 0 suficientemente pequeno como na Proposi¢do 6.10,
mostre que

Wi = U £ (Wi, (72 ) e Wi = U 75(Wh, (7 )-
neN neN

Observe que uma versdo desse exercicio para a aplicagao A ja foi demonstrada no
Lema 6.3.

Exercicio 6.7. Mostre que se ¢ > 0 for suficientemente pequeno, entdo existe § > 0 tal
que, para todo x, y € T2,

i) WS (x) N W“ (y) consiste de no maximo um ponto;
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(i) se dr(x,y) < 6, entdo WS (x) N W“ (y) consiste de exatamente um ponto o
qual denotamos por [x, y] :— (x) ﬂ fA L)

Se um subconjunto M do espacgo de fases de um sistema dindmico ¢ tal que (ii) € satisfeito
para todo x,y € M e, além disso, [x, y] € M, entdo dizemos que M tem estrutura de
produto local. Em particular, T? tem estrutura de produto local com relagio a fj.

Exercicio 6.8. Utilizando o exercicio anterior, mostre que se ¢ > 0 ¢ suficientemente
pequeno entdo existe § > 0 de forma que se dr(x,y) < dez € W}A 26(), entdo
fA LX)N W“ .(2) consiste de exatamente um ponto. Esse exercicio sera usado pos-
teriormente. (cha' observe que o angulo entre os dois segmentos de reta WS 8(x) e
fA .(¥) ¢ independente de x e y. Faga um desenho para melhor compreender a situa-

¢do.)

6.6 Novas métricasem WS e W4
fa fa

Vimos na Proposigdo 6.10 que, restrito a conjuntos estaveis e instaveis locais, f4 con-
trai/expande distdncias de maneira exponencial. Nosso objetivo nesta se¢do ¢ introduzir
novas métricas nos conjuntos estaveis e instaveis (globais) de forma que, com relagdo a
essas novas métricas, a mesma propriedade continue valida nesses conjuntos maiores.

Dadosp € T?ex,y € Wi (p), sejam X, y € Wj(p) os pontos dados pelo Lema 6.11
taisque x = (X)) ey = n(jf') Definimos, entdo, d: WS (p) x WS (p) = [0, +00)
como

dp(x.y) =X =l

E facil ver que d » € de fato uma métrica, que nos da uma nogao de proximidade “dentro”
do conjunto estavel. Por exemplo, na Figura 6.2, os pontos x e y estdo proximos segundo a
métrica dr do toro, mas estdo longe segundo a métrica d,. Esse ltimo fato pode ser visto
de maneira intuitiva da seguinte forma: para irmos de x para y sem sair de W}A ((0,0)),
temos que “andar” sobre os segmentos de reta (que pertencem a WfSA ((0,0))) conforme
a orientacdo dada pelas setas, lembrando que os lados de cima e de baixo do quadrado
estdo identificados, assim, como os lados esquerdo e direito. Entdo, ao partirmos de x
e chegarmos no lado superior do quadrado, reiniciamos no outro segmento de reta cujo
“inicio” tem a mesma primeira coordenada do “final” do segmento anterior (no caso do
desenho, no segundo segmento de reta dentro do quadrado). Prosseguindo andamos até
tocar o lado esquerdo do quadrado. Dai continuamos no ultimo segmento de reta contido
no quadrado (pois o “inicio” deste segmento tem a mesma segunda coordenada que o
“final” do segmento anterior) e, assim por diante, até chegarmos em y. Dessa forma, fica
claro que em W}A ((0,0)), x e y estdo distantes. Em particular, ¢ falso que d,(x,y) <

dr(x, y). Por outro lado, ¢ facil ver que dr(x,y) < d,(x, y) paratodo x, y € WS (p).

Quando ndo hé risco de confusdo, omitiremos o indice “ 7 de d, e escreveremos apenas
d®.
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Figura 6.2: Representagdo de parte de W}A ((0,0)).

Uma propriedade importante da métrica d, € a seguinte.

Proposi¢io 6.15. Dados p € T? e x,y € W} (p), temos

Ay (a0, fa() < Adj(x.y).

Ou seja, restrita ao conjunto estdvel, f4 é uma contragdo segundo a métrica d*.

Observagao 6.1. Observe que devido ao Exercicio 6.5, dados x,y € W;A (p) temos
que f4(x), fa(x) € W}A (fa(p)). Em particular, faz sentido considerarmos a distancia

a5 (»(fa(x), fa(y).

Demonstragdo. Dados x, y € W}A (p),sejam X,y € Wi(p) taisque (X) = xen(y) =
y. Entdo

4% o (). f4(0) = d%, () (Fa @), falx (7))

P - 6.7)
= de(p)(n(Ax), w(AY)).

Observemos agora que, por defini¢do, temos f4(p) = w(Ap), ou seja, as respectivas
coordenadas de f4(p) e Ap tém a mesma parte fracionaria. Em particular, Ap — f4(p) €
7. Além disso, pela caracterizagio dada no Lema 6.1, temos que

Wi(fa(p)) = fa(p) + E* e Wji(Ap) = Ap +E’. (6.8)

Por outro lado, como X € Wj(p), segue do Exercicio 6.1 que AX € Wj(Ap). Analoga-
mente Ay € W3i(Ap). Combinando essas observagdes, segue que existem vy, v, € E°
tais que

AX = Ap 4+ vx = vx + fa(p) + (Ap — fa(p))

Ay = Ap + vy = vy + fa(p) + (Ap — fa(p))-
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Agora, como Ap — f4(p) € Z2, segue que

7 (vx + fa(p) + (Ap — fa(p))) = 7 (vx + fa(p)).

Ou seja, m(AX) = mw(vx + fa(p)). Analogamente 7(Ay) = n(vy + fA(p)). Final-
mente, como vy + f4(p) e vy + fa(p) pertencem a Wi(fa(p)) (recorde (6.8)), segue
da unicidade dada no Lema 6.11, da defini¢do de d }A » © de (6.3) que

d5 (T (AT), 7 (A7) = |[(vx + fa(p) — (vy + fa(p))|
= [lvx — vy
= [[AX — Ay
S AIxX =yl
= Ad,(x,y).

Combinando este fato com (6.7), concluimos a demonstragao. O

Exercicio 6.9. Utilizando as ideias da demonstraciio, anterior mostre que dado p € T2,
Wi (fa(p)) = w(W(A4p)).
Para tanto, note que (6.8) nos da a seguinte relagdo W3 ( fa(p)) = Wi(Ap)+ fa(p)—Ap.

De maneira analoga ao que fizemos para o conjunto estavel, podemos construir uma
nova métrica em W]’,‘A (p) com propriedades semelhantes: dados p € T?ex,y € WJ’,‘A (p),

sejam X,y € W} (p) os pontos dados pelo Lema 6.11 tais que x = 7(X) e y = 7().
Definimos, entdo, d, : W}‘A (p) x W}‘A (p) — [0, +00) como

dp(x.y) = [IX =¥l

Procedendo de forma anéloga ao que fizemos na Proposi¢ao 6.15, obtemos a seguinte
propriedade de d“.

Proposi¢iio 6.16. Dados p € T? e x,y € W% (p). temos
A (o (fa(x), fa(¥)) = A7 (x, y).

Ou seja, restrita ao conjunto instavel, f4 éuma expansdo segundo a métrica d*.

6.7 Transitividade, mixing topologico e expansividade de
fa

Nesta se¢do, mostraremos que f4 ¢ transitiva, topologicamente mixing e expansiva, ex-
plorando as propriedades dos conjuntos estaveis e instaveis obtidas nas Se¢des 6.5 ¢ 6.6.
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Proposicao 6.17. A aplicacdo f4 é topologicamente transitiva.

Demonstragdo. Para provarmos essa proposi¢do, utilizaremos a caracterizacao de transi-
tividade topologica dada na Proposigdo 1.6.

Sejam U,V C T2 conjuntos abertos e p € U e ¢ € V pontos periddicos (cuja
existéncia é garantida pela Proposi¢do 6.6). Sejam € N um multiplo comum dos periodos
de p e q. Em particular, f{"(p) = pe f{'(g) = g. Consideremos um ponto x €
W}A (p) N W/’,‘A (g) cuja existéncia segue da Proposi¢do 6.13. Nesse caso, usando que

Iff’”(p) =pe fjl””(q) = ¢ para todo k € Z, segue que

k—+o00

dr(p. f4™ () = dr (A" (p). F£"(¥)) = 0

k—+o00

dr(g. ") = dr (f7*" @), £ () =0,
Ou seja, f /’f’" (x) converge para p e fA_km (x) converge para ¢ a medida que k — +o0.

Tomemos, entdo, kg € N tal que fjfom(x) eU efA_kOm(x) € V. Logo f2kom(y\nU #

@ (pois z = fA_kOm (x)eVe fjkom (z) = jfom (x) € U). Portanto, como 0s conjuntos
U e V sdo arbitrarios, segue que f4 é topologicamente transitiva. O

Usando ideias semelhantes as anteriores, mostraremos o seguinte.
Proposicio 6.18. A aplicagdo f4 é topologicamente mixing.

Antes de iniciarmos a prova da proposi¢do, introduziremos a seguinte nomenclatura:
dizemos que r é um segmento de reta em T? se r = w(R), em que R é um segmento de
reta em R2. Por exemplo, na Figura 6.3, r = r; U r, U r3 é um segmento de reta em T2,
pois ele pode ser obtido como 7 (R) = r, sendo R um segmento contido na reta ¢ de R?
obtido movendo-se sobre ¢ para a direita a partir do ponto P e cujo comprimento coincide
com a soma dos comprimentos de 7y, r, € 3.

nod //

-

N
N
N\

] 1

Figura 6.3: Exemplo de segmento de reta em T 2.
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Demonstracdo. Sejam U,V C T? conjuntos abertos. Pela Proposicdo 6.13, temos que
W}‘A ((0,0)) é denso em T 2. Em particular, existe um segmento de reta r de comprimento /

contidoem U N W}‘A ((0,0)). Da Proposigao 6.16 segue que ao aplicarmos f4 ao segmento

, seu comprimento aumenta por um fator maior ou igual a A~!. Ou seja, 0 comprimento
de fa(r) segundo a métrica d(o 0) é maior ou igual a A~'/. Analogamente, aplicando fy4
n-vezes a r, obtemos que o comprimento do segmento fJ (r) segundo d(o 0) ¢ maior ou

igual a A7/, Em particular, como A € (0,1), A™"] — +o00 a medida que n — +o00.

Agora, novamente como W“ ((0,0)) é densa em T2, segue que dado ¢ > 0 existe
T > 0 tal que todo segmento de tamanho maior ouigual a T com relagdo a dt (0.0)° contido
em W}‘A ((0,0)), intersecta qualquer bola de raio & em T? (verifique). Para finalizar a

demonstragdo, tomemos ¢ > 0 tal que o conjunto aberto V' contenha uma bola aberta de
raio ¢ e fixemos ¢ € N de tal forma que o comprimento de f; ", (r) com relagdo a d(0 0)

€ maior do que 7. Em particular, fJ(r) tem comprimento com relagdo a d (0.0) maior do

que T para todo n = ng. Logo, segue das observagdes anteriores, que f7 A (r) intersecta a
bola de raio & contida V' para todo n = ng. Portanto, como f}(U) 2 f](r), segue que
f4(U) NV paratodon = ny.

Proposicdo 6.19. A aplicacio f4 é expansiva, isto é, existe ¢ > 0 tal que se x,y € T?
satisfazem

dr (f1(x). f1(»)) <& paratodon € Z,

entdo x = y. Em particular, f4 tem dependéncia sensivel as condigdes iniciais.

Demonstra¢do. Fixemos, por exemplo, ¢ = 11—0 e mostremos que fy4 € %—expansiva.
Sejam x,y € T2 pontos do toro tais que dr (f[;’ (x), £ (y)) < 11—0 para todo n € Z.
Pelo Exercicio 6.4, temos que existem X, € R? tais que 7(X) = x, n(y) = y e
IX — ¥|| = dr(x, y). Basta, entdo, mostramos que X = y.

Pela observagdo (6.2), temos que existemu € E¥ e v € Ef taisque X — y = u + v.
Vamos mostrar que ¥ € v devem ser ambos o vetor nulo. Para fins de contradi¢ao, suponha
que ||u] # 0. Nesse caso, usando (6.3), segue que paran € N,

14" (X = ) = [|A" (u + v)[| = [A"u] — [|A"v|
= A7 ull = A"l

Agora, como A € (0,1) e ||u] # 0, segue que

14" = 7)) 22525 4o (6.9)

Para finalizar a prova, observemos o segumte Por hipétese dr ( fi (x) fi (y)) 10
paratodon € Z. Em particular, dr(x, y) < 75 10, seguindo que || X —J| < 5. Logo, como
4l <5,

5 1
AX — Ay A - — =
45 = A5 < 14117 - 7 < 55 = 3
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Neste caso, segue do Lema 6.4 e da defini¢do de f4 que

[AX — Ayl = dr (7 (AX), 7w (AY))
= dr (fa(@ (X)), fa(@(})))

= dr (a0 fa ) < 7o

Agora, utilizando este fato e repetindo o argumento com AX e Ay no lugar de X e ¥, segue
que

|4°% — A% < AL A% - A7) < > = 1

h 10 2

e, portanto, aplicando novamente o Lema 6.4 e a defini¢do de f4, obtemos que

475 ~ A5 = dr (r(AD). 7(A%5)
= dr (3 (). ()
= dr (300, f30) < o

Procedendo repetidamente dessa forma, concluimos que, paratodon € N,

1
A - A"y < —
|| 7l < <5
o que contradiz (6.9). Logo ndo podemos ter ||u| # 0. Finalmente, assumindo ||[v]| # Oe
trocando n por —n nos argumentos anteriores, concluimos que nao podemos ter ||v|| # 0.
Logo X = y e, consequentemente, x = y, provando que f4 ¢ expansiva.

6.8 Estabilidade de transformacoes lineares hiperbolicas

O objetivo principal desta segdo ¢ mostrar que a transformagao linear 4, como transfor-
macio de R? em R2, ¢ globalmente estavel. Isto é, mostrar que pequenas perturbagdes
ndo lineares de A sdo topologicamente conjugadas a A e, em particular, sob certos aspec-
tos, possuem a mesma dindmica que A. Esses resultados serdo usados na Se¢do 6.9 para
mostrar que f4 satisfaz uma propriedade semelhante. A constru¢do da conjugacio de A
com seu perturbado sera feita utilizando a propriedade do sombreamento.

6.8.1 A possui a propriedade do sombreamento

Comecaremos com um lema auxiliar que nos diz que contragdes e expansdes possuem a
referida propriedade.
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Lema 6.20. Dado a € (0,1) U (1, +00), consideremos a transforma¢do f: R — R
dada por f(x) = ax. Entdo f possui a propriedade do sombreamento. De maneira mais
precisa, existe uma constante C > 0 tal que, dado § > 0, se (Xn),cz é uma sequéncia em
R que satisfaz

| f(xn) — Xp+1| <8 paratodon € Z,

entdo existe um unico ponto x € R tal que
| f"(x) —xn| < C8 paratodon € Z.

Demonstragdo. Suponha que a € (0,1). Observemos inicialmente que (" (x0)),en
sombreia (x,),cn. De fato, dado n € N, aplicando a desigualdade triangular e utilizando
quea € (0,1),

| f"(x0) — x| = |a" x0 — Xl
n—1
< Z |a"_kxk _ Cln_(k+1))€k+1|

k=0

n—1

< Z a" * Vjaxy — xp 4]
k=0

n—1
<Y @k
k=0

+o00
$Zak8

k=0
8
Cl—a’

Ou seja, tomando C = ﬁ, temos que | f"(xg) — x| < C8 paratodon € N. Observe-
mos que isso ainda ndo conclui a prova, pois queremos sombrear toda a §-pseudo-orbita
(Xn)pez. © até agora sombreamos apenas a parte positiva.

Agora, dado m € N, consideremos a sequéncia (z,), <y dada por z, = x,—,. Como
ela € uma §-pseudo-orbita positiva, segue, do argumento anterior, que existe ponto y,, tal
que

| " (ym) — zn| < CS paratodon € N.

Entdo, lembrando da defini¢do de z,, segue que
| /" (Ym) — Xp—m| < C8 paratodon € N, (6.10)

Ou seja, o ponto y,, sombreia a sequéncia (x,),>_,,. Tomemos agora x um ponto de
acumulagdo de (/™ (¥m))pen- Isto &, x = limg_, oo ™% (ymk) para alguma subsequén-
cia ( Sk (ym k)) ren (note que tal ponto de acumulagdo sempre existe pois a sequéncia
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(f™(Ym))men € limitada. De fato, segue de (6.10) que | f™(ym) — xo| < C$ para todo
m € N. Ou seja, todos os pontos da sequéncia estdo contidos em B(xg, C§)). Finalmente,
dado n € Z, utilizando (6.10) e a continuidade de f, segue que

@) =l = Tim (S () =l
= kEToo | frm (ymk) — X(n4mp)—my |
< Cé.

Para concluirmos a prova, resta mostrarmos que o ponto x satisfazendo | /" (x)—x,| <
C§ para todo n € Z é inico. Suponha que y € R também satisfaca | f*(y) — x| < C§
para todo n € Z. Nesse caso,

L) = ST < 1) = x| + [xn = " (¥)] < 2C8

paratodon € Z. Ouseja, a”|x —y| = | f"(x) — f"(y)| < 2Cé§ paratodon € Z. Agora,
como a € (0,1), segue que a” — +o00 a medida que n — —oo. Logo, a”|x — y| s6
pode ser limitado se |[x — y| = 0. Ou seja, x = y provando a unicidade. O caso em que
a € (1, +00) pode ser tratado de forma similar, observando que f~! é uma contracdo. [J

Utilizando o lema anterior, podemos provar facilmente que a transformacio linear
definida pela matriz A tem a propriedade do sombreamento.

Proposicao 6.21 (Propriedade do sombreamento). Existe uma constante C > 0 tal que,
dado § > 0, se (xn),cz € uma sequéncia em R? que satisfaz

|Axy — xn+1ll <8 paratodon € Z,
entdo existe um tinico ponto x € R? tal que
|A"x — x,|| < C8 paratodon € Z.

Antes de partirmos para a prova da proposi¢do propriamente dita, consideremos a
seguinte construgdo que serd util ao longo desta se¢do. Vimos em (6.2) que R? pode
ser escrito como a soma de subespacos invariantes R? = E* @ E*. Em particular, dado
x € R2, podemos escrevé-lo de maneira inica como x = x* + x* com x* € E¥ e
x* € E*. Consideremos, entdo, a norma || - ||, dada por

xlla := max{{lx®, lx*]}. (6.11)
Exercicio 6.10. Verifique que || - ||, ¢ de fato uma norma em R? (veja Apéndice B).

Observemos que, como todas as normas em R? sdo equivalentes (veja Proposicio B.2),

existe D > 1 tal que

1
o lIxl < lixlla < Dilx| (6.12)

para todo x € R2. Com essa ferramenta em maos, podemos partir para a prova da propo-
sigdo.



136 6. Transformagoes hiperbolicas

Demostragdo da Proposi¢do 6.21. Escrevamos inicialmente todos elementos da §-pseudo-
-orbita (x,),cn cOMO X, = xj + x; com x,, € E* e x; € E°. Entdo, utilizando (6.11) e

(6.12) obtemos que (xY)  _, ¢ uma D§-pseudo-6rbita de A em E* enquanto que (x3), _,

¢ uma D§-pseudo-orbita de A em E®. Ja por (6.1), temos que a restricdo de A a E® é uma

contracdo enquanto que a restri¢do de A a E* é uma expanso. Logo, pelo Lema 6.20,

segue que existem unicos x* € E¥ e x* € E¥ tais que

[A"x% —x;| CD§ e || A"x* —x/|| < CD§ paratodon € Z.
Entdo, tomando x = x* + x¥ e usando (6.11), segue que
|A"x — x|l < CD§ paratodon € Z.
Finalmente, usando (6.12), obtemos que
|A"x — x,|| < CD?§ paratodon € Z

conforme afirmado. O

6.8.2 A é globalmente estavel

O resultado principal desta se¢do ¢ o seguinte.

Teorema 6.22 (Estabilidade global de A). Seja f: R? — R? uma transformacdo tal que
[ flloo = sup [[f(x)] < o0

xeR2

1f(x) = fW)I < cllx =yl para todo x. y € R? (6.13)

para algum ¢ > 0. Entdo, se c for suficientemente pequeno, existe um homeomorfismo
H:R? — R? tal que

AoH =Ho(A+ f). (6.14)

Ou seja, perturbagdes limitadas e Lipschitz de A sdo de fato conjugadas a A. Por essa

razdo, dizemos que A ¢ globalmente estavel. Comegaremos a prova do resultado anterior
com alguns resultados auxiliares.

Lema 6.23. Se c for suficientemente pequeno, entdo A + f é um homeomorfismo.

Demonstragdo. Tome ¢ > 0 tal que ¢ < Observemos inicialmente que 4 + f ¢

1
A=t
injetiva. De fato, dados x, y € R2, utilizando que || Az]| = ”A—l,lullzll e (6.13), obtemos
que

[Ax + f(x) = Ay = fFOD)I = [Ax = Ay[| = ./ (x) = D)l

> L eyl —elx -yl
> ——|x—yll—cllx—y
AT

1
= (M—C)HX—)’”-
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Logo, como ||A_1*1|| —c > 0, adesigualdade acima prova que se x # y,entdo Ax+ f(x) #

Ay + f(y). Portanto A+ f € injetiva. Para provarmos que A + f € sobrejetiva, tomemos
y € R? e consideremos G: R? — R? dada por G(x) = A~ 'y — A~ f(x), para todo
x € R2. Neste caso, utilizando (6.13),
IGx) =G| =47y A7 f(x) = AT y + A7 f(2)]

=147 /() = AT f ()

< [A7HILf ) = fF@)

<47 el = =1l
para todo x,z € R2. Portanto, como |47 !|lc < 1, segue que G é uma contracio. Em
particular, existe x € R? tal que G(x) = x (lembre-se que toda contracio em R? possui
um ponto fixo). Consequentemente x = A~y — A~ f(x) implicando que Ax + f(x) =
y. Ou seja, dado y € R2, existe x € R? tal que Ax + f(x) = y e, portanto, 4 + f
¢ sobrejetiva. Combinando as duas observagdes, segue que A + f ¢ uma bijecdo e, em
particular, possui inversa (4 + f)~!.

Para concluirmos a demostracio, resta observarmos que 4 + f e (A + f)~! sdo
continuas. A continuidade de A 4+ f segue diretamente do fato que A e f s@o continuas.
Resta observarmos que a inversa de A + f é também continua. Definamos F := A + f.
Nesse caso, F~!: R? — R? satisfaz F~1(x) = A7 'x — A7Y(f(F~1(x))) (verifique
essa afirmagdo). Consequentemente

IF7H) = F )l < A7 = A7y + AT A(FTH ) = AT HFETT )

< IA7 Ml =yl + 1A FE @) = FETTONI
< A7 X =yl +ellATHIFT ) = FH )

Portanto, como c|[A™!| < 1, segue que

A~

Fl(x)—F! < ———
1P = F 0 < 1= ey

lx =yl

Ou seja, F~1 é Lipschitz e, em particular, continua. Isto mostra que A + f é um homeo-
morfismo concluindo a prova do lema. O

Lema 6.24. Se c for suficientemente pequeno, entdo A + f tem constante de expansivi-
dade infinita. Mais precisamente, se

sup [[(A 4 f)"(x) = (A + /)" < oo,

nez

entdo x = y. Mais ainda, dados K > 0 e ¢ > 0, existe N € N tal que se

1A+ /)"(x) = A+ )W < K

para todo |n| < N, entdo ||x — y|| < e.
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Demonstra¢do. Mostraremos a contrapositiva da primeira afirmagdo. Ou seja, mostrare-
mos que se X # y, entdo sup,cz [[(A + f)(x) — (A + f)(»)|| = oo. Consideremos a
norma | - ||, dada em (6.11). Observemos inicialmente que f é também Lipschitz com
rela¢do a essa norma. De fato, utilizando (6.12) e (6.13), segue que

1/ )= fWlla < DILf() = fFOI < eDllx =yl < eD*|x = ylla

paratodo x,y € R2. Isto &, || f(x) — f()|la < cD?||x — y||4 paratodo x, y € R2,

Consideremos agora x, y € R?. Segue da defini¢io de ||-||o que |x—yla = || x*—y¥||
ou||x — ylla = [|x* — y*||. Supomos inicialmente que ||x — y|; = |[|x¥ — y*||. Nesse
caso, utilizando a observagdo anterior,

14+ ) = A+ HDla = 14 =P la =1/ x) = fD)lla
Z A =y = 1L/ (x) = f(D)la
= A |x* =y = eD?|lx = ylla

= (IA*] = cD?)llx = ylla-

(6.15)

Por outro lado, como para todo z € R? temos ||z*|| < |Iz]la < D||z|, segue utilizando
(6.13) que

[((A+ Hx) = A+ HOD < NAET =y + 1) = FON*
<A = yHI+ DI fx) = fFD)
< AIxF =y +eDllx =yl
< Allx = ylla + eD?[lx — ylla
< (A°| 4+ eD?)x = ylla-

Portanto se ¢ > 0 for suficientemente pequeno de modo que, por exemplo, |A*| + cD? <
1 < |A¥| — cD? (lembre-se que |A*| < 1 e |A¥| > 1), temos que

(1A = eD)x = ylla = (1A°] + ¢D?)[x = yla-

Logo, como

A+ ) = A+ )l =
= max{[|((4 + f)(x) = (A + HO)*IL 1A+ fHx) = A+ HN*I} (6.16)

segue combinando as observacgdes acima que

A+ X)) = A+ HDla = 1A+ fHx) = A+ HN .
Em particular, podemos aplicar a desigualdade (6.15) com (4 + f)(x) e (A + f)(y) no
lugar de x e y respectivamente, obtendo

1A+ )?) = (A + )?Wlla = (A] = DA+ ) = (A + HD)]a

(
(1A% = eD*)?|x = ylla-
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Procedendo recursivamente, obtemos que

1A+ £)"x) = (A+ )" Wlla = ("] = cD?)"||x = ylla (6.17)

para todo n € N. Em particular, como |A¥| — cD? > 1,se x # y segue que

A+ £)" () = (A + )" O)la =255 +o0.

Utilizando, entdo, (6.12) obtemos que

-+
ICA+ )") = (A + )G = +o0
conforme afirmado. Mais ainda, utilizando (6.12) e (6.17) segue

D2
— (4 "(x)— (A " = |x =yl
T cpmy 1A+ ) = A+ 1Y 0l = e =y
Logo, tomando N € N tal que % < &, segue da desigualdade acima que se
A+ fH)"(x)—(A+ f)*(y)|| < K paratodo |n| < N, entdo ||x — y| <e.
No caso em que ||x — y|ls = || x* — y®||, podemos proceder de forma analoga e obter
que se x # y, entdo

IA+ )™ = A+ H O =225 4o

Mais ainda, pode-se mostrar que existe N € N tal que se |[(A+ /)" (x)—(A+ )" (¥)| <
K paratodo [n| < N, entdo ||x — y|| < &. Deixamos os detalhes desse fato a cargo do
leitor. Isto conclui a demonstrac¢do do lema. O

Demonstracdo do Teorema 6.22. Temos que construir um homeomorfismo H: R? —
R? satisfazendo (6.14). Seja § > 0 tal que sup,.cg2 || f(x)| < 8 (note que a existéncia de
tal § nos é assegurada pela hipotese sup,.cg2 || f(x)| < o). Entdo, para todo x € R?, a
orbita de x por A + f dada por ((4 4+ f)"(x))nez € uma §-pseudo-orbita de A. De fato,

1A+ )" () = (A+ ") = JAA + )" () = (A + A+ ) ()]
I/ (A+ )Nl <8

para todo n € Z. Logo, pela propriedade do sombreamento dada na Proposi¢ao 6.21,
segue que para todo x € R? existe um tinico ponto y € R? tal que

A"y — (A + /)"(x)|| < CS§ paratodon € Z. (6.18)

Definimos, entdo, H : R? — R? como H(x) = y sendo y o tinico ponto que satisfaz
(6.18). Ou seja, H(x) é o inico ponto cuja orbita por A sombreia a §-pseudo-orbita ((A4 +
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f)*(x))nez. Observemos inicialmente que tal H satisfaz (6.14). De fato, de (6.18), segue
que
A" H(x) — (A+ £)"T1(x)| < C§ paratodon € Z. (6.19)

Ou seja,
A" A(H(x)) — (A+ f)"(A+ f)(x)| <C§ paratodon € Z.

Portanto a orbita de A(H (x)) por A sombreia a §-pseudo-orbita ((A + f)"(z))nez com
z = (A + f)(x). Da definicdo de H segue, entdo, que H(z) = A(H(x)). Ou seja,
H((A+ f)(x)) = A(H(x)). Em particular, (6.14) ¢ satisfeita. Resta verificarmos que
H é um homeomorfismo.

O fato de que H ¢ continua pode ser provado como segue: seja (x,), n Uma sequéncia
em R? que converge para x. Vamos mostrar que (H (X)), ey converge para H(x) e, para
tanto, ¢ suficiente mostrarmos que o Uinico ponto de acumulagdo de (H (x,)),en € H(x).
Seja y um ponto de acumulagio de (H (x,)),en. Isto &, y = limg_oo H (X, ) para
alguma subsequéncia (H (X, )) ez Nesse caso, dado j € Z, utilizando a continuidade
de Ae A+ f eadefinicio de H, temos que

147y = (A + Y )l = Jim (|47 (H (xm,)) = (A + 1) (xm)]| < C8.

Logo, segue novamente da defini¢do de H que, y = H(x). Consequentemente o unico
ponto de acumulagéio de (H (x,)),en € H(x) e H € continua.

A injetividade de H ¢ consequéncia direta do Lema 6.24. De fato, supomos que exis-
tam x, z € R? tais que H(x) = H(z). Nesse caso, segue da definicio de H que

[A"H(x) = (A+ f)"(0)] <C8 e [A"H(z) = (A+ /)"(2)Il < C$

para todo n € Z. Combinando essas observacdes e lembrando que H(x) = H(z), segue
que

[(A+ f)"(x) = (A+ )OI <A+ ) (x) = A"H(x)|l
+ [[A"H(z) — (A + /)" )|
<2C$§

para todo n € Z. Portanto, segue do Lema 6.24 que, x = z e, consequentemente, H ¢
injetiva.

Observemos agora que H ¢ sobrejetiva. Para tanto, faremos uso do teorema do ponto
fixo de Brower, veja, por exemplo, Lima (2020b). Fazendo n = —1 em (6.19), obtemos
que

|H(x)—x|| <C§ paratodo x € R2. (6.20)

Ou seja, H esta proxima da identidade. Consideremos, entdo, i(x) = H(x) — x. Em
particular, ||/1]|oco = sup,cgz2 [|2(x)|| < C§. Dado y € R?, mostremos que existe x € R?
tal que H(x) = y. Para tanto, consideremos a aplica¢ido G : R? — R? dada por G(x) =
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y —h(x). Entdo, dado x € B(y, Cé) (isto é, x pertencente a bola fechada de centro em y
e raio C4), como [|h]|c < C§, segue que

Iy =Gl = lly = (v =2 = R < C8.

Ouseja, G(x) € B(y, C4). Portanto a aplicagdo continua G leva a bola fechada B(y, C§)
nela mesma. Consequentemente segue do teorema do ponto fixo de Brower que G tem
um ponto fixo em B(y, C§). Ou seja, existe x € B(y, C4d) tal que G(x) = x. Consequen-
temente y — h(x) = x. Finalmente lembrando da defini¢do de &, segue que H(x) = y
concluindo a prova de que H ¢ sobrejetiva.

Para concluirmos a prova, resta mostrarmos que H ~! ¢ continua. Para tanto, mostrare-
mos que dado & > 0 existe p > Otal que se ||x — y|| < p, entdo |H L (x)—H 1 (y)| < s.
Comecemos observando que (6.20) implica que

lx — H '(x)| = |HH " (x)) — H ' (x)|| < C§ paratodo x € R%. (6.21)
Ou seja, H~! também esta proxima da identidade. Além disso, (6.14) implica que
(A+ f)"(H ' (x)) = H (A" (x)) para todo x € R?. (6.22)

Para finalizar, seja N € N associado as constantes K = 3C§ e ¢ > 0 pelo Lema 6.24.
Como A/ ¢ (uniformemente) continua para todo j € Z, existe p > 0 tal que se ||x — y|| <
p, entao

|[A"x — A" y|| < Cé para todo |n| < N.

Portanto, usando este fato, (6.21) e (6.22) segue que se ||x — y| < p, entdo

1A+ "HTH@) = (A+ HNHTTON = 1HH(A" () = HH (A" 0)]
< HTH A" (x) = A" ()]
+ 4% (x) = A" ()|
+ A" () = H~H (A" ()]
<3Cs

paratodo |n| < N. Logo segue do Lema 6.24 que || H ! (x) — H~!(x)|| < &. Consequen-
temente, temos que H ~! ¢ continua, concluindo a prova do teorema. O

6.9 f4 é estruturalmente estavel

Nesta secdo, veremos que a aplicagdo f4 € estruturalmente estavel. Isto ¢, que sistemas
proximos de f4 sdo conjugados a f4. Para tanto, utilizaremos os resultados da Se¢ao 6.8.2.
Comecemos recordando algumas construgdes auxiliares que podem ser estudadas com
mais profundidade em Lima (2012).
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Definicdo 6.1. Sejam f: T2 — T2 e F: R? — R? aplicagdes quaisquere 7 : R? — T?
a proje¢do dada na Se¢fo 6.2. Dizemos que F' € um levantamento de f se

fomrm=moPF.

Em particular, a aplicagdo linear A é um levantamento de f4. Observemos que 7 ndo
¢ uma conjugacdo entre f e F, visto que ndo ¢ injetiva. Na sequéncia, veremos algumas
propriedades de levantamentos.

Lema 6.25. Seja f: T? — T? uma aplicagdo continua. Entdo

(i) existem levantamentos continuos de f. Além disso, dados xg, yo € R? tais que
f((x0)) = 7 (yo), existe levantamento continuo F : R? — R? de f satisfazendo

F(x0) = yo;

(ii) se F: R? — R? é um levantamento continuo de f, entdo F + k também o é para
todo k € 72,

(iii) se F1: R? — R? e F,: R? — R? sdo levantamentos continuos de f, entdo existe
k € Z? tal que
Fr(x) = Fi(x) + k para todo x € R?;

(iv) se F: R? — R? éum levantamento continuo de f e q € 7.2, entdo existe k, € 7>
tal que
F(x +q) — F(x) =k, para todo x € R?.

Demonstracdo. (i) Como f é continua e o toro T2 é compacto, temos que f ¢ uni-
formemente continua. Ou seja, dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que se dr(x,y) < 6,
entdo dr (f(x), f(¥)) < e. Fixemos, entdo, § > 0 associado a ¢ = % pela continui-
dade uniforme. Dado x¢ € R?, consideremos yo € R? tal que f (7 (x0)) = 7 (o).
Agora, dado x € B(xg,§), segue do Lema 6.4 que dr(m(x), w(x9)) < §. Con-

sequentemente, da escolha do § segue que dr (f (7w (x)), f (7w (xp))) < % Isto ¢,
dr (f(m(x)), 7 (yg)) < % Logo existe um unico y € B(yo, %) tal que 7(y) =
f(m(x)). Definamos, entdo, F(x) = y. Da forma como definimos F, temos ob-
viamente que 7 (F(x)) = f(w(x)) paratodo x € B(xg,8). Além disso, ndo ¢é
dificil ver que F ¢é continua. Agora, dado x; € B(xg,§), podemos proceder como
acima e estender F de maneira continua a B(xg,8) U B(x1,48) de tal forma que
w(F(x)) = f(m(x)) para todo x € B(xg,8) U B(x1,8). Repetindo esse pro-
cedimento um numero finito de vezes, podemos estender F, por exemplo, a um
quadrado de lados 2 x 2 contendo x¢ de tal forma que F é continua nesse quadrado
e satisfaz m o F = f o m. Finalmente deixamos ao leitor verificar que a relagdo
7(F(x)) = f(m(x)) define F continua de maneira tnica para todo x € R2. Isto

conclui a prova do item (i).

(i) Segue direto da definigdo.
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(iii) Observemos inicialmente que, como F; e F, sdo levantamentos continuos de f,
vale m o F| = m o F,. Isto implica, por exemplo, que F;(x) — Fa(x) € Z?
para todo x € R2. Além disso, como F; e F, sdo continuas, segue que F; — F»
também é continua. Agora as inicas transformagdes continuas de R? em Z? sdo as
constantes. Logo F; — F, deve ser constante. Em particular, existe k € Z? tal que
Fi(x) — F»(x) = k para todo x € R? conforme afirmado.

(iv) Consideremos F,: R? — R? dado por F,;(x) = F(x + g). Entfo
n(Fg(x)) = n(F(x +q)) = f(r(x +¢)) = f(7(x)).

Ou seja, F; ¢ também um levantamento continuo de f. Logo segue do item (iii)
que existe k, € Z2 tal que Fy(x) — F(x) = k,. Isto conclui a demonstragdo de
(iv) e, consequentemente, do lema.

O

Lema 6.26. Dado § > 0 suficientemente pequeno, sejam f: T? — T? e g: T? — T?
aplicagoes continuas tais que

sup dr(f(x),g(x)) <6

xeT2

e F: R? — R? um levantamento continuo de f. Entdo existe levantamento continuo
G: R? - R? de g tal que

sup ||[F(x)—G(x)| < 8.

xeR2

Demonstragdo. Supomos que 6 > 0 ¢ suficientemente pequeno de forma que, por exem-
plo, § < 1—10. Dado p € T2, consideremos By2(f(p),8) a bola aberta em T? de raio
8 centrada em f(p). Em particular, temos que g(p) € Br2(f(p),§). Observemos
que 7Y (Bp2(f(p),§)), isto é, a pré-imagem de Bp2(f(p),8) por 7, consiste de uma
quantidade enumeravel de conjuntos abertos e disjuntos V;. De fato, tendo em vista o
Lema 6.4, temos que estes conjuntos V; nada mais sdo do que bolas de raio § em R? cen-
tradas em pontos de 7~ !( f(p)); enquanto que 7' (f(p)) é um conjunto discreto que
contém exatamente um ponto em cada quadrado unitario com vértices em Z? (dado qual-
quer z € 77 1(f(p)) temos que 71 (f(p)) = z + Z?). Arelagior o F = fom
nos garante que para cada x € 7~ 1(p), existe um e somente um conjunto V;, o qual
denotaremos por V;(x), tal que F(x) € V;(x). Agora, como 7~ !(g(p)) intersecta cada
V; em um unico ponto, definimos G(x) := V;(x) N 7~ '(g(p)). Segue diretamente
da construcdo que 7(G(x)) = g(w(x)), ou seja, que G é um levantamento de g e que
|F(x) — G(x)| < 8, pois F(x),G(x) € Vj(x). Além disso, ndo ¢ dificil ver que G ¢
continua. Isto conclui nossa demonstragdo. O

Para que possamos obter o resultado mencionado no inicio da se¢do, precisamos de
uma nogio de proximidade entre aplicagdes de T2 um pouco mais forte do que apenas
proximidade ponto a ponto.
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Definicdo 6.2. Dadas aplicagdes f,g: T? — T2 e constantes ¢ > 0 e ¢ > 0, dizemos
que f e g estdo (c, &)-Lipschitz proximas se
sup dr(f(x).g(x)) <e

xeT?2

e, além disso, pensando em T2 =~ [0, 1) x [0, 1) como subconjunto de R? e, consequente-
mente, em f(x) e g(x) como pontos de R?, temos que

I(f(x) = g(x)) = (f(») = gDl < cllx — y| paratodo x, y € T?.
O resultado principal desta secdo € o seguinte.

Teorema 6.27. Seja g: T2 — T2 uma aplicagio (c, €)-Lipschitz préxima de f4. Entdo,
sec > 0es > 0 forem suficientemente pequenos, existe um homeomorfismo h: T? — T2
tal que

faoh=hog. (6.23)

Demonstra¢do. Comecemos lembrando que A é um levantamento de f4. Entdo, segue
do Lema 6.26 que, se ¢ > 0 for suficientemente pequeno, existe levantamento continuo
G: R? - R? de g tal sup,.cg2 || A(x)—G(x)|| < &. Consideremos agora p(x) = G(x)—
A(x). Vamos mostrar que p ¢ invariante por translacdo inteira, isto &, p(x + ¢) = p(x)
para todo x € R%? e ¢ € Z2. Observemos inicialmente que, pelo Lema 6.25, existe
kq € Z? tal que G(x + q) = G(x) + k4 para todo x € R?. Logo

p(x+4¢)=G(x+q)—Alx +¢)
= G(x) + ks — Ax — Aq
= p(x) + ks — Aq.
Agora, como g € Z? e A tem coeficientes inteiros, segue que p(x+¢)—p(x) = k;—Aq €
Z? paratodo x € R2. Portanto, como sup,cg2 || 4(x) — G(x)|| < ¢ e, consequentemente,
sup,er2 | p(x+g)—p(x)|| < 2¢, segue que se, por exemplo, & < ‘1—‘, entdo p(x+q)—p(x)

deve ser o vetor nulo. Logo p(x+¢) = p(x) paratodo x € R? conforme afirmado. Além
disso, p satisfaz a seguinte propriedade cuja prova apresentaremos no final da segao.

Lema 6.28. p é uma transformacgéo c-Lipschitz em R?. Isto é,

Ip(x) — p(W) < cllx — y|l para todo x, y € R?.

Entdo, utilizando o Lema 6.28, recordando que

sup [|p(x)|| < +o0

xeR2

e G(x) = Ax + p(x), segue do Teorema 6.22 que se ¢ > 0 for suficientemente pequeno,
entdo existe aplicagio H : R? — R? tal que Ao H = H o G. Mais ainda, segue da prova
do referido teorema que H(x) é o tnico ponto de R? que satisfaz

sup [| A" (H(x)) — G" (x)|| < oo.

nez
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Observemos agora que H satisfaz H(x + ¢) = H(x) + ¢ paratodo g € Z?2. De fato,
como p(x + q) = p(x), segue que G(x + ¢q) = G(x) + Ag paratodo x € R2 e g € Z2.
Entdo, como Ag € 72,

G*(x +¢) = G(G(x +q))
= G(G(x) + Aq)
=G(G(x)) + A2q
= G?(x) — A%(x) + A%(x + q).

Consequentemente G2(x + ¢) — A%(x + ¢) = G(x) — A(x) paratodo x € R2e g € Z>.
Procedendo recursivamente, obtemos que

G"(x +q)—A"(x +¢) = G(x) — A(x)

paratodo x € R?, g € Z? e n € Z. Em particular, podemos escrever G"(x) = A"x +
Pn(x) com p,(x + q) = pn(x) paratodo g € Z? e x € R?. Logo

sup 4" (H(x) + q) = G"(x + g)|l =

sup || A" (H(x)) + A"q — A" (x + q) — pa(x + )|

nez

sup 14" (H (x)) — A" (x) = pa ()|

sup [|A"(H(x)) — G" (x)]| < oo.

nez

Segue, entdo, da unicidade dada na defini¢do de H(x +¢q) que H(x+¢) = H(x)+gq para
todo g € Z?. Utilizando esse fato, segue que i: T2 — T2 dada por h(r(x)) = m(H(x))
para todo x € R? esta bem definida. Além disso,

Jaohomw(x)= faomoH(x)
=moAo H(x)
=moHoG(x)
=homoG(x)

=hogom(x)

para todo x € R2. Logo f o h = h o g como queriamos. O

Observacao 6.2. A nocao de proximidade dada na Definicao 6.2 e utilizada no Teorema
anterior niio é a mais “natural” para se considerar em T 2, pois ela se utiliza do espaco ambi-
ente R2. Na maioria das situacdes, considera-se a distAncia C ! em T2: tanto f(x) e g(x)
devem estar proximas quanto suas derivadas. Porém, para podermos falar de derivada de
uma aplicacdo de T2 em T2, precisamos utilizar a teoria de variedades diferenciaveis, que
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foge ao escopo destas notas. Para os leitores mais familiarizados com estas no¢des, dei-
xamos como exercicio verificar que se g: T2 — T2 estd C! proxima de fy4, entdo f4 e
g sdo topologicamente conjugadas. A prova desse fato pode ser obtida fazendo pequenas
adaptagoes a prova anterior. Observemos ainda que apenas a proximidade ponto a ponto
dada por

sup dr(fa(x).g(x)) <e

xeT2

ndo ¢ suficiente para garantir que toda transformagdo continua proéxima de f4 ¢ topologi-
camente conjugada a f4. Ela ¢ suficiente apenas para garantir que f4 e sua perturbagio
sdo semiconjugadas conforme veremos no Exercicio 6.14.

Na sequéncia, apresentaremos a prova do Lema 6.28. Para tanto, faremos uso do
seguinte exercicio.

Exercicio 6.11. Sejam xi, x2, x3,x4 € R? pontos tais que [x; — x| < 11—0 para todo

i,j €{1,2,3,4}. Verifique que
X1 + x2 — x3 — x4 < [[w(x1) + 7(x2) — 7w(x3) — 7 (x4)].

Demonstragdo do Lema 6.28. Nosso objetivo ¢ mostrar que p ¢ uma transformagédo c-
Lipschitz em R2. A prova desse fato é simples, porém exige alguns passos. Comecemos
observando que, como sup, [|G(x) — Ax|| < € e A e G sdo uniformemente continuas
em [0, 1] x [0, 1] (veja Exercicio A.2), segue que existe § > 0 tal que para todo x,y €
[0, 1) x [0, 1) satisfazendo ||x — y|| < § vale ||[G(x) — G(Y)|| < &, ||[Ax — Ay| < e e

1 -
[G(x) — Ay|| < 2e. Logo, tomando & < 55, segue do Exercicio 6.11 que

|G(x) — Ax = (G(y) — Ay

[p(x) — pWIl <
< (G (x)) — w(Ax) — (2(G(y)) — w(Ap))]l.

Combinando, entdo, essa observacdo com o fato que f4 e g estdo (c, €)-Lipschitz proxi-
mas em T2 obtemos que

Ip(x) = P < I7(G(x)) — 7(Ax) = (7(G(y)) — 7 (Ay))
= llg(@(x)) = fa(m(x)) — (g(m(¥)) — fa(z@x()I
= llg(x) = fa(x) = (€(¥) = faW)l

< cllx =yl
Ou seja, para todo x, y € [0, 1) x [0, 1) tal que || x — y|| < & temos
Ip(x) =PI < cllx =yl

Consideremos agora x,y € [0,1) x [0, 1) tal que ||x — y|| < 2. Tomando z = % €

[0,1) x [0,1), temos que || x — z|| < 8 e ||z — y|| < §. Utilizando, entdo, a observacao
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anterior obtemos que

Ip(x) = pWI < llp(x) = I + I p(z) — PO
sclx =zl +cllz =yl
= cllx =y

Consequentemente, para todo x, y € [0,1) x [0, 1) tal que ||x — y| < 26, vale

Ip(x) = pWI < cllx =yl

Repetindo esse argumento um niimero finito de vezes, concluimos que

[p(x) = pWIl < cllx -yl

para todo x,y € [0,1) x [0, 1). Utilizando ainda a continuidade de p e a desigualdade
anterior, obtemos que

[p(x) = pWIl < cllx—yll

paratodo x, y € [0, 1] x [0, 1]. Portanto, como p ¢ invariante por translagdo inteira, segue
que
Ip(x) =PI < cllx =yl (6.24)

paratodo x,y € [ky, k1 + 1] X [ka, ko + 1] e k1, ko € Z. Isto é, p é c-Lipschitz quando
restrita a qualquer quadrado unitario fechado e com vértices em pontos de Z2.

Finalmente, dados x, y € R?, consideremos o segmento de reta que liga x a y e tome-
mos as intersegdes 21, 22, . . . , Zr desse segmento com os lados dos quadrados unitarios
com vértices em pontos de Z2. Supomos que 0s pontos z;’s estio ordenados de forma que
0 z; seja o i -ésimo ponto mais proximo de x. Entdo, como todos os pontos zy, z2, . . ., Zg,
X e y estdo sobre uma reta, segue que

lx = zill + llz1 = z2ll + ... + llza = ¥ = Ix = ¥l

Logo, como quaisquer dois pontos consecutivos da sequéncia {x, z1, z2, . .., Zk, ¥ } estdo
contidos no mesmo quadrado unitério fechado com vértices em pontos de Z?2, utilizando
(6.24), segue que

Ip(x) = pWI < llp(x) = pEDI + lIp(z1) — pE)I + ... + | p(Gzk) — PO
Sclx—zill+cllzr —z2ll + ... +cllza — ¥
= cllx — yl.
Ou seja,
Ip(x) — p(») < cllx — y| para todo x, y € R?

concluindo a prova do lema. O
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6.10 Propriedade do sombreamento

Nosso objetivo agora é mostrar que f4 tem a propriedade do sombreamento (veja Se-
¢do 1.19). Existem diversas formas diferentes de fazer tal prova, porém, apresentaremos
uma demostra¢do que usa de maneira fundamental os conjuntos estaveis e instaveis locais
de f4, tanto para ilustrar sua importancia quanto porque essa prova se adapta a contextos
mais gerais que serdo introduzidos na Secao 6.14.

Proposicdo 6.29. A4 aplicacio f4: T? — T2 tem a propriedade do sombreamento. Isto
é, dado p > 0, existe § > 0 tal que para toda sequéncia (x,), ez em T? satisfazendo

dr(Xn+1, fa(xy)) <68 paratodon € Z,
existe x € T? tal que
dr(xn. f4(x)) < p paratodon € Z.

Além disso, se p > 0 for suficientemente pequeno, por exemplo, menor do que a metade
da constante de expansividade de f4, entdo o ponto x dado acima é unico.

Demonstra¢do. Dado p > 0, sejam ¢ > 0 e A € (0, 1) dados pela Proposi¢do 6.10 com &
suficientemente pequeno de modo que ﬁ < p. Segue, entdo, de (6.5) e (6.6) que

Fa(W},e @) € W3 (fa2) (6.25)

f‘;l(W}tA,e(x)) C W;A,Aa(fA_l(x))-

Tomemos agora § € (0, €) suficientemente pequeno de forma que se dr(x,y) < e
z € W]i 1e(¥), entdo W3 (x) N WE (z) consiste de exatamente um ponto (veja Exer-
ASNE ASE A€

cicio 6.8). Construiremos agora uma sequéncia de pontos auxiliar (z,), <N de maneira
recursiva. Tomemos zg = Xxg ¢, para n = 1, consideremos

Zp = W;A,a(x”) n quA,e(fA(anl))-

Observemos que (z,), < estd bem definida. De fato, como z,—; € W;A, < (Xn—1), segue
de (6.25) que f4(zy—1) € W}A ,M(fA (xn—1)). Logo, como dr (x,, fa(xn—1)) <6, segue
da escolha de § que W;A’g (xp) N W”A’E (fa(zy—1)) consiste exatamente de um ponto, o
qual chamamos de z,. Consequentemente (z,), <y €std bem definida.

Observamos agora que, como paratodo 1 <i < nvalez; € W}‘A’s( fa(zi—1)), usando
(6.6), segue que paratodo j = 1,

dr( 137 G 17 Gimn) = dr (£ Gos £ (FaGimi) < Me,



06.10. Propriedade do sombreamento 149

Entdo, combinando esta observacdo com a desigualdade triangular, obtemos que para todo
neNetodoje{l,2,...,n},

dr(f37 Gn)znmy) < ZdT( ) ST i)

<Z}U —i

e, consequentemente, como z,—; € W3 o (on— i)

dr (137 Gn)oxnmy ) < dr(F37 Ga)zms ) + A7 (zmgs Xam)

J J
< ! = i
Me+e Z)Ls (6.26)
i=1 i=0
+oo e
< Ae=
Z EETA P
i=0

Consideremos agora a sequéncia (y,),cn dada por y, = f;"(z,). Segue, entdo, de
(6.26) que

dr(£]0mx;) = dr (£ o). )
= dr (17" ) xnen)
<p
paratodo 1 < j < n. Isto é,
dT(fI‘{(yn),Xj> < p paratodo1 < j <n.
Seja p um ponto de acumulagdo de (y,),cn (que sempre existe pois T2 é compacto). Isto

€, p = limg_, { oo Yn, para alguma subsequéncia (ynk)keN de (¥n),en- Entdo, como f4
¢é continua,

dr(f1p)x;) = lim dr(f] (me)x;) <o

paratodo j € N. Ou seja, a Orbita de p sombreia a §-pseudo-Orbita positiva (x,),cn. Ve-
rifiquemos agora que existe um ponto cuja 6rbita sombreia toda a §-pseudo-6rbita bilateral
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(x1),ez.- Para tanto, procederemos como na prova do Lema 6.20. Apesar da semelhanga

entre os dois argumentos, apresentaremos a prova completa para beneficio do leitor.
Dadom € N, consideremos a sequéncia (wy),en dada por w, = x,—,. Como ¢ uma

8-pseudo-orbita positiva, segue do argumento anterior que existe um ponto py, tal que

dr (/% (pm). wa) < p paratodon € N.

Entdo, lembrando da defini¢do de w,, segue que

dr (/% (pm). Xn—m) < p paratodon € N. (6.27)

Ou seja, o ponto p,, sombreia a sequéncia (x,),>_,,. Tomemos agora x um ponto de
acumulacdo de ( Ji( pm))m e que novamente existe, pois T?2 é compacto. Isto é, x =

limg o0 K (pmk) para alguma subsequéncia (fmk (pmk))keN de (f;" (pm))meN. En-
tdo, dado n € Z, utilizando (6.27) ¢ a continuidade de f4, segue que

dr(7300.5) = tim_dr (77 (pm)- )

- +
= klil_‘r_loo dr (f: e (pmk)’ x("+mk)_mk)
< p.

Ou seja, a orbita de x sombreia a §-pseudo-orbita (x,),cz conforme afirmado. Resta,
entdo, verificarmos que se p ¢ suficientemente pequeno, entdo o ponto x satisfazendo
dr (f/;’(x), x,,) < p para todo n € Z é unico.

Suponha que y € T? também satisfaga dr (f;f (y), x,,) < pparatodon € Z. Neste
caso, segue da desigualdade triangular que

dr (4 (), f4(») < dr(f5 (). xn) + dr(xn, f1(¥) <2p

paratodo n € Z. Entdo, se p for menor do que a metade da constante de expansividade de
f4, segue da Proposicdo 6.19 que x = y. Isto conclui a demonstragdo da proposi¢do. [

Exercicio 6.12. Verifique que para todo p > 0 suficientemente pequeno existe § > 0 tal
que se (Xp),en ¢ uma §-pseudo-Orbita periddica, entdo o ponto x dado pela proposicdo
anterior ¢ um ponto periédico. Lembrando que (x,),cy ¢ uma §-pseudo-Orbita periodica
se existe k € N tal que

Xp+k = Xp paratodon € N.

Exercicio 6.13. Sera que ¢ possivel obter uma prova da propriedade do sombreamento
para f, utilizando que A tem tal propriedade em R? (veja Proposicio 6.21)?

Exercicio 6.14. Dado & > 0, seja g: T2 — T2 uma transformagao continua tal que

sup dr(fa(x).g(x)) <e.

xeT2
Mostre que se ¢ > 0 for suficientemente pequeno, entdo g e f4 sdo semiconjugadas. Dica:
utilize a propriedade do sombreamento de f4 de maneira semelhante ao que fizemos na
Sec¢do 6.8.2.
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6.11 Entropia topologica de f4

Nesta secdo, calcularemos a entropia topologica de f4. Para tanto, utilizaremos a caracte-
rizagdo de entropia em termos de cov(n, ¢, f) dada em (1.5), veja Secdo 1.22.

Proposi¢do 6.30. A entropia topolégica de fa: T? — T? é dada por
htop(fA) = 10g M’u |

Demonstragdo. Consideremos a norma || - ||, dada em (6.11). Além disso, dadon € N,
consideremos

dyf (x,y) = max{[|lx — ylla. |[Ax — Aylla, ... |A"x — A" ylla},
dn(x’ y) = max{||x - y”’ ”AX - Ay”» ces ”Anx - Any”}v

drn(x,y) = max{dr (x, y). dr (fa(x), fa¥)).....dr (f1 (), f1 (1)}

Observemos que uma bola de raio ¢ > 0 com relagdo a | - ||, € um paralelogramo cujos
lados tém comprimento 2¢ e sdo paralelos a v¥ e v®. Agora, com relagdo a métrica d
em R2, uma bola de raio &€ > 0 é um paralelogramo cujos lados sio paralelos a v* e v° e
tem comprimento 2¢|A%*| ™" na dire¢do v¥ e 2¢ na dire¢do v*, visto que vetores na dire¢do
v¥ sdo expandidos a uma taxa |A¥| pela agdo de A enquanto que na dire¢do v¥ vetores
sdo contraidos a uma taxa |A°| pela acio de A. Consequentemente a area Euclidiana de
uma bola de raio & com relagio a d% em R? ndo ¢ maior do que 4¢2|A¥|™" (lado x lado).
Entdo, como as normas || - || € || - || sd0 equivalentes (veja Proposi¢do B.2), existe C > 0
independente de n tal que a drea Euclidiana de uma bola de raio & com relagdo a d,, em R?
ndo é maior do que 4C e?|A¥|™". Agora, como pelo Lema 6.4 : (R2, || -|) — (T2,dr)
¢ localmente uma isometria e w 0 A = f4 o 7, segue que para ¢ suficientemente pequeno
a area Euclidiana de uma bola de raio ¢ com relagdo a dr, em T2 também ndo é maior do
que 4C&2|1*|™". Logo o nimero minimo de bolas de raio & com relagdo a d, necessarias
para cobrir T2 é pelo menos

Area de T2 - 1 A
Area de uma bola de raio ¢ ~ 4Ce2|A¥|™  4Ce?’
Portanto, como todo conjunto de didmetro ¢ esta contido numa bola de raio ¢, seque que
A"

4Ce?’

cov(n,e, fa) =

Consequentemente

1
hiop(fa) = lim limsup — log(cov(n, ¢, f))

>0t n—+4o0 ;
) ) 1 Muln
> lim limsup — log| ——
e—0+ n—>+o<I>) g(4C52)
= log |A¥].
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Por outro lado, como bolas de raio ¢ com relacdo a d;! sdo paralelogramos, podemos
cobrir R? por bolas de raio € cujos interiores nio se intersectam. Além disso, como o0s
lados de uma tal bola medem 2¢|A*|™" e 2¢, a area Euclidiana dessas bolas/paralelogramos
¢ dada por 4¢2|A¥|*sen(#) sendo @ o angulo entre v* e v* (base x altura). Agora, para
& > 0 suficientemente pequeno, qualquer bola de raio £ com relagdo a d; que intersecta
o quadrado unitario [0, 1] x [0, 1] esta totalmente contida no quadrado [—1, 2] x [—1,2].
Portanto o nimero de tais bolas que intersecta [0, 1] x [0, 1] ¢ menor ou igual a

Area([—1,2] x [-1,2)]) 9 9|A"|"

Area de umabola deraio e 4e2|A%|"sen(f)  4e2sen(f)’

Portanto, novamente como 7: (R2,| - ||) — (T2, dr) é localmente uma isometria e
mo A= f4om, segue que, para ¢ suficientemente pequeno, o toro T2 pode ser coberto

por 422‘;1';;) bolas fechadas de raio ¢ com relagéo a dr,,. Em particular,
9|Au |ﬂ
cov(n,e, < —
( f4) 4¢2sen(0)
Consequentemente

1
hiop(f4) = lim limsup —-log(cov(n. e, f))

n—>+oo N
< lim 1imsupllog(M)
=0+ nstoo N 4&%sen(6)
= log |A¥].

Combinando as duas observagdes, concluimos que hyp(f4) = log|A¥| conforme afir-
mado. O

n—-+oo n—>—+oo . e
Agora, como |A®|? —— 0 e |A¥|" ——— +00, segue combinando a proposi¢ao

anterior com a Proposi¢o 6.9 que

Corolario 6.31.
# Fix( f 2’)

n—>+oo ehhiop(fa) =1L

Ou seja, hyp (/) nos dé a taxa de crescimento exponencial do numero de pontos fixos
de f™, assim como no caso do shift.

6.12 Particoes de Markov

Nosso objetivo agora é apresentar uma relagdo entre o automorfismo hiperbélico f4: T? —
T?2 e subshift de tipo finito estudados na Secdo 3.5. Nos Exercicios Exercicios 3.3 e 3.10,
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vimos que os espagos de sequéncias {0, 1}N e {0, 1}2 sdo totalmente desconexos. Em
particular, como o dominio Xp de qualquer subshift de tipo finito ¢ um subconjunto de
um desses espagos (dependendo se ele é unilateral ou bilateral), temos que X p também ¢
totalmente desconexo. Por outro lado, o toro T2 é um espago conexo. Consequentemente
ndo existe nenhum homeomorfismo #: Xp — T?2. Em particular, nossa aplicagio f4
ndo pode ser conjugada a um subshift de tipo finito. Observaremos, no entanto, que ela
¢é semiconjugada a uma tal transformagdo. A construgdo desta semiconjugagdo pode ser
feita utilizando um objeto conhecido como particao de Markov.

De maneira informal, uma partigio de Markov para f4: T2 — T2 é simplesmente
uma cobertura finita de T2 por conjuntos {Ro, R1, ..., Rj—1}, os quais chamaremos de
retangulos, satisfazendo certas propriedades dindmicas que descreveremos abaixo. Agora,
dado um ponto x € T2, sua orbita pode ser codificada de acordo com as visitas aos
retangulos {Ro, R1, ..., R;—1}. Por exemplo, associaremos a sequéncia

(....3,2,1,0,1,..)€{0,1,2,....,1 - 1}%

ao ponto x se fA_l(x) € R3,x € Ry, fa(x) € Ry, f/f(x) € Ry, fj’(x) € Ry e assim
por diante. A grande dificuldade desse processo ¢ construir uma familia de retangulos de
tal forma que, a cada sequéncia em {0, 1,2, ...,/ — 1}%, exista no maximo um ponto com
este itinerario.

A defini¢ao formal de particdo de Markov é um pouco mais técnica, porém vamos
apresenta-la mesmo assim, pois ¢ fundamental para quem deseja seguir seus estudos em
Sistemas Dindmicos e também para enfatizar uma vez mais a importancia dos conjuntos
estaveis e instaveis tanto explorados em sec¢des anteriores.

Um subconjunto R C T?2 ¢ dito um retdngulo se possuir ‘didmetro pequeno’ e satisfi-
zer

[x,y] € R paratodo x,y € R

sendo [x, y] como no Exercicio 6.7. Em particular, R tem estrutura de produto local.
Observemos que a palavra “retangulo”, nesse contexto, ndo coincide com a nogdo que
frequentemente usamos em geometria, pois, por exemplo, seus “lados” podem ser curvas
e os angulos entre “lados” adjacentes ndo precisam ser retos. Diremos que o retdngulo R é
proprio se R = int(R). Ou seja, se o fecho do interior de R coincide com R. Para x € R,
consideremos

Wi (x.R)y=W; (x)NR e W (x,R)=Wf (x)NR
sendo ¢ > 0 pequeno e o didmetro de R menor ainda quando comparado com e&.

Definicdo 6.3. Uma particdo de Markov de T? para f4 ¢ uma cobertura R = {Ro, R1,
..., R;_1} de T? por retangulos proprios satisfazendo

(1) int(R;)Nint(R;) = @ paratodoi # j. Ouseja, os interiores de retdngulos distintos
ndo se intersectam;
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(ii) se x € T2 étal que x € int(R;) € f4(x) € int(R;), entdo
FaOV3, (x R) C W3, (f4(). R;) e fa(W}E (x.R) D W (fa(x). R)).

Um primeiro resultado importante a respeito de particdes de Markov € o seguinte.

Teorema 6.32. f4: T2 — T2 admite uma parti¢do de Markov R com didmetro arbitra-
riamente pequeno.

Demonstragdo. Ao invés de apresentarmos uma prova completa desse resultado, vamos
apenas exibir uma particdo de Markov especifica para (T2, f4). A particio de Markov
que vamos apresentar ¢ composta por dois retangulos. Os lados desses retangulos serdo
formados por conjuntos estaveis e instaveis de f4. Para tanto, comecemos lembrando que
a Proposicdo 6.10 nos diz que conjuntos estaveis e instaveis de f4 nada mais sdo do que
projecdes dos conjuntos estaveis e instaveis respectivos de A. Além disso, o Lema 6.1
nos mostra que conjuntos estaveis e instaveis de A nada mais sdo do que translacdes de
E* ¢ E¥ respectivamente. Em particular, sdo retas paralelas a E* e E¥. Na sequéncia,
explicaremos como foi construida a particdo de Markov dada na Figura 6.4. Dividiremos
nossa construgdo em passos.

Figura 6.4: Exemplo de particio de Markov de (T2, f4).

» Comecemos tragando E* e consideremos /; como sendo a interse¢do dessa reta com
[0,1) x [0, 1);

 Tracemos agora o conjunto estavel de A, passando pelo ponto (1, 0), e consideremos
[, como sendo o segmento contido nesse conjunto, que vai do ponto (1,0) até a
intersecdo com E¥;

* Para obtermos o segmento /3, tracemos o conjunto estavel de A passando pelo ponto
(0,1) e consideremos /3 como sendo o segmento contido nesse conjunto, que vai
do ponto (0, 1) até a interse¢do com o segmento /1

* Por fim, para obtermos o segmento /4, consideremos a parte de E¥ contida no pri-
meiro quadrante. O “inicio” desta semirreta deu origem ao segmento /1. Projetando
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a “sequéncia” dessa semirreta via 77, obtemos o segmento /4. Observemos, porém,
que /4 ¢ a parte da projecdo de E¥ obtida até encontrarmos o segmento /3.

Dessa forma, obtemos os conjuntos Ry ¢ Ry como na figura. Nao ¢ dificil verificar que
Ry e R; sdo de fato retangulos proprios segundo a definicdo dada acima. Também ndo
¢ dificil mostrar que esses conjuntos satisfazem as propriedades (i) e (ii) da definicdo de
particdo de Markov. Deixamos isso a cargo do leitor (veja Figura 6.5).

FolR -
\Y A>/ Faiky) /E/

\ 7 iR

Figura 6.5: Imagem da particdo de Markov por f4.

Obviamente o que apresentamos acima, ndo ¢ uma prova completa do teorema, que
pode por sua vez ser bem intrincada, fugindo assim dos objetivos destas notas. Salienta-
mos, porém, que esse resultado vale em contextos até mais gerais € uma prova completa
desse fato pode ser encontrada, por exemplo, em Bowen (2008) ou Katok e Hasselblatt
(1995, Chapter 18, Section 7). O

Agora, munidos de uma particdo de Markov R = {Ry, R1, ..., R;_1}, queremos usa-
-la para associar f4 a um subshift de tipo finito, que pode ser feito da seguinte forma:
consideremos a matriz de transi¢do B = (b;;) dada por

b — 1, seint(fa(R;)) Nint(R;) # 0;
Y 7)0, caso contrério.

Ou seja, b;; sera 1 se os interiores de f4(R;) e R; se intersectam e, em particular, exis-
tam elementos de R; que vdo para R; pela agdo de f4, e 0 caso contrario. Observemos

que, como a particdo de Markov R = {Ry, R1, ..., Rj—} tem [ elementos, a matriz de
transi¢do associada sera uma matriz quadrada [ x [ e o subshift de tipo finito sera um sub-
conjunto do espago de sequéncias {0, 1,2, ...,[ —1}% (Veja Exercicio 3.25). De posse da

matriz de transi¢@o, temos nosso espaco de sequéncias B-admissiveis dado por
Z .
Xp = {(xn)nez €{0.1,... 1= by, =1Vne Z}.
Consideremos, entdo, a restri¢do do shift bilateral ao conjunto X g, obtendo o subshift de

tipo finito
fB . XB —> XB.
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Entdo a principal relagdo entre fy4 e o subshift de tipo finito fp é dada pelo seguinte
resultado cuja prova pode ser encontrada, por exemplo, em Bowen (2008) ou Katok e
Hasselblatt (1995, Chapter 18, Section 7), que nos mostra de maneira clara a importancia
das parti¢des de Markov.

Teorema 6.33. Sejam R = {Ro, Ry, ..., R;_1} uma parti¢io de Markov para (T2, f4) e
(X, fB) osubshiftde tipo finito associado como acima. Entdo existe uma transformag¢do
h: Xg — T2, continua e sobrejetiva, que satisfaz

ho fp = fqao0h.

Ou seja, h é uma semiconjugagdo entre fp e fa. Além disso, em geral h ndo é injetiva,
porém no maximo 1% pontos de X g sdo levados a um mesmo ponto de T?. Mais ainda, h
tem uma expressdo ‘explicita’: dado (x,),cz € XB, temos que

W(ndnez) = () £ (Rxy)-

nezZ

Em particular, h((xy),ez) € o tinico ponto de T? cujo itinerdrio é dado pela sequéncia
(xn)nGZ'

Aplicando o raciocinio anterior & particio de Markov {Ro, R1} de (T2, f4) apresen-
tada na prova do Teorema 6.32, ndo ¢ dificil ver que a matriz de transi¢ao associada é dada

por
1 0
p=(0)

Consequentemente, considerando o subshift de tipo finito fp: Xp — Xp associado a B,
segue do teorema anterior que fp é semiconjugado a f4, obtendo, assim, a relagéo entre
nossa dindmica e um subshift de tipo finito que buscavamos.

Para finalizar, observamos que particdes de Markov em geral ndo s@o Unicas e que par-
tigdes diferentes ddo origem a subshifts de tipo finito diferentes, podendo envolver mais
ou menos simbolos de acordo com o niimero de elementos da particdo. Além disso, res-
saltamos a importancia dos conjuntos estaveis e instdveis na obtencdo de uma parti¢do de
Markov. De fato, sempre que tivermos conjuntos estaveis e instaveis “bonitos”, a existén-
cia de uma tal partigdo ¢ garantida.

6.13 Automorfismos do toro em dimensao maior

Nesta secdo, observaremos que as construgdes feitas até aqui podem ser generalizadas
para dimensdo maior. Para tanto, consideremos a matriz d x d dada por

all aip ... diq
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Dizemos que A ¢ hiperbolica se todos os seus autovalores t€ém moédulo diferente de 1.
Uma primeira observagdo sobre matrizes hiperbolicas ¢é a seguinte.

Lema 6.34. Suponha que todos os autovalores de A tém modulo menor do que 1. Entdo,
existem constantes C > 0 e A € (0, 1) tais que

|A™v| < CA*||v|| para todo v € R,

Demonstragdo. Como todos os autovalores de A t€ém moédulo menor do que 1, existem
p € (0,1)eng € N tais que || A" < p < 1 (por qué?). Tome Cy = sup{||4’| : j =

0,1,2,...,n9}, A = p"0 e C = % = f,,%. Entdo, dado n € N, podemos escrevé-lo
comon = nok +r com0 < r < ng. Nesse caso,

A" | = (A" < Ao A7
<A™ )FA7) < pFCo

— CAnolnok < Cknok-i-r
=CM\M

em que segue o resultado. O

Utilizando o lema anterior, pode-se provar o seguinte resultado analogo ao que prova-
mos no caso da nossa matriz A 2 x 2 dada no inicio do capitulo.

Exercicio 6.15. Seja A uma matriz hiperbdlica. Mostre que existem subespacos ES ¢ E¥
ditos subespagos estavel e instavel respectivamente, tais que

(i) R = E* @ ES;
(i) A(E®) = ES e A(E*) = E¥;
(iii) Existem C > 0 e A € (0, 1) tais que paratodon € N,

A" v]| < CA"||v| para todo v € E*

[A7™"v]| < CA™||v| paratodo v € E¥;
(iv) Paratodo p € RY, Wi(p) = p +ES e W¥(p) = p + EX.

Consideremos agora o toro T¢, que nada mais é do que uma “versdo” do toro T2,
porém em dimensdo d. Mais precisamente, T¢ pode ser visto como

T =8'xS'x...xS!.

d—vezes
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Em T, consideremos a distancia

dT((-xla-XZw--9xd)’(y1’y2a"'ayd)) = \/dE(-leyl)2 +...+ dz(de/d)z

sendo (x1,x2,...,%x4), V1, Y2,...,Vq) € T4 ¢ d— é a métrica em S! dada na Se-
¢do 5.2.3. Consideremos ainda a proje¢do 7 : R — T¢ dada por

w(x1,x2,...,x3) =(x; modl,x; modl,...,x; mod1).

Por fim, se A é uma matriz com coeficientes inteiros, isto €, se a;; € Z para todo i, j =
1,2,...,d, edet(A) = %1, entdo, procedendo de forma analoga ao que fizemos na Se-
¢d0 6.3, vemos que aplicagio f4: T¢ — T induzida por A em T¢ e dada por

fa(x1,x2,...,x9) = w(A(x1,X2,...,X4)) (6.28)

estd bem definida. Como no caso de dimensao 2, uma transformagao obtida dessa forma
¢ dita um automorfismo do toro T4. Se, além disso, a matriz A for hiperbolica, entdo
dizemos que f,4 ¢ um automorfismo hiperbélico do toro T¥.

Exercicio 6.16. Seja A uma matriz d x d hiperbolica, com coeficientes inteiros e sa-
tisfazendo det(A) = =£1. Verifique que as propriedades obtidas anteriormente para a
transformagdo f4 induzida pela matriz

()

continuam validas para a transformacdo mais geral dada em (6.28).

6.14 Transformacoées hiperbolicas em geral

Nas secdes anteriores, estudamos automorfismos hiperbdlicos do toro, que nada mais sdo
do que exemplos especificos de transformagdes mais gerais, apresentadas na sequéncia.
Para tanto, faremos uso de nogdes um pouco mais avangadas como difeomorfismos, varie-
dades e espaco tangente cujas definigdes ndo recordaremos aqui. Esta se¢@o tem um carater
‘motivacional’ e, como consequéncia, apenas apresentaremos as defini¢des e resultados ba-
sicos sem qualquer prova. Para um estudo mais aprofundado sobre o tema recomendamos,
por exemplo, as referéncias Brin e Stuck (2002), Katok e Hasselblatt (1995), Hasselblatt
e Katok (2003) e Shub (1987).

Definicdo 6.4. Seja f: X — X um difeomorfismo definido numa variedade compacta
X. Um subconjunto M C X compacto e invariante por f ¢ dito hiperbdlico se para cada
X € M existem subespagos E¥(x) C Tx X e E¥(x) C Ty X, satisfazendo

() TxX =E(x) & E*(x);
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(i) Dfx(E*(x)) = E*(f(x)) e Dfx(E*(x)) = E*(f(x));
(iii) Existem C > 0e A € (0, 1) tais que paratodon € N,
I(Df™")xv| < CA"|v|| para todo v € ES(x)

I(Df™™)xv|| < CA"™||v] paratodo v € E¥(x).

Como consequéncia do que vimos nas se¢des anteriores, pode-se facilmente verificar
que T? é um conjunto hiperbélico para automorfismos hiperbélicos de toro. Quando o
espago todo for um conjunto hiperbolico, como no caso dos automorfismos hiperbélicos do
toro, dizemos que trata-se de um difeomorfismo de Anosov em homenagem ao matematico
russo Dmitri Anosov (1936 - 2014). Quando o conjunto ndo errante §2( f') é hiperbolico
e, além disso, 2( f) = Per(f), dizemos que f trata-se de um difeomorfismo Axioma A.
Finalmente dizemos que f é hiperbdlico quando o conjunto limite L( f) é hiperbdlico
(lembre-se das rela¢des entre Per( ), L(f) e §2(d) dadas no Exercicio 1.7).

Na sequéncia, apresentamos alguns resultados classicos sobre esse tipo de sistemas.

Teorema 6.35 (Teorema da variedade estavel). Se f: X — X é um difeomorfismo de
classe C" e M C X é um conjunto hiperbdlico, entdo existe ¢ > 0 tal que para todo
X € M temos que

. W;’S(x) ¢ uma subvariedade de classe C" e Ty W;,E (x) = ES(x);
. W;,s(x) CWsx)e
* Wi(x) = Upen (W5, (X))

Analogamente para W}‘, (%)

Observe que resultados semelhantes foram obtidos para a nossa transformagdo f4 do
inicio do capitulo. Valem ainda as seguintes propriedades:

* se f é Anosov, entdo f ¢ Axioma A;
» se f é Axioma A, entdo f ¢ hiperbdlico;

+ difeomorfismos de Anosov sdo C”-estruturalmente estaveis. Ou seja, qualquer di-
feomorfismo C”-proximo de f ¢é conjugado a f';

+ se f é Cl-estruturalmente estavel, entio f é Axioma A. Observemos que ainda se
trata de um problema em aberto saber se ¢é possivel trocar C! por C”, r > 1, nesse
resultado.

Vimos, nas segdes anteriores, que automorfismos hiperbolicos do toro sdo transitivos
e topologicamente mixing. Isto pode ndo ser mais valido para transformagdes hiperbolicas
em geral. Porém vale o seguinte resultado que nos diz que podemos decompor L(f) e
£2(f) em subconjuntos transitivos e topologicamente mixing. Mais precisamente,
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Teorema 6.36 (Teorema da decomposigdo espectral). Sejam f: X — X um difeomor-
fismoe A = L(f)ou A = 2(f). Se A é um conjunto hiperbélico, entdo existem
subconjuntos M1, M>, ... M,, C X tais que

s A=MiUMU...U My,

* os subconjuntos My, M, ..., My, sdo disjuntos;

*» cada M; é compacto e invariante por f e

* arestrigio f|m;: M; — M de f acada M; é transitiva.
Além dissq, cada M; pode ser.decomposto como a unido disjunta de conjuntos compactos
M;=M]uM) U...UM,{j tais que

. f(Mij) = Minpam todoi =1,....,n; —1 ef(M,{_l.) = Mlj e

. fr |Mii : Ml.j — Ml-j é topologicamente mixing para todoi = 1,2,...,n;.

Os resultados acima sdo apenas uma pequena amostra do que se sabe sobre esse tipo
de sistemas. De fato, a teoria de sistemas hiperbdlicos ¢ vasta e bastante consolidada.
Salientamos ainda que existem outras nog¢des mais fracas de hiperbolicidade. Por exemplo,
outras classes de sistemas muito estudados s@o os sistemas parcialmente hiperbdlicos e
os sistemas ndo uniformemente hiperbolicos, porém nao abordaremos essas nogdes nestas
notas. Para mais informagdes, sugerimos, por exemplo, Barreira e Pesin (2007) e Crovisier
e Potrie (2015).



Neste apéndice, apresentaremos alguns conceitos basicos que sdo utilizados ao longo do
texto. Sua finalidade € servir como uma referéncia rapida para o leitor.

Nesta sec¢do, apresentaremos brevemente algumas nog¢des basicas associadas a espagos
métricos. Para mais informagdes sobre o assunto, sugerimos consultar Lima (1977).

Seja M um conjunto qualquer. Entdo uma fun¢do d: M x M — [0, +00) é dita uma
métrica ou entdo uma distancia se

(i) (positividade) d(x, y) = 0 se, e somente se, x = y;
(i1) (simetria) d(x, y) = d(y,x) paratodo x,y € M
(iii) (desigualdade triangular) d(x, y) < d(x,z) + d(z, y) paratodo x,y,z € M.

Um conjunto M munido de uma métrica d ¢é dito um espago métrico. Em geral, denotamos
um espago métrico por (M, d) em que M ¢ o conjunto e d ¢ a métrica.

Exemplo A.1. Considere M = Red : R x R — [0, +00) dado por d(x, y) = |x — y|.
Segue facilmente das propriedades do valor absoluto que (M, d) é um espago métrico. De
fato, 0 = d(x,y) = |x — y| se, e somente se, x — y = 0 que, por sua vez, é equivalente
ax =y;d(x,y) =|x—y|=|y—x| =d(y,x); e usando a desigualdade triangular do
valor absoluto segue que

dx,y)=|x—yl=lx—z4+z-y|sx—z[+]z -yl =d(x,2) +d(z.y).
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A.1 Sequéncias

Uma sequéncia num espago métrico (M, d) é simplesmente um conjunto ordenado e enu-
meravel de pontos
X1,X2, X3, ..., Xp,....

Em geral, denotaremos a sequéncia acima por (x,),eN. Dizemos que a sequéncia (X, )neN
converge para o ponto x se a medida que n cresce os pontos X, se aproximam de x. De
forma mais precisa, se para todo & > 0 existe ny € N tal que para todo n = ny temos que
d(xn,x) < e. Nesse caso, escrevemos limy,—, o X, = X.

Uma subsequéncia da sequéncia (x,),eN € uma nova sequéncia obtida simplesmente
excluindo termos de (x,),eN. Observe que a ordem entre os termos remanescentes deve
ser preservada. Por exemplo, se a sequéncia (x,),eN € dada por

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, ...

entao
2,4,6,8,10,12, ...

¢ uma subsequéncia de (x,)neN. J&
2,1,4,6,8,10,...

ndo ¢ uma subsequéncia de (x,)neN, pois, apesar desses termos serem também termos
de (x;)neN, a ordem foi modificada. Por exemplo, no ultimo exemplo, o 1 aparece a
direita do 2 ao contrario do que ocorre na sequéncia original. Em geral, denotaremos
por (X, )ken uma subsequéncia de (x,),eN, sendo ng numeros naturais satisfazendo
N < Npgyq.

Um ponto de acumulagdo da sequéncia (xp)neN € simplesmente um ponto y € M
para o qual existe alguma subsequéncia (x,, )nen de (X)nen convergindo para y. Em
outras palavras, y ¢ ponto de acumulagéo de (x,),eN se existem termos da sequéncia cada
vez mais proximos de y. Observemos que aqui ndo ¢ necessario que todos os termos da
sequéncia se aproximem de y a medida que n cresce, basta que existam termos com essa
propriedade.

A.2 Conjuntos abertos, fechados e compactos

Dados um numero real r > 0 ¢ um ponto xo € M, a bola de centro em x¢ e raio r é o
conjunto
B(xg,7) ={x € M; d(x,x9) <r}.

Isto ¢, o conjunto de todos os pontos x de M cuja distancia até x¢ ¢ menor do que r. Um
conjunto U C M ¢ dito aberto se, para todo x € U, existe r > 0 tal que B(x,r) C U.
Uma vizinhanga de x € simplesmente um subconjunto aberto U de M talque x € U.



A.2. Conjuntos abertos, fechados e compactos 163

Lema A.1. Toda bola B(xg,r) é um conjunto aberto. Em particular, B(xg,r) é uma
vizinhan¢a de x.

Demonstra¢do. Dado x € B(xg, r), temos que d(xg,x) < r. Consequentemente s :=
r —d(xg,x) > 0. Observemos agora que B(x,s) C B(xg,r). De fato, dado y € B(x,s),
utilizando a desigualdade triangular, temos que

d(xo,y) < d(xo,x) +d(x,y) <d(xo.x) +s = d(xo.x) +r—d(xo,x) =

Logo y € B(xy,r) e, portanto, B(x,s) C B(xg,r). Segue, entdo, que B(xo, r) ¢ de fato
um conjunto aberto. O

Um conjunto F C M ¢ dito fechado se seu complementar F¢ = {x € M; x ¢ F}
for aberto. De forma equivalente, F' ¢ um conjunto fechado se toda sequéncia conver-
gente (x,)neN contida em F' converge a um ponto x que pertence a /. O fecho de um
subconjunto U C M, denotado por U, € o conjunto formado por todos os pontos x € M
que sdo limites de alguma sequéncia (x,),en contida em U, isto é, tal que x, € U para
todo n € N. Observemos que o fecho U de qualquer conjunto U ¢é sempre um conjunto
fechado. Além disso, F ¢ um subconjunto fechado se, e somente se, F = F.

Exemplo A.2. O conjunto (0,1] C R ndo ¢ fechado, pois, por exemplo, a sequéncia
1

Xp =, estd contida em (0, 1], sendo convergente, porém converge para 0 que ndo estd em
(0, 1]. Alternativamente, (0, 1] ndo ¢ fechado, pois seu complementar (0, 1]¢ = (—o0, 0]U
(1, +00) ndo é aberto. Além disso, (0, 1] tampouco é aberto, pois ndo existe nenhuma bola
centradaem 1 € (0, 1], que esteja inteiramente contida em (0, 1]. Observemos ainda que o
fecho de (0, 1] € o conjunto [0, 1]. Finalmente é importante notar que o fato de um conjunto
ser aberto ndo exclui a possibilidade desse conjunto também ser fechado. Por exemplo, o

conjunto R ¢ um subconjunto aberto e fechado de R (verifique).

Um subconjunto U C X C M é dito denso em X se X C U. Isto &, se o fecho de
U contém X. Isto significa que, entre outros fatos, para todo x € X existe algum ponto
de U arbitrariamente proximo de x. De forma mais precisa, paratodo x € X ee > 0
existe z € U tal que d(x,z) < &. Por exemplo, o conjunto dos nimeros racionais Q é
denso em R, pois dado um niimero real r existe z € Q tdo préximo de x quanto queiramos
(verifique).

Um conjunto K C M ¢ dito compacto se toda sequéncia (x,),en contidaem K possui
uma subsequéncia que converge a um ponto de K. Por exemplo, [0, 1] € um subconjunto
compacto de R. E facil ver que todo conjunto compacto ¢ também fechado. Ja a reciproca
ndo ¢ verdadeira. Por exemplo, F = [0, +00) ¢é fechado, porém ndo é compacto (verifi-
que). Outra maneira equivalente de caracterizar um conjunto compacto ¢ a seguinte: uma
colecdo arbitraria de subconjuntos abertos {U) } 1c 4 ¢ dita uma cobertura aberta de K se
K C U ea Us. Uma subcobertura de {U) } e 4 ¢ uma colegdo de elementos de {Uj }rea
que ainda cobre K. Entdo, o conjunto K é compacto se, € somente se, toda cobertura
aberta possui uma subcobertura finita.
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A.3 Func¢oes continuas e homeomorfismos

Sejam (M, d) e (N, d’) dois espagos métricos. Dizemos que uma fungdo f: M — N ¢
continua num ponto xg € M se, para todo € > 0, existe § > 0 (que pode depender de xp)
tal que

se d(xg,x) < § entdo d'( f(xo), f(x)) < &.

Em palavras, uma fungdo é continua em x¢ se a medida que x se aproxima de xo em M,
f(x) se aproxima de f(xg) em N. De forma geral, a fungdo f ¢ dita continua se for
continua em todos os pontos do seu dominio.

Exemplo A.3. A fungdo f: R — R dada por f(x) = 3x + 5 é continua. De fato, dados
um ponto xp € R qualquer e & > 0, tome § < 5. Nesse caso, se |xo — x| < J, entdo

|f(x0) = f(X)| = [3x0 + 5= (Bx + 5)[ = [3(xo —x)| < 3|xo — x[ <38 <&

Ou seja, f € continua em xo. Agora, como xq foi tomado arbitrario, segue que f ¢
continua em todos os pontos do seu dominio.

A fungdo f: M — N édita uniformemente continua se, paratodo ¢ > 0, existe § > 0
tal que
d(x,y) <é=d'(f(x), f(y)) <e.

Ou seja, nesse caso, o § associado a ¢ ¢ uniforme: ndo depende do ponto em questdo
(veja Exemplo A.3). Em particular, toda fun¢do uniformemente continua é continua. Ja a
reciproca, em geral, ndo ¢ verdadeira.

Exercicio A.1. Apresente um exemplo de fung@o continua que ndo € uniformemente con-
tinua.

No entanto, quando o espago (M, d) é compacto, temos que toda fungdo continua é
uniformemente continua.

Exercicio A.2. Sejam (M, d) e (N,d’) espagos métricos e f: M — N uma fungédo
continua. Mostre que se (M, d) é compacto, entdo f ¢ uniformemente continua.

Uma fungdo f: M — N ¢é dita injetiva se ‘leva’ pontos distintos em pontos distintos.
De maneira mais precisa, se, para todo x1,x, € M com x; # X», temos que f(x1) #
f(x2). Dizemos que a fungdo f: M — N é sobrejetiva se todo elemento do N é imagem
de algum elemento de M por f. Isto ¢, se para todo y € N existe x € M tal que
f(x) = y. Uma fungdo que é simultaneamente injetiva e sobrejetiva é dita uma fungdo
bijetiva ou uma bijecdo. Toda fungdo bijetiva f: M — N possui uma fungdo inversa
f~1: N — M, isto é, uma fungdo que ‘desfaz’ o que a fungdo original fez: f~!(f(x)) =
xe f(f_l(y)) = y paratodox € M ey € N. Uma bije¢o continua f: M — N cuja
inversa f~1: N — M também ¢ continua ¢ dita um homeomorfismo.



Neste apéndice, apresentaremos defini¢des e resultados basicos sobre algebra linear em
dimensdo 2. Para uma analise mais aprofundada sobre o tema sugerimos os livros classicos
como, por exemplo, Lay, Lay e McDonald (2018) e Lima (2020a).
Denotaremos o espaco Euclidiano de dimensio 2 por R2. Elementos de R? sdo vetores
que escreveremos na forma de coluna
= ()
X2

ou na forma de linha como x = (x1, x2), sendo x1, x, € R. De outra maneira,

R? = {(x1,x2) : x1,x2 € R}.

B.1 Matrizes

Uma matriz 2 x 2 real é um “quadrado” formado por nlimeros reais da forma

a a

a1 Az
comaji,diz, dz1,d22 € R. Nessanotagdo, a;; significa a entrada da matriz 4 que estd na
linha i e na coluna j. Dado um elemento x = (x1, x») de R? (que as vezes chamaremos
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de vetor e outras simplesmente de ponto), o produto da matriz A pelo vetor x ¢ dado por

Ax = ay; diz X1\ _ (anx1 +anx:
X = . = )
az;  dz X2 az1x1 + azxz
Note que Ax é também um elemento de R2.
2 1 -7
=) e=(3)
2 1 -7 —11
w=(11)(3)- (%)
Dada outra matriz 2 x 2
B — b1 b1z
b1 bn)

a soma das matrizes A e B ¢ uma nova matriz, denotada por A + B, dada por

ap  an bi1 b1z aig +bi1 an+bn
+ (6121 022) + (b21 bzz) (021 +b21 ax + b
Note que A + B ¢ obtida a partir de A e B, somando as respectivas entradas das matri-

zes. O produto das matrizes A ¢ B ¢ também uma nova matriz, denotada por A - B ou
simplesmente por A B, definida como

4B — (011 012) ) (bn blz) _ (allbu +a2ba1  anbiz + alzbzz)

Exemplo B.1. Se

entao

a1y dazx b1 bx az1bi1 + azbr1  azibiz + azbrn

Além disso, dado um ntimero real r € R, podemos considerar o produto de A por r,
denotado por rA, obtido simplesmente multiplicando cada entrada de A por r. Mais pre-

cisamente,
ra ra
A = 11 12)
rdajzy rajzyp

Exemplo B.2. Consideremos

Entao

30 2 -1 1 0 10 5
wrn= (3 o= ) moaz(l ) esaz(V3)

Observemos que A - B # B - A. Em particular, o produto de matrizes ndo ¢ comutativo.
Ou seja, a ordem em que cada matriz aparece no produto ¢ importante.
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Uma matriz importante ¢ a matriz identidade dada por

1 0
= () )

Ela tem a propriedade que A - Id = Id - A = A qualquer que seja a matriz A. Ou seja, ela
¢ o elemento neutro para multiplicagdo de matrizes.

A matriz A ¢ dita invertivel se existe uma matriz B tal que AB = BA = Id. Neste
caso, denotamos a matriz inversa de A por A~

()

¢ invertivel e sua inversa A~! ¢ dada por

(0 1
4 _(1 _1).

De fato, ¢é facil ver que AA™! =Ide A7'4 =1d

Exemplo B.3. A matriz

Ao longo do texto, utilizaremos a notagdo A” e A™" paran € N, significando

A"=A-...-A-A e AT"=A47"1. . ..A471.471,

n—vezes n—vezes

O determinante da matriz A dada em (B.1) ¢ definido como o nimero
det(A) = araz — azaz.
Esse namero nos da informagdes importantes sobre a matriz A. Por exemplo,

Proposicao B.1. 4 matriz A ¢ invertivel se, e somente se, det(A) # 0. Além disso, se
det(A) # 0, entdo a inversa da matriz A dada em (B.1) é dada por

A~ = 1 azp  —di2
det(A)\—a21 an )

Exemplo B.4. Dada a matriz
3 2
=(53)

temos que det(A) = 8. Em particular, A4 ¢ invertivel e sua inversa ¢ dada por

N
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O polinémio caracteristico da matriz A dada em (B.1) é definido como

p(A) = det(4 — A1d)

— det app —A aiz
asi az — A
= (a11 —A)(az2 — A) —appan

2
=A% — (a1 +ax)A +anazxn —anas.

Ou seja, p(A) € um polindmio de grau 2 na varidvel A. Utilizando o método resolutivo
para equagdes do segundo grau, também conhecido como férmula de Bhaskara, podemos
determinar as raizes de p(1). Ou seja, os valores de A para os quais p(1) = 0. E bem
sabido que, no conjunto dos niimeros complexos, p(A) sempre tem raizes, podendo ser
uma raiz de multiplicidade dois ou, entdo, duas raizes distintas. Denotemos tais raizes
por A1 € A (no caso de termos uma raiz com multiplicidade dois, temos A1 = A3). As
raizes A1 € A, do polinémio caracteristico de A sdo ditos autovalores da matriz A. A
multiplicidade de A como autovalor de A é a multiplicidade de A como raiz do polindmio
caracteristico p(A). Um autovetor de A associado ao autovalor A é um vetor ndo nulo
v = (v1,v2) € R?, que satisfaz
Av = Av.

Observemos que se v ¢ autovetor associado ao autovalor A, entdo dado r € R \ {0}, o
vetor rv também ¢ autovetor associado ao autovalor A. Além disso, se u € R? ¢ outro
autovetor associado ao autovalor A, u + v também o é. Em particular, o conjunto dos
autovetores associados a A forma um subespago vetorial.

Exemplo B.5. Considere a matriz

1 —4
A= (_1 ) )
Nesse caso, o polindmio caracteristico de A é dado por

1-12 -4

p(AV) = det(4 — Ald) = det( I

):AZ—ZA—&

Logo, como as raizes de p(1) sdo A; = —1 e A, = 3, segue que esses sdo os autovalores
de A. Para determinarmos um autovetor associado, por exemplo, ao autovalor A, = 3,

basta resolvermos a equacgao
(XI) 3( 1)
X2 X2

%xl —4x, = 3x1

que ¢é equivalente a

—X1 + x2 = 3x3
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Logo, como x = (2,—1) é solugdo do sistema, segue que ¢ um autovetor associado ao
autovalor A, = 3. De maneira analoga, resolvendo a equagao

)G

Y2 Y2

obtemos um autovalor associado ao autovetor A; = —1. Por exemplo, y = (2,1) é
autovetor associado a A; = —1.

B.2 Transformacdes lineares em R?

Uma transformacdio L: R? — R? ¢ dita linear se
+ L(rx) = rL(x) para todo nimero r € R e todo vetor x € R% e
» L(x +y) = L(x) + L(y) para todo par de vetores x, y € R2.
Matrizes e transformagdes lineares em R? estdo intimamente relacionadas. De fato,

dada uma matriz A, temos associada a ela a transformag@o linear dada por Lx = Ax
(multiplicag@o do vetor x pela matriz A). Reciprocamente dada uma transformagao linear

L, consideremos os vetores
1 0
v = L(O) € Uy = L(l)'

Consideremos, entdo, a matriz A cuja primeira coluna é formada pelo vetor v; e cuja
segunda coluna ¢ formada pelo vetor v,. Nesse caso, a transformacio linear L satisfaz
Lx = Ax. Em particular, o estudo de matrizes e transformagoes lineares estdo fortemente
associados. Chamaremos a matriz A acima de representagdo matricial de L (na base
canonica). Note que a transformagdo linear Lx = Ax ¢ invertivel se, e somente se, a
matriz A é invertivel e, nesse caso, L™ !x = A7 1x.

B.3 Normas em R?

Uma norma em R? ¢ uma transformagio || - || : R? — [0, +-00) que satisfaz
(a) ||x|| = O se, e somente se, x = 0;
(b) ||Ax]| = |A|||x|| paratodo x e R2e A € R, e

(© Ilx + yI < llx]l 4[|yl para todo x, y € R.
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Exemplos de normas em R? sdo dados por

Ixl =yt +x3. Dxl=lxil +1x2l e [xlloo = max{]x:], [x2[}

para x = (x1,x2) € R2.

Exercicio B.1. Verifique que || - ||, || - |1 e || - |loo dadas acima de fato sdo normas. Isto ¢,
verifique que elas satisfazem as propriedades (a), (b) e (c) da defini¢cdo de norma.

Um resultado interessante de Algebra Linear ¢ o seguinte: apesar de existirem diversas
normas em R?, todas elas sdo equivalentes. Mais precisamente,

Proposi¢io B.2. Dados duas normas || - || e || - ||, em R?, existe uma constante C > 1
tal que

1
E||x||b <xlla £ Cllx|lp paratodo x € R2.

Ao longo do texto, exceto mengao explicita em contrario, sempre estaremos trabalhado
com anorma ||x|| = y/x? + x3.
A norma de uma transformagdo linear A (ou da sua matriz associada) ¢ definida como

[[Ax]]
IA]l = sup
x#o [1xll

Utilizando as propriedades da norma em R2, ¢ facil ver que

0 0
* ||A|l = 0 se e somente se A = (O 0),
* ||AA|| = |A|||A]| paratoda matriz Ae A € R, e
* |4+ B| < ||A|| + || B|| para todas matrizes 4 ¢ B.

Ou seja, a norma de uma matriz/transformagao linear é de fato uma norma. Isto ¢, satisfaz
as propriedades (a), (b) e (c) da definicdo de norma.
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