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Introdução

Prezado leitor, seja muito vem vindo ao minicurso Contando retas em superfícies no
espaço projetivo!

Para a contagem que propomos realizar junto ao leitor, precisamos viajar para França
(em torno de 1637) e agradecer ao matemático e filósofo francês René Descartes pela
maravilhosa ideia de introduzir um sistema de coordenadas cartesianas. Falando em co-
ordenadas, cabe salientar que um dos elementos onipresentes nesse texto são os anéis de
polinômios e seus quocientes.

Para esclarecer o tipo de contagem que iremos abordar, imagine uma reta e uma cir-
cunferência no plano cartesiano R

2; e pense na seguinte pergunta: qual é a quantidade
máxima de pontos que podemos achar na interseção da reta com a circunferência? Esse
é um problema básico de geometria enumerativa. De fato, dado um sistema de equações
algébricas que possui uma quantidade finita de soluções, podemos dizer que contar o nú-
mero dessas soluções é o objetivo da geometria enumerativa.

Entretanto, o problema enumerativo que abordaremos neste texto, tratará com objetos
que moram não mais no R

2 (ou, mais geralmente, num R
n com n ⩾ 3). Graças às con-

tribuições de Desargues, Poncelet, Pascal entre outros1, chegamos no ambiente no qual
desenvolveremos a contagem: o espaço projetivo complexo P

3 (que pode ser pensado
como o conjunto das retas que passam pela origem em C

4).2 Representaremos os pontos
de P

3 na forma Œa0 W a1 W a2 W a3�; sendo .a0; a1; a2; a3/ um vetor diretor da reta deter-
minada por tal ponto. Neste contexto, uma superfície X � P

3 de grau d , com d ⩾ 1, é
definida a partir de um polinômio f 2 CŒx; y; z; t � homogêneo de grau d .3 Mais preci-

1No texto Dieudonne (1972), o leitor poderá conferir uma síntese do desenvolvimento histórico da Geometria
algébrica.

2De forma mais geral, no desenvolvimento do texto vamos utilizar P.V /, a projetivização de V , constituído
pelas retas que passam pela origem do espaço vetorial V .

3Um polinômio não nulo f 2 CŒx; y; z; t� é dito homogêneo de grau d se f .�x;�y;�z;�t/ D
�df .x; y; z; t/; para todo � 2 C não nulo.
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samente, Œa0 W a1 W a2 W a3� 2 X se, e somente se, f .a0; a1; a2; a3/ D 0. Superfícies
de grau 1 são denominadas de planos, e para nossa tranquilidade, como o leitor poderá
constatar no Capítulo 1, a interseção de dois planos distintos em P

3 determinam uma reta
(e vice-versa).

Apresentados os protagonistas de nossa história, passemos ao problema que desejamos
estudar. Uma referência cronológica mais abrangente é encontrada no texto de Ciliberto
e Zaidenberg (2022).

O problema
Um problema clássico de Geometria Algébrica remonta ao século XIX e envolve o

contagem de retas em superfícies projetivas. Mais precisamente,

Qual é a quantidade máxima de retas que uma superfície projetiva não singular de
grau d no espaço projetivo pode conter?

Começamos com o spoiler que revela todas as respostas a esta pergunta encontradas
até o momento (maio de 2023).

• Para grau d 2 f1; 2g, as superfícies são planos e quádricas e ambas contêm infinitas
retas.

• Para grau d D 3, as superfícies cúbicas não singulares contêm exatamente 27 retas.

• Para grau d D 4, sabemos que as superfícies quárticas não singulares contêm no
máximo 64 retas.

• Para d ⩾ 5, o problema está em aberto! Por outro lado, existem cotas para o número
máximo de retas.

É intuitivo perceber que um plano contém infinitas retas. Já para as superfícies quádri-
cas o teorema de classificação das superfícies quádricas no espaço projetivo nos permite
concluir que todas as superfícies quádricas contém infinitas retas (cf. Seção 3.1).

Vamos fazer um passeio histórico para entendermos quando e como os resultados dos
casos d D 3; 4 foram encontrados.

Em 1847, o britânico Arthur Cayley (1821–1895) enviou uma carta para o irlandês
George Salmon (1819–1904) na qual mencionava que uma superfície cúbica geral deveria
conter um número finito de retas. Salmon provou que este número era 27. Dois anos
depois, Cayley apresenta a demonstração de Salmon e a publica no artigo “On the triple
tangent planes of surfaces of the third order” (Cayley (1849)). No artigo “On the triple
tangent planes to surfaces of the third order” (Salmon (1849)) publicado namesma revista,
Salmon prova que “qualquer superfície cúbica não singular em P

3 contém exatamente 27
retas”. Este resultado foi também demonstrado pelo alemão Alfred Clebsch (1871). Esta
descoberta foi muito importante para o desenvolvimento da geometria algébrica, pois há
quem diga que a geometria algébrica moderna tenha se iniciado neste momento. O cálculo
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de tal número (de forma bastante elementar) será discutido na Seção 3.2, seguindo as
ideias expostas em Reid (1988). Para uma revisão histórica confira os textos de Dolgachev
(2005) e Henderson (2015). O leitor que desejar se aprofundar em outros aspectos ou
abordagens do estudo das retas em superfícies cúbicas pode conferir os seguintes textos:
Bruce e Wall (1979), Santos (2001), Dolgachev (2012), Luza e Pereira (2018) e McKean,
Minahan e Zhang (2021).

Quando passamos para superfícies de grau maior ou igual a quatro a situação muda.
Primeiro, nem toda superfície não singular de grau d ⩾ 4 contém retas (confira a discussão
no Capítulo 2). Segundo, o número de retas numa superfície não singular de grau fixado
pode variar.

No caso das superfícies quárticas não singulares, o enredo se inicia com a publicação
do artigo “Ueber eine besondre Classe von Flächen vierter Ordnung” (Schur (1882)), no
qual o alemão Friedrich Schur (1856–1932) apresentou a superfície quártica não singular
dada pelo polinômio x4Cxy3Cz4Czt3; que contém exatamente 64 retas. Essa superfície
é agora denominada de quártica de Schur. Porém, foi apenas em 1943 que o italiano
Beniamino Segre (1903–1977), no artigo “The maximum number of lines lying on a quartic
surface” (Segre (1943)), provou que “toda superfície quártica não singular em P

3 contém
no máximo 64 retas”. Apesar desta afirmação ser verdadeira, a demonstração feita por
Segre estava errada, e este fato foi verificado apenas 72 anos depois por Sławomir Rams e
Matthias Schütt, em “64 lines on smooth quartic surfaces” (Rams e Schütt (2015)). Para
mais detalhes confira o Capítulo 3.

Para superfícies de grau d ⩾ 5; como já mencionamos, o problema está em aberto e
existem apenas cotas para o número máximo de retas que uma superfície não singular de
grau d em P

3 pode conter. Uma cota inferior é dada pela família das superfícies de Fermat
de grau d , que contém exatamente 3d2 retas. Já para cotas superiores, Clebsch exibiu uma
cota em “Ueber die anwendung der quadratischen substitution auf die gleichungen 5ten
grades und die geometrische Theorie des Ebenen Fünfseits” (Clebsch (1871)), a qual foi
melhorada por Segre. Recentemente, a cota de Segre foi otimizada por Bauer e Rams
(2022) em “Counting lines on projective surfaces”.

Esperamos que o leitor adquira uma compreensão dos desafios e da beleza inerentes
à contagem de retas em superfícies no espaço projetivo. Assim como também que você
se sinta motivado a explorar mais sobre o tema e que aproveite ao máximo essa jornada
matemática.

Estrutura do livro e como utilizá-lo
Reservamos esta seção para desenhar o caminho que será tomado neste livro através de
cada capítulo, assim como orientações em geral para o público alvo.

No Capítulo 1, apresentamos as noções básicas de geometria algébrica que nos permi-
tirão entender e desenvolver o nosso problema. Além de resultados importantes, o leitor
encontrará exemplos e exercícios que o ajudarão a compreender o assunto. Para o leitor
que ainda não teve a oportunidade de fazer um curso introdutório de geometria algébrica
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clássica, recomendamos focar nas definições de espaço projetivo, superfícies e retas, e
no enunciado do teorema da dimensão das fibras e suas consequências (sem se preocupar
neste momento com a compreensão da demonstração deste teorema).

Vale salientar, que o leitor com base em geometria algébrica clássica, pode optar por
iniciar sua leitura a partir do Capítulo 2. O leitor muito curioso, que esteja interessado
em conferir as respostas existentes do problema em questão, pode ir diretamente para os
Capítulos 3 e 4.

No Capítulo 2, exploramos a questão de uma superfície conter ou não retas, sendo
o teorema da dimensão das fibras um dos elementos-chaves para essa discussão. Outro
elemento que utilizamos é a associação do conjunto das retas no espaço projetivo com
pontos da superfície quádrica de Plücker em P

5: Finalizamos o capítulo com um prelúdio
para contagem de retas em superfícies não singulares de grau d ⩾ 3; sendo essa a base
teórica para a contagem das 27 retas numa superfície cúbica não singular, como também
para obter cotas para o número máximo de retas em superfícies de grau d ⩾ 5.

O Capítulo 3 acompanha a história e a contagem de retas em superfícies nos casos em
que o problema já foi resolvido, i.e. superfícies de grau d ⩽ 4: Um método bastante sim-
ples de contagem de retas é via estratificação, e nós o utilizaremos para discutir diversos
exemplos de superfícies de grau 3 e, principalmente, de grau 4. Visto que ao contrário
do que ocorre com superfícies não singulares de grau 3, a quantidade de retas em superfí-
cies não singulares de grau 4 varia, sendo 64 o número máximo de retas contidas em tais
superfícies.

Já no Capítulo 4, abordamos o problema para superfícies de grau d ⩾ 5 e a parte his-
tórica da determinação das cotas de Clebsch, Segre e Bauer–Rams para o número máximo
de retas que uma superfície pode conter. Além disso, obteremos cotas a partir da famí-
lia de superfícies não singulares S� ; determinada pelos zeros do polinômio homogêneo
�.x; y/� �.z; t/, sendo �.u; v/ homogêneo de grau d tal que Z.�/ � P

1 consiste de d
pontos distintos.

No Apêndice A desenvolvemos alguns resultados de ação de grupos sobre conjuntos
com foco no grupo �C D fT 2 Aut.P1/jT.C / D C g, sendo C � P

1 um conjunto finito
com #.C / ⩾ 3. Neste processo, o Teorema de Classificação dos automorfismos de P

1 de
Klein tem um papel preponderante.

Para utilização do sistema de álgebra computacional Maxima, no Apêndice B apre-
sentamos apenas os comandos necessários para implementação da contagem de retas por
estratificação. Revisitamos alguns exemplos do Capítulo 3, e apresentamos um preâmbulo
completo dos comandos a serem inseridos no Maxima para que o próprio leitor possa cal-
cular a quantidade de retas em superfícies de grau 3.

Agradecimentos
Gostaríamos de expressar nossa mais profunda gratidão a todos os participantes do mini-
curso por sua presença e interesse. Sua dedicação e entusiasmo foram fundamentais para
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gos, que têm sido uma fonte constante de apoio, incentivo e inspiração. Em particular,
queremos mencionar Issis Dias, Ageu Freire, Ramón Mendoza, professor Israel Vainsen-
cher, professor Roberto Bedregal (in memoriam), professor Eduardo Esteves e a profes-
sora Carolina Araújo. Suas palavras encorajadoras e sua crença em nosso potencial têm
sido um farol de luz durante toda a jornada de criação deste livro.
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1 Fundamentos de
Geometria
Algébrica
Clássica

O próprio título deste livro “Contando retas em superfícies no espaço projetivo” desperta
no leitor a perspectiva de adquirir conhecimentos sobre o que vem a ser o espaço projetivo
e os objetos denominados de retas e superfícies nesse espaço. Assim, nossa proposta ini-
cial neste primeiro capítulo é introduzir os termos e propriedades mais utilizadas no estudo
da geometria algébrica clássica, mantendo o foco no objetivo do nosso texto, mas dando
a oportunidade para que os neófitos no assunto, venham tomar posse dos termos matemá-
ticos que serão utilizados, como também conhecer resultados tão importantes, quanto o
teorema da dimensão das fibras (cf. Teorema 1.7). Vale salientar que este capítulo foi
dividido em três seções.

• No universo afim. Esta primeira seção foi dedicada aos objetos afins, com os quais
o leitor possivelmente já teve um contato. Por exemplo, retas e parábolas no plano
cartesiano real e/ou o estudo das retas, planos, cônicas e superfícies no espaço 3-
-dimensional real. Um dos destaques desta seção é dotar o espaço afim A

n
K
(neste

momento, leia-seA
n
K

D K
n; sendoK um corpo) e seus subconjuntos de uma topolo-

gia denominada topologia de Zariski, o que permite calcular a dimensão topológica
desse espaço. Entretanto, o arcabouço algébrico, permite usar a noção de dimensão
de Krull para calcular a dimensão do anel de coordenadas associado a um subcon-
junto fechado deA

n
K
, que vem a coincidir com a dimensão topológica desse fechado.

Outro resultado que merece destaque é o teorema dos zeros de Hilbert, que nos per-
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mite estabelecer uma bijeção entre os subconjuntos fechados do espaço afim A
n
K
e

os ideais radicais do anel de polinômiosKŒx1; : : : ; xn�. Concluímos essa seção com
a noção de função regular, que nos permite definir o conceito demorfismo entre con-
juntos fechados (na terceira seção), o qual neste momento o leitor pode pensar como
os homólogos das funções contínuas quando relacionamos espaços topológicos.

• No universo projetivo. Nesta segunda seção, o leitor será apresentado aos prota-
gonista da contagem: o espaço projetivo complexo P

3, e as retas e superfícies em
P
3. Além disso, o leitor poderá conferir que as noções e muitos dos resultados que

foram apresentados no caso afim (tais como topologia de Zariski, dimensão, ideal
associado, função regular, etc.) ganharão, por assim dizer, sua versão projetiva.
Em particular, demonstraremos a versão projetiva do teorema dos zeros de Hilbert,
cuja prova recebe o subsídio da versão afim. Entretanto, diferente do caso afim,
nesta seção exploramos o conceito de conjunto algébrico num produto cartesiano
de espaços projetivos, uma vez que utilizaremos o teorema da dimensão das fibras
em morfismos, cujos domínios são conjuntos algébricos num produto de espaços
projetivos.

• Morfismos caso afim/projetivo. Nesta seção, exploramos o conceito de morfismo,
morfismo dominante (pré-requisito para podermos utilizar o teorema da dimensão
das fibras), e isomorfismo. Mostramos que isomorfismos entre variedades afins es-
tão em correspondência com isomorfismos entre seus anéis de coordenadas. Entre-
tanto, dentre os isomorfismos entre variedades projetivas, nossa ênfase são as mu-
danças de coordenadas projetivas (MCP), que permite modificar o polinômio que
define uma dada superfície, sem perdermos nada na proposta de contagem. Mais
precisamente, as mudanças de coordenadas projetivas preservam a quantidade de
retas contidas numa superfície e a incidência entre tais retas, assim como outras pro-
priedades que são exploradas nesta seção. Concluímos com uma demonstração do
teorema da dimensão das fibras e alguns resultados sobre morfismos que possuem
fibras irredutíveis de dimensão fixa.

1.1 No universo afim

Sejam K um corpo e n um inteiro positivo.
O n-espaço afim1

A
n
K
como conjunto é igual aK

n. Entretanto o que torna este conjunto
numa variedade afim, será essencialmente a topologia de Zariski, com seus fechados que
denominaremos de conjuntos algébricos, que iremos introduzir em breve.

Para abordar o conceito de conjunto algébrico precisamos introduzir o conjunto dos
zeros de um polinômio.

1Usualmente, A
1
K
, A

2
K
e A

3
K
são denominados de reta afim, plano afim e espaço afim, respectivamente.
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Considere f 2 KŒx� W D KŒx1; : : : ; xn�. Definimos o conjunto de zeros de f em A
n
K

por
Z.f / W D

n
a 2 A

n
K

jf .a/ D 0
o
:

Por exemplo, se K for infinito e f 2 KŒx�, então

Z.f / D

8
<̂

:̂

; se grau.f / D 0 ou f não tiver raízes em K;
K se f D 0;

X
f inito

� K se grau.f / ⩾ 1:

Exercício 1.1. Seja K um corpo infinito e f 2 KŒx�. Mostre que

.a/ Se grau.f / D n, então #.Z.f // ⩽ n.

.b/ Se Z.f / é infinito, então f D 0.

Exercício 1.2. Considere o corpo finito Zp D
n
0; : : : ; p � 1

o
, com p primo. Seja X �

Zp , determine f 2 ZpŒx� não nulo tal que Z.f / D X .

Exercício 1.3. Sejam f; g 2 KŒx�. Mostre que Z.fg/ D Z.f / [ Z.g/.

De forma mais geral, podemos definir os zeros de um subconjunto S em KŒx� D
KŒx1; : : : ; xn� da seguinte forma.

Considere S � KŒx� não vazio. O conjunto dos zeros de S em A
n
K
é dado por

Z.S/ W D
n
a 2 A

n
K

jf .a/ D 0; 8f 2 S
o
:

Em particular, ao considerarmos S D I sendo I um ideal de KŒx�, obtemos o conjunto
dos zeros de I em A

n
K

Z.I / W D
n
a 2 A

n
K

jf .a/ D 0; 8f 2 I
o
:

Proposição 1.1. Sejam S; T � KŒx� não vazios e hSi o ideal gerado2 por S em KŒx� e
I; J ideais em KŒx�. Verifica-se que

.i/ Se S � T , então Z.T / � Z.S/.

.ii/ Z.S/ D Z.hSi/.
2Lembre que hSi W D

nPk
iD1 ai � fi 2 Ajai 2 A e fi 2 S com 1 ⩽ i ⩽ k; k 2 N

o
: Ou

equivalentemente, hSi W D
T

S �J �
ideal

A

J sendo A D KŒx�. Se S D ff1; : : : ; fkg, então definimos

hSi WD hf1; : : : ; fki.
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.iii/ Z.I / D Z.
p
I /, sendo

p
I o radical3 do ideal I .

.iv/ Z.I / [ Z.J / D Z.I \ J /.

Demonstração. (i) Deixamos a cargo do leitor.

(ii) Tendo em consideração que S � hSi, segue de .i/ que Z.hSi/ � Z.S/. A seguir
provaremos a outra inclusão.

Considere a 2 Z.S/. Assim, f .a/ D 0 para todo f 2 S . Note que

g 2 hSi H) 9 g1; : : : ; gk 2 S e p1; : : : ; pk 2 KŒx�; tais que g D
kX

iD1
pigi

H) g.a/ D
kX

iD1
pi .a/gi .a/; 8 a 2 A

n
K

a2Z.S/H) g.a/ D 0 .pois gi 2 S/
H) a 2 Z.hSi/:

Logo, Z.S/ � Z.hSi/.
(iii) Deixamos a cargo do leitor.

(iv) � Considere a 2 Z.I / [ Z.J /. Assuma que a 2 Z.I /, neste caso

f .a/ D 0; 8f 2 I I\J �IH) f .a/ D 0; 8f 2 I \ J H) a 2 Z.I \ J /:

(se a 62 Z.I / necessariamente a 2 Z.J /, e segue o mesmo raciocínio).
� Considere a 2 Z.I \ J /.

Queremos concluir que a 2 Z.I / [ Z.J /. Suponha que, a 62 Z.I /. Logo existe
f 2 I tal que f .a/ ¤ 0.

Observe que para cada g 2 J , temos que fg 2 I \ J . Portanto,

fg.a/„ƒ‚…
f .a/g.a/

D 0; 8g 2 J f .a/¤0H) g.a/ D 0; 8g 2 J H) a 2 Z.J / H) a 2 Z.I /[Z.J /:

Portanto, Z.I / [ Z.J / D Z.I \ J /.

Proposição 1.2. Seja I D hf1; : : : ; fki � KŒx�. Então Z.I / D
kT
iD1

Z.fi /.

3Lembre que
p
I W D fa 2 Aj existe n inteiro não negativo tal que an 2 I g é o radical do ideal I no

anel comutativo com unidade A.
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Demonstração. Deixamos a cargo do leitor.

NOTAÇÃO: Usaremos a notação Z.f1; : : : ; fk/ em lugar de Z.hf1; : : : ; fni/.
Por exemplo, considere o ideal I D

˝
x � y; y � x2

˛
no anel RŒx; y�. Assim,

Z.I / D Z.x � y/ \ Z.y � x2/ D f.a; b/ 2 R
2ja D bg„ ƒ‚ …

`

\ f.a; b/ 2 R
2jb D a2g„ ƒ‚ …

P

x

Z.I / D f.0; 0/; .1; 1/g

y

P
`

Exercício 1.4. Sejam ff1; : : : ; fkg e fg1; : : : ; grg dois conjunto de geradores do ideal I
no anel KŒx�. Mostre que Z.f1; : : : ; fk/ D Z.g1; : : : ; gr /.4

Conjunto algébrico afim

Um subconjunto Y de A
n
K
é denominado conjunto algébrico afim (ou simplesmente, con-

junto algébrico em A
n
K
) se existe um ideal I do anel KŒx� tal que Z.I / D Y .

Observação 1.1. Sendo KŒx� um anel noetheriano5, todo ideal admite um conjunto finito
de geradores. Assim,

Y é um conjunto algébrico em A
n
K

() 9 f1; : : : ; fk 2 KŒx� tais
que Y D Z.f1; : : : ; fk/.

(1.1)

Exemplo 1.1. A
n
K
e ; são conjuntos algébricos de A

n
K
, pois Z.0/ D A

n
K
(considere

I D f0g) e Z.1/ D ; (considere I D h1i).
Exemplo 1.2. Y D fa 2 Rja > 0g não é um conjunto algébrico em A

1
R
. Pelo absurdo,

suponha que Y é um conjunto algébrico em A
1
R
. Assim, Y D Z.I / sendo I um ideal de

4De fato, Z.f1; : : : ; fk/ D Z.g1; : : : ; gr / D Z.I / o que demonstra que o cálculo dos zeros do ideal I
independe do conjunto de geradores escolhidos para o ideal I.

5Veja Teorema III.5.2 na p. 105 em Garcia e Lequain (2013)
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RŒx�. Lembre que todo ideal em RŒx� é principal, logo Y D Z.f / se I D hf i. Neste
caso, f .a/ D 0 para todo a > 0. Assim Z.f / é infinito e segue do Exercício 1.1 que
f D 0, que implica em Y D Z.0/ D A

1
R
, o que é um absurdo.

Exemplo 1.3. Conjuntos algébricos Y � A
n
K
sendo K corpo finito.

Se Y é um conjunto algébrico em A
n
K
, segue de (1.1) que existem f1; : : : ; fk 2 KŒx�

tais que
Y D Z.f1; : : : ; fk/ D Z.f1/ \ Z.f2/ \ � � � \ Z.fk/:

Sendo K um corpo finito, concluímos que Z.fi / é finito para cada i . Logo, Y é finito.
Reciprocamente, considere Y um subconjunto finito não vazio de A

n
K
(sabemos que o

conjunto vazio é um conjunto algébrico). Logo, Y D fa1; : : : ; amg com ai D .ai;1; : : : ; ai;n/
para i D 1; : : : ; m. Note que

faig D Z.x1 � ai;1; x2 � ai;2; : : : ; xn � ai;n/:

Logo, faig é um conjunto algébrico e Y uma união finita de conjuntos algébricos em A
n
K
.

Portanto Y é um conjunto algébrico.

O exemplo acima, motiva a seguinte pergunta

Pergunta

A união finita de conjuntos algébricos (afins) é um conjunto algébrico afim?a

aPense! A resposta faz parte de uma das condições que definem a topologia de Zariski em A
n
K
(cf.

Proposição 1.3).

Exemplo 1.4. Conjuntos algébricos Y � A
1
K
sendo K infinito.

Observe que todo conjunto algébrico em A
1
K
é da forma Z.f /, para algum f 2 KŒx�

.visto que KŒx� é um D.I.P.6/. Logo, Y é um conjunto algébrico se, e somente se, Y for
finito ou Y D A

1
K
.

Hipersuperfícies: curvas, superfícies, …

Seja K um corpo infinito. Se f 2 KŒx1; : : : ; xn� (n ⩾ 2) for não constante, tal que Z.f /
é infinito, então Z.f / será denominada hipersuperfície (afim) em A

n
K
.

Neste contexto, Z.f / é denominada curva (plana afim), superfície (afim) se n D 2; 3;
respectivamente.

Exercício 1.5. Mostre que Y D f.a; b/ 2 R
2jb ⩾ 0/g não é um conjunto algébrico de

A
2
R
.
6Um anel comutativo com unidade, que é um domínio de integridade, com a propriedade de que todo ideal

é principal (ou seja, gerado por exatamente um elemento) é denominado Domínio de ideais principais (D.I.P.)
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Exercício 1.6. Se f 2 CŒx1; : : : ; xn� (n ⩾ 2) for não constante, então Z.f / � A
n
C
é

infinito.

Para caracterizar os conjuntos algébricos no plano vamos usar o seguinte resultado (cf.
p. 26 em Vainsencher (2017))

Lema 1.1. Sejam f; g 2 KŒx; y�, sendo K corpo, dois polinômios sem fatores irredutíveis
em comum. Então Z.f / \ Z.g/ é um conjunto finito.

Exemplo 1.5. Conjuntos algébricos Y no plano afim A
2
K
. Seja Y um conjunto algébrico

em A
2
K
. Segue de (1.1) que existem f1; : : : ; fk 2 KŒx; y� tais que

Y D Z.f1; : : : ; fk/ D Z.f1/ \ Z.f2/ \ � � � \ Z.fk/:

Vamos abordar o caso em que K é um corpo infinito (para o caso finito veja Exemplo 1.3).
Note que:

• Se existir i 2 f1; : : : ; kg tal que Z.fi / for finito, então Y é um conjunto finito.
• Assuma que Z.fi / é infinito para todo i 2 f1; : : : ; kg (Z.fi / é uma curva).
Segue do Lema 1.1 que Y será finito, se existirem i; j 2 f1; : : : ; kg (i ¤ j ) tais que

fi e fj não possuem fatores irredutíveis em comum. Caso contrário, podemos escrever
f1 D hg1 e f2 D hg2 de modo que g1 e g2 não possuem fatores irredutíveis em comum.
Observe que:

Z.f1/\Z.f2/ D Z.h/[
�
Z.g1/ \ Z.g2/

�
„ ƒ‚ …

f inito

D Z.h1/[� � �[Z.hs/[
�
Z.g1/ \ Z.g2/

�
„ ƒ‚ …

f inito

;

se h D h1 � � � hs é a fatoração de h em irredutíveis.
Em resumo, ao fazermos indução em k, sendo Y D Z.f1; : : : ; fk/ D Z.f1/ \

Z.f2/ \ � � � \ Z.fk/, concluímos que:
Se Y é um conjunto algébrico em A

2
K
(sendo K infinito) então

Y D

8
<
:

;;
A
2
K
;

Y1 [ � � � [ Ym; sendo Yj uma curva ou um conjunto unitário.

Exercício 1.7. Dê exemplos de polinômios em RŒx; y� cujo conjunto de zeros em A
2
R

seja finito (com 0; 1; 2; : : : elementos).

Exercício 1.8. Se f 2 CŒx; y� for não constante, conclua queZ.f / � A
2
C
é infinito. Ou

seja, Z.f / é uma curva plana.

1.1.1 Variedades afins e quase afins
Continuando nosso percurso, a seguir vamos especificar quais dentre os conjuntos algébri-
cos serão denominados de variedades afins e quase afins. O que nos leva ao conceito de
Topologia de Zariski.
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Topologia de Zariski em A
n
K

Vamos começar lembrando a definição de espaço topológico.

Sejam X um conjunto e F uma família de subconjuntos de X . Dizemos que F define
uma topologia em X se as seguintes condições forem satisfeitas:

(i) X e ; pertencem a F .

(ii) Para quaisquer subfamília fAigi2J de F tem-se que
S
i2J

Ai 2 F .

(iii) Se A1 e A2 2 F então A1 \ A2 2 F .

Os elementos A 2 F são chamados de abertos e os elementos Bc com B 2 F são
chamados de fechados.

Observação 1.2. Com as notações acima. A família F define uma topologia em X se, e
somente se, a família G D fB � X jBc D X � B 2 Fg (formada pelos complementares
dos elementos da família F) satisfaz as seguintes condições:

.a/ X e ; pertencem a G.

.b/ Para quaisquer subfamília fBigi2J de G tem-se que
T
i2J

Bi 2 G.

.c/ Se B1 e B2 2 G então B1 [ B2 2 G.

Exemplo 1.6. Seja K um corpo finito. Vejamos que A
1
K
é um espaço topológico.

Vamos partir da condição de que todo ideal de KŒx� é principal. Além disso, também
vale a seguinte igualdade para I D hpi D pKŒx�.

Z.I / D
n
a 2 Kjf .a/ D 0; 8f 2 I

o
D
n
a 2 Kjp.a/ D 0

o
: (1.2)

Ou seja, Z.I / é formado pelas raízes do polinômio p. Assim, segue de (1.2) que

Z.I / D
�

K se I D h0i D f0g
Finito se I D hpi com p ¤ 0:

(1.3)

A partir de (1.3) temos que:

.a/ K e ; pertencem a G D
n
Z.I / j I é ideal do anel KŒx�

o
.

.b/ Se fBigi2J é uma subfamília de G, então temos duas possibilidades:
� Existe i0 2 J tal que Bi0 é finito. Neste caso,

\

i2J
Bi � Bi0 H)

\

i2J
Bi é finito H)

\

i2J
Bi 2 G:
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� Para todo i 2 J tem-se que Bi é infinito. Assim, Bi D K para todo i 2 J . Logo
\

i2J
Bi D K 2 G:

.c/ Se B1 e B2 2 G então temos duas possibilidades a serem analisadas.
� B1 D K ou B2 D K. Neste caso, B1 [ B2 D K 2 G.
� B1 ¤ K e B2 ¤ K. Logo, B1 e B2 são ambos conjuntos finitos, o que nos leva a
concluir que B1 [ B2 também é finito. Assim, B1 [ B2 2 G.

Proposição 1.3. Seja CAlg W D
n
Y jY é um conjunto algébrico em A

n
K

o
. O conjunto Calg

induz uma topologia em A
n
K

, ao considerarmos os complementares dos conjuntos algébri-
cos em A

n
K

como os abertos. Esta topologia é denominada Topologia de Zariski em A
n
K

.

Demonstração. Lembre que todo conjunto algébrico em A
n
K
é da formaZ.I / para algum

ideal I do anel KŒx�. Seja ˙ W D fI jI é ideal do anel KŒx�g. Assim, nosso objetivo é
mostrar que a família F D

n
Z.I /c

o
I2˙

define uma topologia em A
n
K
.

Nossa proposta será mostrar que a família G D
n
Z.I /

o
I2˙

satisfaz as condições (a),
(b) e (c) da Observação 1.2. SeK for um corpo finito o Exemplo 1.3 nos garante que todos
os conjuntos algébricos são finitos. Neste caso, a verificação dos itens acima é direta.

Vamos assumir que o corpo K é infinito.

(a) K
n e ; pertencem a G. Pois,

Z.I / D
� ; se I D h1i D KŒx1; : : : ; xn�

K
n se I D h0i D f0g:

(b) Considere uma subfamília fZ.I˛/g˛2J de G.

Afirmação:
T
˛2J

Z.I˛/ D Z.hSi/ sendo S D S
˛2J

I˛ .

� Considere a 2 T
˛2J

Z.I˛/ e observe que:

a 2 Z.I˛/; 8˛ 2 J H) f .a/ D 0; 8 f 2 I˛;8˛ 2 J

H) f .a/ D 0; 8 f 2 S D S
˛2J

I˛

.ii/H)
Proposio 1:1

f .a/ D 0; 8 f 2 hSi

H) a 2 Z.hSi/:
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� Considere a 2 Z.hSi/ e observe que:

f .a/ D 0; 8 f 2 hSi
S �hSiH) f .a/ D 0; 8 f 2 S
I˛ �SH) f .a/ D 0; 8 f 2 I˛;8 ˛ 2 J

H) a 2 Z.I˛/; 8˛ 2 J

H) a 2 T
˛2J

Z.I˛/:

(c) Segue do item (iv) da Proposição 1.1.

Conjunto Irredutível

Como veremos em breve um conjunto algébrico será considerado uma variedade se for
irredutível. A noção de irredutibilidade pode ser definida em qualquer espaço topólogico.
Em particular, no caso dos espaços topológicos noetherianos, que tem a propriedade de
representar todo conjunto fechado como união finita de irredutíveis maximais (cf. Propo-
sição 1.7).

Sejam X um espaço topológico e Y um subconjunto de X . A topologia induzida por
X em Y é definida da seguinte forma:

U � Y é aberto () 9 U1 � X; aberto tal que U D U1 \ Y .
De fato, se ˙ define a topologia de X então

˙Y D
n
V \ Y jV 2 ˙

o

define a topologia induzida por X em Y .

Exercício 1.9. Sejam X um espaço topológico e Y um subconjunto de X . Considere a
topologia induzida por X em Y . Mostre que F � Y é fechado() 9 F1 � X fechado
tal que F D F1 \ Y .

Sejam X um espaço topológico e Y um subconjunto de X . Considere a topologia
induzida por X em Y .

Y é dito irredutível () 8 F1; F2 fechados em Y tais que Y D F1 [ F2
tem-se que F1 D Y ou F2 D Y .

Ou seja, Y não pode ser escrito como uma união de dois subconjuntos fechados pró-
prios de Y . Do contrário, Y é denominado redutível.

Exemplo 1.7. Se X é um espaço topológico, então ; é um conjunto irredutível.

De agora em diante consideraremos a Topologia de Zariski em A
n
K
, salvo menção

explícita em contrário.
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Exemplo 1.8. Se K é um corpo finito, então

Y � A
1
K
é irredutível e não vazio () #.Y / D 1,

visto que os fechados próprios são o vazio e os subconjuntos finitos com pelo menos um
elemento .fag D Z.x � a/ é um fechado de A

1
K
/. Agora, tendo em consideração que K

é um anel comutativo com unidade, tal que 0 ¤ 1 (sendo 1 a unidade de K), segue-se que
A
1
K
é redutível.

Exemplo 1.9. Se K é um corpo infinito, então

Y � A
1
K
é irredutível e não vazio () #.Y / D 1 ou Y D A

1
K

Se #.Y / < 1, então basta usar o raciocínio do Exemplo 1.8. Caso contrário, basta lembrar
que os fechados próprios emA

1
K
são os subconjuntos finitos deA

1
K
. Assim, não é possível

exprimir A
1
K
como uma união de dois subconjuntos fechados próprios (de A

1
K
).

Exemplo 1.10. Seja R o corpo dos números reais.

.a/ R D A
1
R
é irredutível ao considerar a topologia de Zariski em R (cf. Exemplo 1.9).

.b/ Entretanto, ao considerar a topologia Euclidiana7 usual em R, tem-se que F1 D
.�1; 0� e F2 D Œ0;C1/ são fechados próprios de R tais que R D F1 [ F2, logo
R é redutível.

Assim, a propriedade de um dado conjunto ser irredutível ou redutível, não depende
do conjunto e sim da topologia em questão.

Exemplo 1.11. O conjunto algébrico Y D Z.xy/ � A
2
R
é redutível.

Z.y/

Y D Z.x/ [ Z.y/

Z.x/

Exercício 1.10. Sejam X um espaço topológico e Y um subconjunto de X . Mostre que:
Y é irredutível () Y é irredutível (sendo Y o fecho8 de Y em X ).

7Na topologia Euclidiana os abertos são os intervalos abertos da reta.
8Se .X;˙/ é um espaço topológico e Y um subconjunto deX , então Y D

T
Y �F 2 ˙

F .
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O próximo resultado nos será muito útil no estudo das variedades quase afins que
introduziremos em breve.

Proposição 1.4. Seja X ¤ ; um espaço topológico. São equivalentes.

.i/ X é um espaço topológico irredutível.

.ii/ Todo par de conjuntos abertos não vazios em X tem interseção não vazia.

.iii/ Todo aberto não vazio em X é denso9 em X .

Demonstração. Deixamos como exercício a cargo do leitor.

Exercício 1.11. Considere a topologia induzida em H D f.a; b/ 2 R
2jb ⩾ 0g pela

topologia de Zariski em A
2
R
. Determine seH é fechado em A

2
R
? H é irredutível?

Variedade Afim e Quase Afim

Ao considerarmos subconjuntos de A
n
K
usaremos a topologia induzida pela topologia de

Zariski, salvo menção em contrário.
Seja Y � A

n
K
um conjunto algébrico afim. Dizemos que Y é variedade afim se Y for

irredutível. Um subconjunto aberto de uma variedade afim será denominado de variedade
quase afim.

Exemplo 1.12. Se K for um corpo finito, então ; e fag com a 2 K
n são as variedades

afins e quase afins em A
n
K
.

Exemplo 1.13. SeK for um corpo infinito, segue do Exemplo 1.9 queA
1
K
é uma variedade

afim. Mais geralmente, no Exemplo 1.18 mostraremos que A
n
K
é irredutível, logo uma

variedade afim para todo n.

Observação 1.3. Seja K corpo infinito. Sejam X ¤ ; uma variedade afim em A
n
K
e U

um aberto não vazio de A
n
K
.

.a/ U \X é um subconjunto aberto e irredutível de X .

.b/ U \X é uma variedade quase afim e toda variedade quase afim é dessa forma.10

.c/ Toda variedade afim é uma variedade quase afim.11

.d/ Todo aberto de A
n
K
é uma variedade quase afim.

9Dizemos que Y � X é denso emX se Y D X .
10Lembre que: SeX é um conjunto algébrico em A

n
K
, então U1 � X é aberto emX se, e somente se, 9 U

aberto de A
n
K
tal que U1 D U \X .

11SeX � A
n
K
é uma variedade afim, entãoX é aberto emX (ouX D U \X com U D A

n
K
) .
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.e/ Se Y é uma variedade quase afim, então existe V aberto num certo A
n
K
tal que

Y D V \ Y :
Sendo Y uma variedade quase afim, existem V aberto e X variedade afim em um
determinado espaço afim A

n
K
, tais que Y D V \ X . Observe que Y � X , logo

Y � X . Portanto,

Y D V \X \YH) Y D V \ Y :

Exemplo 1.14. ConsidereA
1 D A

1
C
. Y é uma variedade quase afim emA

1 se, e somente
se, Y é unitário ou Y é um aberto de A

1. Lembremos que as variedades afins em A
1 são:

;, conjuntos unitários eA
1. Seja Y uma variedade quase afim emA

1. Assim, Y D U \X
sendo U aberto de A

1 e X variedade afim em A
1. Assim,

Y D

8
<
:

; se X D ;;
U \ fag se X D fag .H) Y D ; ou Y D fag/;
U se X D A

1:

A seguir vamos introduzir o conceito de ideal associado. Esse conceito nos permitirá
estabelecer uma conexão entre os conjuntos algébricos em A

n
K
(respectivamente, as vari-

edades afins) com os ideias radicais em KŒx1; : : : ; xn� (respectivamente, os ideais primos
do anel KŒx1; : : : ; xn�). De fato, poderemos estabelecer uma bijeção, se o corpo K for
algebricamente fechado (cf. Proposição 1.9).

Ideal Associado

Considere Y � A
n
K
. O ideal associado a Y em KŒx� é dado por

I.Y / W D
n
f 2 KŒx�jf .a/ D 0; 8 a 2 Y

o
:

Exemplo 1.15. Se K é um corpo infinito então I.An
K
/ D f0g. De fato,

I.An
K
/ D

n
f 2 KŒx�jf .a/ D 0; 8 a 2 K

n
o

Note que, se f 2 I.An
K
/ então Z.f / D A

n
K
.

Afirmação: Se Z.f / D A
n
K
então f D 0.

A demonstração será feita por indução em n. Considere

P.n/ W Se Z.f / D A
n
K
, então f D 0.

• P.1/ é valida (cf. Exercício 1.1).

• Assuma que P.k/ é verdadeira. Ou seja, se g 2 KŒx1; : : : ; xk� e Z.g/ D A
k
K
então

g D 0.
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• Considere f 2 KŒx1; : : : ; xk ; xkC1� tal que f .a/ D 0 para todo a 2 A
kC1
K

.
Escrevef como umpolinômio na variável xkC1 com coeficientes no anelKŒx1; : : : ; xk �,
ou seja,

f D a0 C a1xkC1 C � � � C ad�1x
d�1
kC1 C adx

d
kC1;

no qual a0; : : : ; ad 2 KŒx1; : : : ; xk �. Considere b D .a1; : : : ; ak/ 2 A
k
K
e fb D

f .b; xkC1/ D
dP
iD0
ai .b/x

i
kC1 2 KŒxkC1�. Como f .a/ D 0 para todo a 2 A

kC1
K

,

então ao considerarmos a D .a1; : : : ; ak ; c/ temos que fb.c/ D 0 para todo c 2 K,
sendo fb um polinômio tal queZ.fb/ D K (com K infinito) segue que fb D 0. Ou
equivalentemente,

ai .b/ D 0; 8 i 2 f0; : : : ; dg:
Agora, ao fazer variar b 2 A

k
K
, concluímos que

ai .b/ D 0; 8 b 2 A
k
K

P.k/H) ai D 0 2 KŒx1; : : : ; xk�;

para cada i 2 f0; : : : ; dg: Portanto, f D 0.

Exemplo 1.16. Se K D Zp D f0; : : : ; p � 1g com p primo, então (escrevemos x em
lugar de 1x para simplificar)

I.A1
K
/ D

˝
x.x � 1/ � � � .x � p � 1/

˛
:

Considere f 2 I.A1
K
/. Neste caso, f .a/ D 0 para cada a 2 f0; : : : ; p � 1g. Logo

x � ajf .�/H)
p�1Y

aD0
.x � a/jf H) f 2

*
p�1Y

aD0
.x � a/

+
:

.�/ Sejam a; b 2 f0; : : : ; p � 1g. Então x � a e x � b são primos entre si, se a ¤ b12.

Exercício 1.12. Seja K D Zp D f0; : : : ; p � 1g com p primo. Determine I.A2
K
/.

Exercício 1.13. Verifique se o raciocínio empregado no Exercício 1.12, para determinar
I.A2

K
/ sendo K D Zp D f0; : : : ; p � 1g com p primo, pode ser usado para determinar

I.Am
K
/ para m ⩾ 3.

Exemplo 1.17. Se a D .a1; : : : ; an/ 2 A
n
K
então I.fag/ D hx1 � a1; : : : ; xn � ani.

Observe que xi � ai 2 I.fag/ para todo i 2 f1; : : : ; ng. Logo,
hx1 � a1; : : : ; xn � ani � I.fag/:

Para mostrarmos a outra inclusão, considere f 2 I.fag/. E vamos aplicar o algoritmo da
divisão, do seguinte modo:

12Para relembrar Divisão Euclidiana de polinômios veja Proposição I.3.9, p. 26 em Garcia e Lequain (2013).
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• Divida f por xn � an. Logo existemQn 2 KŒx� e Rn 2 KŒx1; : : : ; xn�1� tais que

f D Qn � .xn � an/CRn

• DividaRn por xn�1�an�1. Logo existemQn�1 2 KŒx� eRn�1 2 KŒx1; : : : ; xn�2�
tais que

Rn D Qn�1 � .xn�1 � an�1/CRn�1:

Logo, f D Qn � .xn � an/CQn�1 � .xn�1 � an�1/CRn�1.

• Ao continuarmos esse procedimento, concluímos que existemQ1; : : : ;Qn 2 KŒx�
e R1 2 K tais que

f D Qn � .xn � an/CQn�1 � .xn�1 � an�1/C � � � CQn � .x1 � a1/CR1 (1.4)

Segue de (1.4) que f .a/ D R1. Como f .a/ D 0, concluímos que R1 D 0. Por-
tanto, f 2

˝
fxi � aigniD1

˛
.

Proposição 1.5. Sejam Y e X subconjuntos de A
n
K

e T � KŒx�. Verifica-se que

.i/ I.Y / é um ideal radical.13

.ii/ Se X � Y então I.Y / � I.X/.

.iii/ I.Y [X/ D I.Y / \ I.X/.

.iv/ T � I.Z.T //.

.v/ Z.I.Y // D Y .

Demonstração. (i) Deixamos a cargo do leitor.

(ii) Segue da definição de ideal associado.

(iii) Como Y;X � Y [X . Segue de (ii) que I.Y [X/ � I.Y / \ I.X/.
Para mostrar a outra inclusão considere f 2 KŒx� e note que

f 2 I.Y / \ I.X/ H) f .a/ D 0; 8 a 2 Y e f .a/ D 0; 8 a 2 X
H) f .a/ D 0; 8 a 2 Y [X
H) f 2 I.Y [X/:

(iv) Deixamos a cargo do leitor.

(v) Note que Y � Z.I.Y // e Z.I.Y // é um fechado de A
n
K
. Então Y � Z.I.Y //

(visto que Y é a interseção de todos os fechados que contêm Y ).
13Um ideal I no anel comutativo com unidade A é dito radical se I D

p
I .
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A seguir mostraremos que Z.I.Y // � Y . Seja F D Z.I / � A
n
K
um fechado

(qualquer) contendo Y . Logo,

Y � F D Z.I /
.ii/H) I.Z.I // � I.Y /

.iv/H) I � I.Y / H) Z.I.Y // � Z.I / D F:

De onde concluímos queZ.I.Y // esta contido em todo fechado que contém Y (sendo
Y um desses fechados), tem-se que Z.I.Y // � Y .

Exercício 1.14. Sejam A um anel comutativo com unidade, I , J e P ideais de A tais que
I \ J � P e P é primo14 Mostre que I � P ou J � P .
Proposição 1.6. Seja Y um subconjunto de A

n
K

não vazio. Então

Y é irredutível () I.Y / é um ideal primo.

Demonstração. H) Suponha por absurdo que I.Y / não é um ideal primo do anel KŒx�.
Logo existem f; g 2 KŒx� tais que

fg 2 I.Y /; f 62 I.Y / e g 62 I.Y /: (1.5)

Segue da primeira afirmação em (1.5) que ffgg � I.Y /. Assim,

Z.I.Y // � Z.fg/ D Z.f / [ Z.g/
Z.I.Y //DYH) Y � Z.f / [ Z.g/:

Sendo Z.f / \ Y e Z.g/ \ Y fechados em Y tais que

Y D Z.f / \ Y [ Z.g/ \ Y Y irred:H) Y D Z.f / \ Y ou Y D Z.g/ \ Y
H) Y � Z.f / ou Y � Z.g/

H) f .a/ D 0; 8 a 2 Y ou g.a/ D 0; 8 a 2 Y
H) f 2 I.Y / ou g 2 I.Y / .AbsurdoŠ/

(H Sejam F D F1 \ Y e G D G1 \ Y fechados em Y tais que Y D F [G. Assim,
Y D .F1 [G1/ \ Y H) Y � F1 [G1

H) I.F1 [G1/ � I.Y /
Proposio 1:5H) I.F1/ \ I.G1/ � I.Y /
Exer: 1:14H) I.F1/ � I.Y / ou I.G1/ � I.Y /
H) Z.I.Y // � Z.I.F1// ou Z.I.Y // � Z.I.G1//

H) Y � F1 ou Y � G1
H) Y � F1 ou Y � G1
\YH) Y � F ou Y � G
H) Y D F ou Y D G:

Portanto, Y é um conjunto irredutível.
14Dizemos que um ideal próprio P de A é um ideal primo se para todos a; b 2 A tais que a � b 2 P , então

a 2 P ou b 2 P .
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Exercício 1.15. Considere Y D f.a; a2; a3/ja 2 Cg � A
3
C
. Determine I.Y / e verifique

se Y é irredutível.

Exemplo 1.18. Se K for um corpo infinito, segue do Exemplo 1.15 que I.An
K
/ D f0g um

ideal primo. Concluímos que A
n
K
é irredutível.

A seguir vamos estabelecer que todo conjunto algébrico afim pode ser exprimido como
uma união finita de seus subconjuntos irredutíveis maximais (cf. Corolário 1.1). Entre-
tanto, como já foi assinalado, vamos estabelecer esse resultado para a família dos espaços
topológicos noetherianos, da qual os conjuntos algébricos fazem parte (cf. Exemplo 1.21).

Espaço topológico noetheriano

Seja X um espaço topológico. X é denominado noetheriano se, para toda cadeia descen-
dente

Y1 � Y2 � � � �
formada por subconjuntos fechados Yi � X , existe r ⩾ 1 natural tal que Yr D YrCj para
todo j natural.

Exemplo 1.19. A
n
K
é um espaço topológico noetheriano.

Considere a cadeia descendente de fechados Y1 � Y2 � � � � ; então
I.Y1/ � I.Y2/ � � � �

é uma cadeia ascendente de ideais em KŒx�. Sendo KŒx� um anel noetheriano, concluímos
que existe r ⩾ 1 natural tal que

I.Yr / D I.YrC1/ D � � � ZH) Yr D YrC1 D � � �
Yi fech:H) Yr D YrC1 D � � �

Exemplo 1.20. Todo subconjunto fechado num espaço topológico noetheriano é também
noetheriano (com a topologia induzida).

De fato, considere X um espaço topológico noetheriano e Y � X um fechado. Se
Yi � Y são fechados tais que

Y1 � Y2 � � � � � Yi � � � � :
Então Yi é fechado em X , para todo i ⩾ 1. Como X é noetheriano, existe r ⩾ 1 tal que
Yr D YrCj para todo j ⩾ 1. Segue que a cadeia acima é estacionária. Portanto, Y é
noetheriano.

Exemplo 1.21. Todo conjunto algébrico emA
n
K
é um espaço topológico noetheriano (com

a topologia induzida).

Exemplo 1.22. conjunto R com a topologia Euclidiana usual não é um espaço topológico
noetheriano. Considere Yi D Œi;C1/ com i ⩾ 1 natural. Assim, Y1 � Y2 � � � �
é uma cadeia descendente de fechados em R. Observe que não existe r natural tal que
Œr;C1/ D Œr C 1;C1/.
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Exercício 1.16. Seja X um espaço topológico. Mostre que:

X é noetheriano () Toda família não vazia formada por subconjuntos
fechados de X , possui elemento minimal.

Exercício 1.17. Se Y é um espaço topológico irredutível e F1; : : : ; Fm forem fechados
em Y tais que Y D F1 [ � � � [ Fm, então Fi D Y para algum i D 1; : : : ; m:

Proposição 1.7. Se X é um espaço topológico noetheriano, então todo subconjunto fe-
chado não vazio Y de X pode ser escrito como uma união finita

Y D Y1 [ Y2 [ � � � [ Yk
onde cada Yi é um subconjunto fechado irredutível de Y . Se colocarmos a condição
Yi 6� Yj para todo i ¤ j , então Y1,…, Yk são unicamente determinados (a menos de
reordenação). Neste caso, Y1,…, Yk são denominadas componentes irredutíveis de Y .

Demonstração. Considere

˝ D
(
Y
fech:

� X

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

Y não pode ser escrito como
uma união finita de subconjuntos
fechados irredutíveis de Y

)
:

Suponha, por absurdo, que ˝ ¤ ;. Segue do Exercício 1.16 que ˝ possui um ele-
mento minimal, digamos Y0.

Note que Y0 não é irredutível.15 Assim existem, Y 10 e Y 20 fechados próprios de Y0 tais
que Y0 D Y 10 [ Y 20 . Agora, sendo Y0 elemento minimal de ˝ e Y i0 fechado próprio de
Y0, concluímos que Y 10 e Y 20 não pertencem a ˝. Logo, cada um desses conjuntos pode
ser escrito como uma união finita de fechados irredutíveis. Portanto, Y0 pode ser escrito
como uma união finita de fechados irredutíveis, o que é um absurdo.

A seguir, assuma que Yi e Y 0j são fechados irredutíveis em Y tais que

Y D Y1[Y2[� � �[Yr D Y 01[Y 02[� � �[Y 0s com Yi 6� Yj e Y 0i 6� Y 0j ; 8 i ¤ j: (1.6)

Nosso objetivo é mostrar que r D s e Y 0j D Y�.j / para alguma permutação � 2 Sr .
Faremos por indução em r , sendo

P.r/ W Se Y é um fechado em X satisfazendo (1.6) então s D r e existe
� 2 Sr tal que Y 0j D Y�.j /.

• P.1/ W Neste caso (r D 1), Y é irredutível e Y D Y 01 [ Y 02 [ � � � [ Y 0s . A partir da
irredutibilidade16 de Y , concluímos que Y 0j D Y para algum j . Se s ⩾ 2, tem-se
que Y 0

`
� Y D Y 0j para todo ` ¤ j , o que é absurdo. Logo s D 1 e escolhemos

� D id.
15Do contrário Y0 D Y0 [ ; seria escrito como união de fechados irredutíveis emY0.
16cf. Exercício 1.17.
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• Assuma P.k/ verdadeira.

• Vamos mostrar que P.k C 1/ é verdadeira.
Neste caso,

Y D Y1[Y2[� � �[YkC1 D Y 01[Y 02[� � �[Y 0s com Yi 6� Yj e Y 0i 6� Y 0j 8 i ¤ j:

Observe que YkC1 é um fechado irredutível contido na união
Ss
jD1 Y

0
j . Assim,

YkC1 D .YkC1 \ Y 01/ [ � � � [ .YkC1 \ Y 0s /
YkC1H)
irred:

YkC1 D YkC1 \ Y 0j para algum j

H) YkC1 � Y 0j

Podemos usar o mesmo raciocínio, ao considerar Y 0j � Y1 [ � � � [ YkC1, e concluir-
mos que existe i 2 f1; : : : ; k C 1g tal que Y 0j � Yi . Logo, YkC1 � Y 0j � Yi , que
implica em i D k C 1 e Y 0j D YkC1. Portanto,

Y � YkC1 D
k[

iD1
.Yi � YkC1/ D

[

`¤j
.Y 0` � Y 0j / (1.7)

Ao tomarmos o fecho em (1.7), obtemos17

Y � YkC1 D
k[

iD1
.Yi � YkC1/ D

[

`¤j
.Y 0
`

� Y 0j /:

Observe que Yi �YkC1 e Y 0` �Y 0j são abertos não vazios dos conjuntos irredutíveis
Yi e Y 0` , respectivamente. Logo esses abertos são densos, e portanto o fechado
Z D Y � YkC1 é igual a

Z D
k[

iD1
Yi D

[

`¤j
Y 0` :

Como Z é um fechado satisfazendo P.k/, segue da hipótese de indução que k D
s � 1, logo

Z D Y1 [ � � � [ Yk D Y 0i1 [ � � � [ Y 0ik
17SejaX um espaço topológico. Considere A e B subconjuntos deX . Então A[B D A[B .
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e existe � 2 Sk tal que Y 0it D Y�.t/. Portanto, s D k C 1 e

Y D Y1[� � �[Yk[YkC1 D Y 0i1[� � �[Y 0ik [Y 0ikC1
ikC1 WD j ¤ it 8 t 2 f1; : : : ; kg:

Neste caso, considere � 2 SkC1 dada por �.n/ D �.n/ se, n ¤ kC 1 e �.kC 1/ D
k C 1.

Corolário 1.1. Todo conjunto algébrico Y em A
n
K

pode ser escrito de maneira única (a
menos de ordem) como uma união de variedades afins Y D Y1 [ � � � [ Yk com Yi 6� Yj ;
para todo i ¤ j . As variedades afins Yi são as componentes irredutíveis de Y .

Exemplo 1.23. O conjunto algébrico Y D Z.xy/ � A
2
R
(ilustrado no Exemplo 1.11)

tem exatamente duas componentes irredutíveis, a saber: Z.x/ e Z.y/.

Exemplo 1.24. Se Y é o subconjunto finito de A
n
K
dado por Y D fp1; : : : ; pkg. Então

fpig são as componentes irredutíveis de Y D fp1g [ � � � [ fpkg.

Exemplo 1.25. O conjunto algébrico Y D Z.zx; zy/ � A
3
R
tem duas componentes

irredutíveis. O plano � D Z.z/ e a reta ` D Z.x; y/

�

`

1.1.2 Teorema dos Zeros de Hilbert
Sabemos que para qualquer subconjunto Y � A

n
K
podemos definir o ideal I.Y /, ideal

associado a Y (veja 1.2.1). Isso nos permite definir a seguinte função:
n
Conjuntos algébricos em A

n
K

o
I�!

n
Ideais em KŒx�

o

Y 7�! I.Y /

Exercício 1.18. Considere a função I definida acima.

.a/ Mostre que I é injetora e não é sobrejetora.

.b/ A restrição da função I as variedades afins tem por imagem Spec.KŒx�/18?
18Se A for um anel comutativo com unidade então Spec.A/ denotá o conjunto formado pelos ideais primos

do anel A.
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A seguir vamos explorar, se

f Variedades em A
n
K

g I�! f Ideais primos em KŒx�g D Spec.KŒx�/
Y 7�! I.Y /

é uma bijeção. Vamos começar com a seguinte pergunta:

É possível estabelecer quais são as variedades afins em A
n
K
cujo ideal associado é

maximal19 ?

De fato, o item (ii) da Proposição 1.5 nos permite concluir que os conjuntos unitários
devem se corresponder com ideais maximais, conforme mostramos no próximo lema. 

Lema 1.2. Considere a D .a1; : : : ; an/ 2 A
n
K

e ma D hx1 � a1; : : : ; xn � ani � KŒx�.
Então ma D I.fag/ é um ideal maximal do anel KŒx�.

Demonstração. Defina ' W KŒx� �! K por f 7�! f .a/. Observe que ' é um homo-
morfismo de anéis sobrejetor tal que ker.'/ D I.fag/. Assim, segue do Teorema dos
isomorfismos que I.fag/ é um ideal maximal do anel KŒx�. Além disso, mostramos no
Exemplo 1.17 que I.fag/ D ma.

Pergunta

Se m é um ideal maximal de KŒx�, existe a 2 A
n
K
tal que m D ma?

Não! Considere o ideal maximal m D
˝
x2 C 1

˛
em RŒx�. Suponha que existe a 2 A

1
K
tal

que m D ma. Logo,

Z.m/ D Z.ma/ H) ; D fag; o que é absurdo:

Lema 1.3 (Lema de Zariski). Seja k um subcorpo do corpo K. Se K for uma k-álgebra
finitamente gerada20, então K é uma extensão algébrica21 de k. Em particular, se k for
algebricamente fechado concluímos que k D K.

Demonstração. Confira o artigo “A simple proof of Zariski’s Lemma” de Alborz Azarang
(2017).

19Um ideal próprio m de um anel comutativo com unidade A é dito maximal se: Para todo ideal J � A tal
que m � J tem-se que J Dm ou J D A.

20Seja k um subcorpo de K. K é uma k-álgebra finitamente gerada se existem ˛1,…,˛m em K tais que
' W kŒx1; : : : ; xm� �! K dado por p 7! p.˛1; : : : ; ˛m/ é um homomorfismo de anéis sobrejetor. Ou seja,
todo elemento � 2 K admite uma representação “polinomial”, do tipo � D

P
aI˛

i1

1 � � �˛
im
m com aI 2 k.

21k ,! K é uma extensão algébrica se, 8a 2 K; 9p ¤ 0 em kŒx� tal que p.a/ D 0.
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Proposição 1.8. K é algebricamente fechado22 se, e somente se,

Max.KŒx�/23 D
n
I.fag/ja 2 K

n
o
:

Demonstração. (H Considere f 2 KŒx1� de grau maior ou igual a 1. Logo f não é
invertível em KŒx1� (nem em KŒx�). Assim, existe m 2 Max.KŒx�/ contendo f . Segue
da hipótese, que m D I.fag/ para algum a 2 K

n. Assim, f .a/ D 0 sendo que f .a/ D
f .a1/ D 0 com a1 2 K (a D .a1; : : : ; an/). Ou seja, f possui raiz em K.

H) Vamos começar fazendo a prova no caso n D 1 (motivados pela simplicidade desse
caso).

• n D 1. Considere m 2 Max.KŒx1�/. Sendo KŒx1� um D.I.P temos que m D hf i
com f irredutível (visto que m é maximal). Agora, sendo K um corpo algebrica-
mente fechado, conclui-se que f D a.x1 � a1/ para algum a; a1 2 K com a ¤ 0.
Assim,

m D hf i D ha.x1 � a1/i D hx1 � a1i D I.fa1g/:

• n ⩾ 2. Neste caso, se m � KŒx� for maximal, considere K D KŒx�
m

, K1 D
n
˛ 2

Kj˛ 2 K

o
e x1,…, xn em K .

Note que:

(i) K1 é um corpo algebricamente fechado.
(ii) K D K1Œx1; : : : ; xn� é uma K1-álgebra finitamente gerada.
Assim segue do Lema de Zariski (cf. Lema 1.3) que K1 D K. Logo para cada
i 2 f1; : : : ; ng existe ai 2 K tal que xi D ai . De onde concluímos que xi �ai 2 m
para cada i . Assim, ma � m. Na verdade são iguais (por conta de serem ideais
maximais). Assim, segue do Lema 1 que m D I.fag/.

Exercício 1.19. Mostre que Max.CŒx; y�/ D
n

hx � a; y � bi j.a; b/ 2 C
2
o
sem usar o

Lema de Zariski (nem a Proposição 1.8).

Teorema dos Zeros de Hilbert (caso afim)

Teorema 1.1. Sejam K um corpo algebricamente fechado e I um ideal em KŒx�. Então
.i/ I D h1i ou Z.I / ¤ ;.
22Um corpo K diz-se algebricamente fechado se qualquer polinômio f 2 KŒx� de grau maior ou igual a 1,

possui uma raiz em K. Consequentemente, f D a
Q
.x� ai /

ni com a; ai 2 K com a ¤ 0. Assim, todas as
raízes de f estão no corpo K.

23Usaremos a notação Max.A/ para indicar o conjunto formado por todos os ideias maximais do anel A.
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.ii/ I.Z.I // D
p
I .

Demonstração. (i) Suponha que I ¤ h1i. Então existe m ideal maximal de KŒx� con-
tendo I . Como K é um corpo algebricamente fechado, segue da Proposição 1.8 que
m D I.fag/ para algum a 2 A

n
K
. Assim,

I � I.fag/ H) Z.I.fag// � Z.I / H) fag � Z.I / H) Z.I / ¤ ;:

(ii) Sabemos que I.Z.I // é um ideal radical tal que I � I.Z.I // (veja a Proposi-
ção 1.5). Como radical preserva inclusões24 temos que

p
I � I.Z.I //.

A seguir vamos mostrar a outra inclusão. Considere g 2 I.Z.I // e assuma que I D
hf1; : : : ; fki. Basta provar no caso em que g ¤ 0. Neste caso, considere F1; : : : ; FkC1 2
KŒx1; : : : ; xn; xnC1� dados por

Fi D fi ; i D 1; : : : ; k e FkC1 D 1 � gxnC1:

Seja J D hF1; : : : ; FkC1i � KŒx1; : : : ; xnC1�. Segue do item (i) (deste teorema) que
J D h1i ou Z.J / ¤ ;.

Suponha que Z.J / ¤ ;, então existe a D .a1; : : : ; an; anC1/ 2 A
nC1
K

tal que

fi .a1; : : : ; an/ D 0; 8 i 2 f1; : : : ; kg: (1.8)

1 D g.a1; : : : ; an/anC1 (1.9)

De (1.8) seque que .a1; : : : ; an/ 2 Z.I /. Agora, como g 2 I.Z.I // e .a1; : : : ; an/ 2
Z.I /, segue que g.a1; : : : ; an/ D 0. A partir de (1.9) chegamos num absurdo. Portanto,
J D h1i. Assim, podemos escolherQ1; : : : ;QkC1 2 KŒx1; : : : ; xnC1� tais que

1 D Q1F1 C � � � CQkC1FkC1: (1.10)

Ao considerarmos o homomorfismo de anéis

� W KŒx1; : : : ; xnC1� �! KŒx1; : : : ; xnC1�

hFkC1i
dado por p 7�! p:

Ao aplicarmos � em (1.10) obtemos

1 D Q1 � F1 C � � � CQk � Fk em
KŒx1; : : : ; xnC1�

hFkC1i
: (1.11)

Agora, lembre que

' W KŒx1; : : : ; xnC1�

hFkC1i
�! KŒx1; : : : ; xn�g

24Se I e J são ideais no anel comutativo com unidade A tais que I � J então
p
I �
p
J .
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dado por xi 7�! x1

1
; i D 1; : : : ; n e xnC1 7�! 1

g
; ou mais precisamente,

dX

jD0
Aj .x/xjnC1

'7�!
dX

jD0

Aj .x/
gj

D
Pd
jD0Aj .x/gd�j

gd

é um isomorfismo de anéis. Ao aplicarmos ' em (1.11), obtemos

1

1
D R1

gm1
� f1
1

C � � � C Rk

gmk
� fk
1

sendo '.Qi / D Ri

gmi
com Ri 2 KŒx�: (1.12)

De (1.12) segue que

1

1
D T1f1 C � � � C Tkfk

gm
sendo m D m1 C � � � Cmk e Ti D Rig

m�mi :

De onde concluímos que gm D T1f1 C � � � C Tkfk , isto é, g 2 hf1; : : : ; fki D I .

Proposição 1.9. Seja K um corpo algebricamente fechado. Considere

CAlg D
n
Y � A

n
K

jY é um conjunto algébrico
o
;

IRad D
n
I � KŒx�jI é um ideal radical

o
:

Então
.i/ A função I W CAlg �! IRad dada por Y 7�! I.Y / é uma bijeção, cuja inversa

Z W IRad �! CAlg é dada por I 7�! Z.I /.
.ii/ A função I induz uma bijeção entre variedades afins e Spec.KŒx�/.
.iii/ A função I induz uma bijeção entre A

n
K

e Max.KŒx�/.

Demonstração. (i) Vamos começar mostrando que I é injetora. Considere, Y;X 2 CAlg

tais que I.Y / D I.X/. Neste caso,

Z.I.Y // D Z.I.X//
Proposio 1:5H) Y D X

Y;XH)
alg:

Y D X:

Agora, vamos mostrar que I é sobrejetora. Para isto, seja I um ideal radical do anel
KŒx�. Observe que Y D Z.I / 2 CAlg. Além disso, tem-se que I.Y / D I.Z.I // D

p
I (a

última igualdade segue do Teorema dos Zeros de Hilbert), sendo I ideal radical, conclui-
-se que I.Y / D I .

(ii) Segue da Proposição 1.6.

(iii) Tendo em consideração a Proposição 1.8, segue-se que a 7�! I.fag/ define uma
bijeção de A

n
K
e Max.KŒx�/.
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Já observamos que os conjuntos algébricos afins com a topologia de Zariski fazem
parte da família dos espaços topológicos noetherianos. Outro aSpecto interessante, é que
podemos utilizar o conceito de dimensão de um espaço topológico para definirmos a di-
mensão de um conjunto algébrico afim. Entretanto, o fato de trabalharmos com ideais em
anéis de polinômios nos permite também explorar a dimensão de Krull nos anéis de coor-
denadas que iremos associar aos conjuntos algébricos afins. Na Proposição 1.10 mostra-se
que ambas abordagens de dimensão coincidem.

1.1.3 Dimensão de conjuntos algébricos afins
Vamos começar explorando a noção de dimensão em espaços topológicos. Logo a seguir,
vamos introduzir a noção de dimensão de Krull para anéis comutativos com unidade.

Dimensão de um espaço topológico

Seja X um espaço topológico. Definimos a dimensão de X , que denotaremos por dimX ,
da seguinte forma:

dimX D sup

(
m

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

Existe uma cadeia ascendente Z0 � Z1 � � � � � Zm,
sendo Zi ¤ ; fechado irredutível de X para cada i .

)
:

Observação 1.4. Sejam X um espaço topológico e Z0 � Z1 � � � � � Zm uma cadeia
ascendente tais que Zi é um subconjunto fechado, não vazio e irredutível de X para todo
i 2 f0; : : : ; mg.

.a/ Diremos que a cadeia Z0 � Z1 � � � � � Zm tem comprimento m. Assim, dimX é
o supremo dos comprimentos de tais cadeias.

.b/ Se dimX D d , então toda cadeia de comprimento d será denominada cadeia maxi-
mal. Caso contrário (i.e., dimX D 1), então para todo k natural existe um cadeia
de comprimento k.

.c/ Se X ¤ ; e a 2 X , então Z0 D fag é um subconjunto fechado, não vazio e
irredutível de X . Logo dimX ⩾ 0.

.d/ Definimos dimX D �1 se X D ; .

Exemplo 1.26. Se Y é um subconjunto finito não vazio de A
n
K
, então dimY D 0. Basta

observar, que os conjuntos fechados irredutíveis não vazios de Y são os unitários fag; com
a 2 Y . Assim, as únicas cadeias possíveis são da forma Z0 D fag com a 2 Y .

Exemplo 1.27. Se K é um corpo finito, então dimY D 0 para todo conjunto algébrico
não vazio de A

n
K
(cf. Exemplo 1.26).
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Exemplo 1.28. SeK é um corpo infinito, então dimA
1
K

D 1. ComoK é um corpo infinito,
os fechados irredutíveis de A

1
K
são: A

1
K
e fag com a 2 K (cf. Exemplo 1.9). Assim, as

cadeias que podemos formar são as seguintes:

• Z0 D fag cadeia de comprimento 0;

• Z0 D A
1
K
cadeia de comprimento 0;

• Z0 D fag � Z1 D A
1
K
cadeia de comprimento 1.

Exemplo 1.29. dimR D 0 com a topologia euclidiana usual. Vamos mostrar que os
únicos subconjuntos irredutíveis não vazios em R são os unitários.
Afirmação: ; ¤ X � R é irredutível () X é unitário.

Vamos analisar a cardinalidade de X .

• X finito: Assuma queX D fp1; : : : ; pkg. Se k ⩾ 2; entãoX D fp1g[fp2; : : : ; pkg
é união de fechados25 próprios, logo redutível.

• X infinito: Neste caso, existem a; b; c 2 X tais que a < b < c. Considere F1 D
.�1; b� e F2 D Œb;C1/ fechados próprios em R.
Logo, X D .X \ F1/ [ .X \ F2/ sendo X \ Fi i D 1; 2 fechados próprios de X
(visto que a 2 F1 � F2 e c 2 F2 � F1).

Exercício 1.20. Considere a topologia euclidiana usual em Y � R, Y ¤ ;. Mostre que
dimY D 0.

Exemplo 1.30. No conjunto dos naturaisN considere a topologia dada por T D f;;Ng[
fI cn g1nD1 sendo In D f1; : : : ; ng e I cn D N � In. Observe que In é irredutível para cada n
natural. Além disso, para cada k natural, podemos considerar a cadeia ascendente formada
por fechados irredutíveis de N, de comprimento k:

Z0 D I1 � Z1 D I2 � � � � � Zk D IkC1:

Assim, dimN D 1.

Lema 1.4. Seja X um espaço topológico e fUigkiD1 uma cobertura aberta finita de X tal
que Ui ¤ ; para todo i . Então dimY D maxfdimUigkiD1.

Demonstração. A seguir vamos analisar os casos de dimensão infinita e finita, respectiva-
mente.
Caso 1: maxfdimUigkiD1 D 1.

25Note que os conjuntos unitários são fechados na topologia euclidiana usual e união finita de conjuntos
fechados é um fechado.
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Neste caso, existe i 2 f1; : : : ; kg tal que dimUi D 1. Assim, para todo n natural
existe uma cadeia de comprimento n em Ui formada por fechados irredutíveis não vazios
de Ui . Seja

Z0 D Ui \ Y0 � Z1 D Ui \ Y1 � � � � � Zn D Ui \ Yn (1.13)

uma cadeia de comprimento n em Ui , sendo Yi fechado emX eZi fechado irredutível de
Ui não vazio, para cada i 2 f0; : : : ; ng.

Entretanto, segue da afirmação 2 (na demonstração do Corolário 1.3) que ao tomar
fecho na cadeia (1.13) as inclusões continuam próprias (e fecho de irredutível é irredutível).
Assim,

Z0 � Z1 � � � � � Zn � Ui

é uma cadeia de comprimenton deUi . Logo uma cadeia de comprimenton deX . Portanto,
dimX D 1.
Caso 2: maxfdimUigkiD1 D d < 1.

Neste caso, dimUi ⩽ d para todo i (valendo a igualdade para pelo menos um índice).
Seja i0 tal que dimUi0 D d .

Considere Z0 � Z1 � � � � � Zm uma cadeia de comprimento m de X . Assim, cada
Zi é um fechado irredutível não vazio de X .

Lembre que X D Sk
iD1 Ui , logo

Z0 D
k[

iD1
.Ui \Z0/

Z0¤;H) Ui \Z0 ¤ ; para algum i 2 f1; : : : ; kg:

Além disso, verifica-se que Zj \ Ui � ZjC1 \ Ui para todo j 2 f0; : : : ; m � 1g.
Suponha, por absurdo, que existe j 2 f0; : : : ; m � 1g tal que Zj \ Ui D ZjC1 \ Ui .

Observe que para cada índice `, Z` é um fechado irredutível não vazio e Z` \ Ui é um
aberto não vazio de Z` (tal aberto é denso), logo Z` \ Ui D Z`. Assim,

Zj \ Ui D ZjC1 \ Ui H) Zj \ Ui D ZjC1 \ Ui H) Zj D ZjC1;

o que é um absurdo. Portanto,

Z0 \ Ui � Z1 \ Ui � � � � � Zm \ Ui
é uma cadeia de comprimento m de Ui . Assim, m ⩽ dimUi ⩽ d .

Portanto, toda cadeia em Y tem comprimento no máximo d . Assim, dimY ⩽ d .
Lembre que dimUi0 D d e Ui0 � Y , o que permite concluir que dimY ⩾ d . Assim,

dimY D d .

Dimensão de Krull em anéis comutativos com unidade

Seja A um anel comutativo com unidade 1 tal que (1 ¤ 0). A dimensão de Krull de A,
denotada por dim

Krull
A, é definida da seguinte forma:

dim
Krull
A D sup

n
mj existe uma cadeia p0 � p1 � � � � � pm; pi 2 Spec.A/

o
:
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Observação 1.5. Seja A um anel comutativo com unidade e p0 � p1 � � � � � pm uma
cadeia ascendente de ideais primos do anel A.

.a/ Diremos que a cadeia p0 � p1 � � � � � pm tem comprimento m. Assim, dim
Krull
A é o

supremo dos comprimentos das cadeias ascendentes de ideais primos do anel A.

.b/ Se dim
Krull
A D d finita, então toda cadeia de comprimento d será denominada cadeia

maximal. Caso contrário (i.e., dim
Krull
A D 1), então para todo k natural existe um

cadeia de comprimento k.

.c/ Se A ¤ f0g; então existe p0 ideal maximal26 (logo primo) de A. Portanto, dim
Krull
A ⩾

0.

Definimos dim
Krull
A D �1 se A D f0g.

Exemplo 1.31. Se A é um corpo, então Spec.A/ D
n
f0g
o
: Assim, dim

Krull
A D 0.

Exemplo 1.32. dim
Krull

Z D 1. Basta lembrar que:

Max.Z/ D
n

hpi jp é primo
o
e Spec.Z/ D

n
f0g
o[

Max.Z/:

Assim, as cadeias maximais são da forma: p0 D f0g � p1 D hpi.
Exercício 1.21. Mostre que dim

Krull
A D 1 se A for um D.I.P.. Em particular, dim

Krull
kŒx� D 1

se, k é um corpo.

Exercício 1.22. Determine dim
Krull

Zm se, m ⩾ 2.

Anel de coordenadas de um conjunto algébrico

Seja Y um conjunto algébrico em A
n
K
. Definimos o anel de coordenadas de Y pelo anel

quociente, A.Y / WD KŒx�
I.Y /

sendo I.Y / o ideal associado a Y .

Exemplo 1.33. No caso de corpos infinitos, o anel de coordenadas de A
n
K
é dado por

A.An
K
/ D KŒx�

I.An
K
/

D KŒx�
h0i Š KŒx�:

Exercício 1.23. Seja Y ¤ ; um conjunto algébrico emA
n
K
. Mostre que Y é um variedade

se, e somente se, A.Y / é um domínio de integridade (D.I.).
26Pelo Lema de Zorn.
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Exercício 1.24. Seja Y D f0; 1g � A
1
R
. É possível definir operações em R

2 de modo
que A.Y / Š R

2?

ATENÇÃO: De agora em diante, salvo expressamenção em contrário,K denotará um corpo
algebricamente fechado e A

n WD A
n
C
.

Exercício 1.25. Seja K um corpo. Mostre que K é um corpo infinito.

Proposição 1.10. Seja Y um conjunto algébrico não vazio em A
n
K

. Então
dimY D dim

Krull
A.Y /:

Demonstração. Temos duas possibilidades para dimY : finita e infinita.

• Caso 1. dimY D d < 1.
Neste caso, existe uma cadeia maximal

Z0 � Z1 � � � � � Zd (1.14)

formada por d C 1 subconjuntos fechados irredutíveis de Y .
Aplicando I na cadeia (1.14), obtemos a cadeia de ideias primos de KŒx� (sendo as
inclusões próprias preservadas27)

I.Z0/ � I.Z1/ � � � � � I.Zd / � I.Y / (1.15)

contendo I.Y / (visto que Zd � Y ).
Agora a partir da correspondência entre V.I.Y //28 e Spec.A.Y //29, obtemos a ca-
deia e ideais primos

I.Z0/ � I.Z1/ � � � � � I.Zd /

de comprimento d em A.Y /. Portanto, dim
Krull
A.Y / ⩾ d .

Agora, considere p0 � p1 � � � � � pk cadeia ascendente de comprimento k
formada por ideais primos de A.Y /. Usando novamente a correspondência entre
V.I.Y // e Spec.A.Y //, obtemos a cadeia de ideais primos contendo I.Y /

I.Y / � p0 � p1 � � � � � pk
ZH) Y � Z.p0/ � Z.p1/ � � � � � Z.pk/:

Assim, obtemos uma cadeia de fechados irredutíveis não vazios de Y de compri-
mento k. Sendo dimY D d , segue-se que k ⩽ d . Portanto, dim

Krull
A.Y / ⩽ d .

27Se X1 e X2 são fechados irredutíveis em A
n
K
, verifica-se que: X1 � X2 () I.X1/ I.X2/. De

fato, se X1 � X2 então I.X1/ � I.X2/. Suponha que I.X1/ D I.X2/, logo X1 D Z.I.X1// D
Z.I.X2// D X2. A outra implicação fica de exercício.

28Se A é um anel comutativo com unidade e T � A, então V.T / D fp 2 Spec.A/ j T � pg.
29Dada por p 7�! p D ff 2 A.Y /jf 2 pg, que preserva a ordem da inclusão e também a propriedade da

inclusão ser própria.
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• Caso 2. dimY D 1.
Neste caso, para todo k ⩾ 0 inteiro existe uma cadeia de comprimento k, digamos

Z0 � Z1 � � � � � Zk

formada por subconjuntos fechados não vazios e irredutíveis de Y . Então ao apli-
carmos I, obtemos a cadeia de ideais primos em KŒx� contendo I.Y /

I.Z0/ � I.Z1/ � � � � � I.Zk/

que determina uma cadeia de ideais primos em A.Y / de comprimento k. Logo
dim
Krull
A.Y / D 1.

Corolário 1.2. dimA
n
K

D n.

Demonstração. Segue da Proposição 1.10 que

dimA
n
K

D dim
Krull

A.An
K
/ D dim

Krull
KŒx1; : : : ; xn�:

Por outro lado, dim
Krull

KŒx� D n.30

Corolário 1.3. Seja Y um subconjunto não vazio de A
n
K

. Então dimY é finita e menor
ou igual que n.

Demonstração. Vamos começar provando as seguintes afirmações.
Afirmação 1: Z é um subconjunto fechado de Y () Z D Z \ Y sendo Z o fecho de
Z em A

n
K
.

H) Seja Z um subconjunto fechado de Y . Assim,

Z � Z e Z � Y H) Z � Z \ Y:

Agora, sendo Z fechado em Y , existe F fechado em A
n
K
tal que Z D Y \ F . Desta

forma,
Z � F H) Z � F

\YH) Z \ Y � F \ Y D Z:

(H Segue da definição da topologia induzida.

Afirmação 2: Se Y1 e Y2 são fechados irredutíveis de Y tais que Y1 � Y2, então Y1 e Y2
são fechados irredutíveis de Y (cf. Exercício 1.10) tais que Y1 � Y2. 31

30Confira a demonstração de que dim
Krull

KŒx� D n sendo K um corpo em Coquand e Lombardi (2005).

31Pelo absurdo, suponha que Y1 D Y2. Assim, Y1 \ Y D Y2 \ Y
Af: 1

H) Y1 D Y2; o que é absurdo.



36 1. Fundamentos de Geometria Algébrica Clássica

Seja Z0 � Z1 � � � � � Zd � Y uma cadeia de fechados não vazios e irredutíveis em
Y , de comprimento d . Ao tomar o fecho dessa cadeia, por conta da Afirmação 2, obtemos

Z0 � Z1 � � � � � Zd � Y

cadeia de fechados não vazios e irredutíveis em Y , de comprimento d . Observe que esta é
uma cadeia em A

n
K
também. Assim, d ⩽ dimA

n
K

D n. Portanto, dimY é finita e menor
ou igual que n.

Exercício 1.26. Sejam X e Y conjuntos algébricos não vazios em A
n
K
tais que X � Y

(resp. X � Y ). Mostre que dimX ⩽ dimY (resp. dimX < dimY ).

Exercício 1.27. Dê um exemplo de conjuntos algébricos não vazios X e Y em A
n
K
tais

que dimX D dimY e X � Y .

Exercício 1.28. SejamW um conjunto algébrico eX uma variedade afim tal queW � X
e dimW D dimX . Então W D X .

Exercício 1.29. Seja Y um conjunto algébrico não vazio em A
n
K
tal que Y1,…, Yk são

suas componentes irredutíveis. Mostre que dimY D maxfdimYj jj D 1; : : : ; kg.

Dimensão no caso quase afim

No lema a seguir, ht.p/ denotá a altura32 do ideal primo p. Esse lema também nos será
muito útil quando fomos expor a demonstração do Teorema da dimensão das fibras (cf.
Teorema 1.7).

Lema 1.5. Seja k um corpo e B um domínio de integridade que é uma k-álgebra finita-
mente gerada33. Então

ht.p/C dim
Krull

B

p
D dim

Krull
B; 8 p 2 Spec.B/:

A demonstração deste resultado pode ser encontrada no Cap. 5 do texto de H. Matsu-
mura (1970) ou no Cap. 11 do texto de Atiyah e Macdonald (1969) (se k for algebrica-
mente fechado).

Proposição 1.11. Seja Y uma variedade quase afim. Então dimY D dimY .
32Sejam A um anel comutativo com unidade e p 2 Spec.A/. Definimos a altura de p, denotada por ht.p/,

da seguinte forma:
ht.p/ D sup

n
mj existe uma cadeia p0 � p1 � � � � � pm D p; pi 2 Spec.A/

o
:

33Sejam A e B anéis comutativos com unidade. Dizemos que B é uma A-álgebra finitamente gerada se B é
isomorfo a um quociente de AŒx1; : : : ; xn� para algum natural n.
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Demonstração. Segue do Corolário 1.3 que dimY e dimY são finitas. Assuma que
dimY D d e considere

Z0 � Z1 � � � � � Zd � Y (1.16)

uma cadeia maximal de fechados irredutíveis e não vazios de Y .
Afirmação 1: Se F � Y é fechado e irredutível, então F \Y é um fechado irredutível de
Y .

Se F \ Y D ; o resultado segue. Assuma que, F \ Y ¤ ;.
Sendo Y uma variedade quase afim, existemU aberto em um determinado espaço afim

A
n
K
, tal que Y D U \ Y (cf. (e) na Observação 1.3).
Logo, Y é uma variedade afim em A

n
K
e sendo F um fechado de Y , concluímos que

F é um fechado do espaço afim A
n
K
. Assim, F \ Y é um fechado de Y .

Por outro lado, observe que F \ Y D F \ U \ Y D U \ F \ Y D U \ F . Sendo
U \ F um aberto não vazio do conjunto fechado irredutível F , tem-se que

F \ Y D U \ F D F H) F \ Y é irredutível
Exerccio 1:10H) F \ Y é irredutível:

Afirmação 2: Não existe F � Y fechado e irredutível tal que

Zi � F � ZiC1 para algum i 2 f0; : : : ; d � 1g:

Pelo absurdo, suponha que existe i 2 f0; : : : ; d � 1g e F � Y fechado e irredutível
tal que Zi � F � ZiC1. Observe que,

Zi � F � ZiC1
\YH) Zi \ Y � F \ Y � ZiC1 \ Y Cor 1:3H) Zi � F \ Y � ZiC1:

Agora, sabendo que (1.16) é uma cadeia maximal (ou seja, não podemos aumentar34
esta cadeia), concluímos que:

F \ Y D Zi ou F \ Y D ZiC1

Ao tomar o fecho, chegamos em

F \ Y D Zi ou F \ Y D ZiC1
F\YDFH) F D Zi ou F D ZiC1

o que é um absurdo.

A partir da Afirmação 2, concluímos que ao tomar fecho na cadeia (1.16), obtemos a
cadeia de fechados irredutíveis não vazia de Y ,

Z0 � Z1 � � � � � Zd � Y : (1.17)
34Isto é, para todo i 2 f0; : : : ; dg eF fechado irredutível de Y tal queZi � F � ZiC1 (sendoZdC1 D

Y ) verifica-se que F D Zi ou F D ZiCi .
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Agora ao aplicarmos I em (1.17), obtemos a cadeia maximal de ideais primos

I.Z0/ � I.Z1/ � � � � � I.Zd / � I.Y /: (1.18)

Sendo o anel dos polinômios KŒx� um anel catenário,35 segue de (1.18) que a altura
do ideal I.Z0/ é igual a d , ou seja, ht.I.Z0// D d e que I.Z0/ é um ideal maximal de
KŒx� (visto que a cadeia em (1.18) é maximal), contendo o ideal I.Y /.

A seguir tenha em mente o Lema 1.5 e considere B D A.Y / o anel de coordenadas da
variedade Y . Assim,

• B é um domínio de integridade.

• A.Y / é uma K-álgebra finitamente gerada.
Visto que existem ˛1 D x1,…, ˛n D xn em A.Y / tais que

' W KŒx1; : : : ; xn� �! A.Y / dado por p 7�! p.˛1; : : : ; ˛n/;

é um homomorfismo de anéis sobrejetor.

• A partir da correspondência entre V.I.Y // e Spec.A.Y //, obtemos de (1.18) a ca-
deia e ideais primos

q0 � q1 � � � � � qd sendo qj D I.Zj / 2 Spec.A.Y //; j D 0; : : : ; d:

Considere p D q0 D I.Z0/ 2 Max.A.Y //. Logo dim
Krull

B

p
D 0 (pois

B

p
é um corpo)

e ht.p/ D d (visto que a cadeia acima é maximal e A.Y / é catenário).

Portanto, segue do Lema 1.5 que dim
Krull
A.Y / D dim

Krull
B D ht.p/ D d . Entretanto,

por conta da Proposição 1.10 temos que dimY D dim
Krull
A.Y /. Assim, d D dimY D

dimY .

Exercício 1.30. Considere Y D f.a; b/ 2 R
2jb < 0g � A

2
R
.

.a/ Mostre que Y é um conjunto irredutível.

.b/ Y é uma variedade quase afim?

.c/ Calcule dimY .

Proposição 1.12. Seja Y � A
n
K

uma variedade afim. Verifica-se que:
dimY D n � 1 () 9 f 2 KŒx� irredutível tal que Y D Z.f /.

35Seja A um anel comutativo com unidade. A é dito catenário se, para quaisquer p, q 2 Spec.A/ tais
que p � q, verifica-se que quaisquer duas cadeias maximais de ideais primos entre p e q possuem o mesmo
comprimento. Por exemplo toda k-álgebra finitamente gerada (sendo k corpo) é um anel catenário (veja o
Teorema 2.1.12 em Cohen–Macaulay rings, Bruns e Herzog (1993)).
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Demonstração. H) Segue da Proposição 1.10 que dim
Krull
A.Y / D dimY . Assim, dim

Krull
A.Y / D

n � 1. Além disso, sendo Y uma variedade afim, segue que I.Y / 2 Spec.KŒx�/. Assim,
a partir do Lema 1.5 (fazendo B D KŒx� e p D I.Y /), concluímos que

ht.I.Y //C dim
Krull

A.Y / D dim
Krull

KŒx� H) ht.I.Y //C n � 1 D n H) ht.I.Y // D 1:

Note que I.Y / ¤ f0g (do contrário teríamos que Y D A
n
K

H) dimY D n.) As-
sim, podemos escolher f 2 I.Y / não constante. De fato, como I.Y / é primo podemos
escolher f irredutível36. Assim, podemos formar a cadeia de ideias primos

p0 D f0g � p1 D hf i � I.Y /:

Observe que, se a última inclusão (acima) não for uma igualdade, então ht.I.Y // ⩾ 2
(o que é um absurdo, pois ht.I.Y // D 1). Logo, I.Y / D hf i. Aplicando Z obtemos que
Y D Z.f /; com f 2 KŒx� irredutível.

(H Seja Y D Z.f / com f 2 KŒx� irredutível. Assim, Y é uma variedade afim e

dimY D dim
Krull

A.Y / D dim
Krull

KŒx�
hf i :

A partir do Lema 1.5, concluímos que

ht.hf i/C dimY D n H) dimY D n � ht.hf i/

Afirmação: ht.hf i/ D 1 se, f 2 KŒx� é irredutível.
Precisamos mostrar que a cadeia de ideais primos

p0 D f0g � p1 D hf i

é maximal. Para isto, considere q ideal primo não nulo e suponha que q � hf i. Seja
g 2 q irredutível, então g 2 hf i, logo g D f h para algum h 2 KŒx�, sendo g e f
irredutíveis, concluímos que h é invertível. Assim, f 2 q. Portanto, q D hf i. Portanto,
ht.hf i/ D 1.

Exercício 1.31. Se f 2 KŒx� for um polinômio não constante, então mostre que Z.f / �
A
n
K
é não vazio e tem dimensão n � 1 (lembre que K denota um corpo algebricamente

fechado).

Exercício 1.32. Seja Y um conjunto algébrico em A
n
K
. Se dimY D n � 1 então mostre

que existe f 2 KŒx� irredutível tal que Z.f / � Y .

O que denominamos de pontos, retas e planos fazem parte das assim denominadas
variedades lineares, que vamos introduzir a seguir.

36Lembre que KŒx� é um D.F.U. Assim, f 2 KŒx� não invertível (isto é, f 62 K) admite uma fatoração da
forma f D f n1

1 � � �f nk

k
com fi irredutível em KŒx�.
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Variedade Linear Afim

Seja
.KŒx�/1 W D

n
a0 C a1x1 C � � � C anxnja0; : : : ; an 2 K

o

o conjunto dos polinômios em KŒx� de grau no máximo 1 se não nulos.
Observe que .KŒx�/1 é um espaço vetorial sobre K de dimensão finita n C 1, sendo

f1; x1; : : : ; xng a base canônica.
Seja Y um conjunto algébrico em A

n
K
. Y é denominada variedade linear se I.Y / for

gerado por polinômios que pertencem a .KŒx�/1.

Exemplo 1.34. A
n
K
e ; são variedades lineares, pois I.An

K
/ D f0g e I.;/ D h1i.

Exemplo 1.35. Todo ponto37 em A
n
K
é uma variedade linear.

Considere a D .a1; : : : ; an/ 2 A
n
K
, sabemos que I.fag/ D hx1 � a1; : : : ; xn � ani é

gerado por polinômios lineares. Assim, fag é uma variedade linear.
Exemplo 1.36. Seja Y � A

1
C
conjunto algébrico. Y é uma variedade afim se, e somente

se, Y é uma variedade linear. Sabemos que variedades afins em A
1 são ;, A1 e os conjun-

tos unitários que são variedades lineares (cf. Exemplos 1.34 e 1.35). Deixamos a reciproca
a cargo do leitor.

Exercício 1.33. Seja K um corpo qualquer. É válida a afirmação:
Y é uma variedade linear em A

1
K
se, e somente se, Y é uma variedade afim?

Observação 1.6. Seja Y um conjunto algébrico em A
n
K
não vazio.

.a/ p 2 .KŒx�/1 será denominado linear se, p D a0 C a1x1 C � � � C anxn com ai ¤ 0
para algum i 2 f1; : : : ; ng. Ou seja, o grau total38 de p é igual a 1.

.b/ Se Y é uma variedade linear então I.Y / é um ideal primo.39

.c/ Sejam f; g 2 .KŒx�/1 lineares. Verifica-se que:
Z.f / D Z.g/ () f e g são linearmente dependentes.
Se Z.f / D Z.g/, então I.Z.f // D I.Z.g//. Assim, segue do teorema dos zeros
de Hilbert .cf. Teorema 1.1/ que

p
hf i D

p
hgi. Como hf i e hgi são ideais primos

(cf. item .c/), concluímos que hf i D hgi. Logo,

f 2 hgi H) 9 h 2 KŒx�; tal que f D gh:

Por conta de f e g serem polinômios lineares, necessariamente h 2 K e é não nulo.
Portanto, f e g são linearmente dependentes.

37Neste contexto, usamos a expressão ponto para nos referir ao conjunto algébrico unitário, fag � A
n
K
.

38Lembremos que o monômio xI D x
i1

1 � � �x
in
n tem grau total i1 C � � � C in e grau.p/ D

maxfgrau.m/jm é um monômio que comparece em pg.
39De fato, na Proposição 1.13 mostraremos que o anel de coordenadas de Y é um D.I..
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.d/ Se Y é uma variedade linear própria, então existe uma quantidade finita de polinô-
mios lineares f1; : : : ; fk ; tais que ff1; : : : ; fkg é L.I. e I.Y / D hf1; : : : ; fki.
De fato, se Y é uma variedade linear própria, então I.Y / D hf1; : : : ; fmi sendo fi
linear para cada i D 1; : : : ; m. Agora, se ffigmiD1 não for um conjunto L.I., segue
que (a menos de reordenação nos índices) fm é combinação linear dos polinômios
f1; : : : ; fm�1. De onde concluímos que, I.Y / D hf1; : : : ; fm�1i. Como I.Y / ad-
mite uma quantidade finita de geradores, podemos repetir o procedimento até obter-
mos ff1; : : : ; fkg L.I. tal que I.Y / D hf1; : : : ; fki. De fato, k D max

n
#.C /jC �

ffigmiD1 e C é L:I:
o
:

Retas, planos e hiperplanos em A
n
K

Seja Y um conjunto algébrico em A
n
K
. Y é uma reta, plano, hiperplano se, Y é uma

variedade linear tal que dimY é igual a 1, 2, n � 1, respectivamente. No Corolário 1.6
vamos mostrar que toda reta (respectivamente, plano) em A

n
K
é determinada pelos zeros

de exatamente n � 1 (respectivamente, n � 2) polinômios lineares L.I..
Exemplo 1.37. Seja Y um conjunto algébrico não vazio e próprio de A

2
R
.

Y é variedade linear () Y é um ponto ou uma reta.

H) Seja Y é variedade linear não vazia contida propriamente em A
2
R
.

Assuma, que I.Y / D hf1; : : : ; fki sendo fi 2 RŒx1; x2� linear. Observe que

• Z.fi / é uma reta em R
2 para cada i .

Basta observar que todo polinômio linear em RŒx1; x2� é da forma
˛ C ˇx1 C 
x2 com ˛, ˇ e 
 reais tais que ˇ ¤ 0 ou 
 ¤ 0. Sendo tal po-
linômio irredutível, segue que dimZ.˛Cˇx1C
x2/ D 1, ou seja, define uma reta
(veja Proposição 1.12).

Portanto, se k D 1, concluímos que Y é uma reta.

• Se fi e fj são L.I, então Z.fi / \ Z.fj / D ; ou Z.fi / \ Z.fj / é um ponto.
O fato de fi e fj serem L.I garante que as retas `i D Z.fi /; i D 1; 2 são distintas
(veja o item (c) na Observação 1.6). Assim temos na imagem a seguir as seguintes
possibilidades

`1

retas paralelas

`2 `1 `2

�

retas concorrentes
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Assim, se k ⩾ 2 tem-se que

Y D
k\

iD1
Z.fi / D

�
fag; se todas as retas Z.fi / passam por a;

;; caso contrário.

Proposição 1.13. Sejam f1; : : : ; fk polinômios lineares em KŒx� D KŒx1; : : : ; xn� tais

que ff1; : : : ; fkg éL.I. e 1 62 hf1; : : : ; fki. Então k ⩽ n e
KŒx�

hf1; : : : ; fki Š KŒxkC1; : : : ; xn�.

Demonstração. Vamos começar mostrando que k ⩽ n.
Lembre que .KŒx�/1 D Œ1; x1; : : : ; xn� é um espaço vetorial de dimensão nC1. Sejam

gi WD fi � fi .0/, para todo i D 1; : : : ; k e observe que:

• fg1; : : : ; gkg é L.I.
De fato, considere ˛1; : : : ; ˛k em K tais que ˛1g1 C � � � C ˛kgk D 0. Assim,

kX

iD1
˛ifi D

kX

iD1
˛ifi .0/ H) ˛1 D : : : D ˛k D 0; se

kX

iD1
˛ifi .0/ D 0:

Caso contrário, concluímos que 1 2 hf1; : : : ; fki.40

• fg1; : : : ; gkg � Œx1; : : : ; xn�. Logo k ⩽ n.
Basta observar que fgigkiD1 é L.I. e, portanto41, dimKŒg1; : : : ; gk � D k .

O isomorfismo será construído após a seguinte afirmação.

Afirmação 1: A menos de uma permutação nas variáveis x1; : : : ; xn o ideal hf1; : : : ; fki
admite um conjunto de geradoresh1; : : : ; hk da forma hi D xiCpi ; compi 2 .KŒxkC1; : : : ; xn�/1
para i D 1; : : : ; k.

Assuma que fi D a0;i C a1;ix1 C � � � C an;ixn.

• Caso 1: O menor determinado pelas colunas 2; 3; : : : ; k C 1 é não nulo.
Ao colocarmos os coeficientes de fi na linha de uma matriz de ordem k � .nC 1/,
usando a base ordenada f1; x1; : : : ; xng, obtemos

f1
f2
:::
fk

0
BB@

a0;1 a1;1 a2;1 � � � ak;1 � � � an;1
a0;2 a1;2 a2;2 � � � ak;2 � � � an;2
:::

:::
::: � � �

::: � � �
:::

a0;k a1;k a2;k � � � ak;k � � � an;k

1
CCA (1.19)

40Ao dividir por ˇ D
Pk

iD1 ˛ifi .0/, obtemos
Pk

iD1 ˇ
�1˛ifi D 1.

41dimK indica a dimensão como espaço vetorial sobre K
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Ao realizarmos operações linhas chegamos (a menos de uma reordenação nos índi-
ces) em

h1
h2
:::
hk

0
BB@

b0;1 1 0 � � � 0 bkC2;1 � � � bn;1
b0;2 0 1 � � � 0 bkC2;2 � � � bn;2
:::

:::
::: � � �

:::
::: � � �

:::
b0;k 0 0 � � � 1 bkC2;k � � � bn;k

1
CCA

• Caso 2: Sendo ff1; : : : ; fkg um conjunto L.I. a matriz em (1.19) tem posto k, logo
existe uma submatriz de ordem k�k com determinante não nulo. Assim, podemos
escolher n1 < n2 < � � � < nk tais que ani ;i ¤ 0 e

xn1
xn2

� � � xnk

0
BB@

an1;1 an2;1 � � � ank ;1

an1;2 an2;2 � � � ank ;2

:::
::: � � �

:::
an1;k an2;k � � � ank ;k

1
CCA

a matriz acima tem posto k.
A seguir fazemos uma permutação nas variáveis da seguinte forma: Seja In D
f1; : : : ; ng e considere as seguintes partições de In.

f1; : : : ; kg [ fk C 1; : : : ; ng D fn1; : : : ; nkg [ C; com C D In � fn1; : : : ; nkg:

Escolha � 2 Sn uma permutação tal que �.ni / D i para i D 1; : : : ; k e �.C / D
fk C 1; : : : ; ng.
Assim, podemos definir o isomorfismo de anéis ' W KŒx� �! KŒx� dado por
f .x1; : : : ; xn/

'7�! f .x�.1/; : : : ; x�.n//.

Considere qi D '.fi / para i D 1; : : : ; k. Assim

'.hf1; : : : ; fki/ D hq1; : : : ; qki, fq1; : : : ; qkg é L.I. e 1 62 hq1; : : : ; qki :

Observe que fq1; : : : ; qkg satisfaz as condições do caso 1. Além disso, ' induz o isomor-
fismo

KŒx�
hf1; : : : ; fki Š KŒx�

hq1; : : : ; qki : (1.20)

Afirmação 2: KŒx�
hf1; : : : ; fki Š KŒxkC1; : : : ; xn�.

Segue de (1.20) que
KŒx�

hf1; : : : ; fki Š KŒx�
hq1; : : : ; qki sendo fq1; : : : ; qkg um conjunto L.I.

de polinômios lineares, tal que 1 62 hq1; : : : ; qki. Além disso, temos que hq1; : : : ; qki D
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hh1; : : : ; hki ; sendo hi D xi C pi com pi 2 K.ŒxkC1; : : : ; xn�/1 lineares para i D
1; : : : ; k.

Considere  W KŒx� �! KŒxkC1; : : : ; xn� o único homomorfismo de anéis tal que

xi 7�!
�

�pi ; para i D 1; : : : ; k
xi ; se i > k e a 7�! a; para todo a 2 K

Observe que  é sobrejetor e ker.'/ D hh1; : : : ; hki. Portanto,

KŒx�
hh1; : : : ; hki Š KŒxkC1; : : : ; xn�:

Como hh1; : : : ; hki D hq1; : : : ; qki, conclui-se que KŒx�
hf1; : : : ; fki Š KŒxkC1; : : : ; xn�:

Corolário 1.4. Seja Y uma variedade linear não vazia e própria de A
n
K

tal que I.Y / D
hf1; : : : ; fki sendo fi linear e ff1; : : : ; fkg L.I.. Então dimY D n � k.
Demonstração. Segue da Proposição 1.13 que A.Y / Š KŒxkC1; : : : ; xn�: Tendo em con-
sideração que isomorfismos entre anéis preserva dimensão de Krull42, concluímos que

dimY D dim
Krull

A.Y / D dim
Krull

KŒxkC1; : : : ; xn� D n � k:

Corolário 1.5. Seja Y uma variedade linear não vazia e própria de A
n
K

tal que dimY D
m. Então 0 ⩽ m < n e existem n � m polinômios lineares f1; : : : ; fn�m tal que
ff1; : : : ; fn�mg é L.I. e I.Y / D hf1; : : : ; fn�mi.
Demonstração. Se Y ¤ ; existe p 2 Y , logo fpg � Y . Portanto, dimfpg D 0 ⩽

dimY D m.
Por absurdo, suponha que dimY D n D dimA

n
K
. Considere q 2 Max.A.Y //. Segue

do Lema 1.5 que

ht.q/C dimA.Y / D dim
Krull

KŒxkC1; : : : ; xn� H) ht.q/ D 0

o que é absurdo. Assim, dimY D m < n.
Sabemos que existem polinômios lineares f1; : : : ; fk tal que ff1; : : : ; fkg é L.I. e

I.Y / D hf1; : : : ; fki. Segue do Corolário 1.4 que dimY D n�k. Logo, k D n�m.
Em particular temos que:

Corolário 1.6. Seja � uma variedade em A
n
K

. Então
42Isomorfismos preservam cadeias maximais de primos
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.i/ � é um ponto () I.�/ é gerado por n polinômios lineares L.I..

.ii/ � é uma reta () I.�/ é gerado por n � 1 polinômios lineares L.I..

.iii/ � é um plano () I.�/ é gerado por n � 2 polinômios lineares L.I..

Exercício 1.34. rm Seja Y um conjunto algébrico não vazio e próprio de A
3
R
. Mostre que

Y é variedade linear () Y é um ponto ou uma reta ou um plano.

Exercício 1.35. Seja Y D f.a; a2; a3/ja 2 Cg � A
3.

.a/ Determine dimY .

.b/ Y é uma variedade linear?

.c/ Para todo planoH de A
3 determine #.Y \H/.

.d/ Dê um exemplo de uma reta ` em A
3 tal que ` \ Y D ;.

.e/ Seja ` é uma reta emA
3 tal que `\Y ¤ ;. Qual é a cardinalidade máxima possível

do conjunto ` \ Y ?

Exercício 1.36. Seja Y um conjunto algébrico em A
n
K
tal que I.Y / D hf1; : : : ; fki. Se

gi D fi � fi .0/ e Z D Z.g1; : : : ; gk/, então mostre que

.a/ Y D Z ou Y \Z D ;.

.b/ Se Y é uma variedade linear não vazia e própria de A
n
K
, então dimY D dimZ.

Exercício 1.37. Sejam Y eZ variedades lineares não vazias em A
n
K
de mesma dimensão.

Mostre que A.Y / Š A.Z/.

1.1.4 Funções regulares
Sejam Y � A

n
K
um conjunto algébrico quase afim e p 2 Y . Uma função ' W Y �! K é

dita regular em p, se existem Up � Y vizinhança aberta de p, f; g 2 KŒx1; : : : ; xn� tais
que

g.u/ ¤ 0; 8u 2 Up e '.u/ D f .u/

g.u/
; 8u 2 Up:

Neste caso, usamos a notação 'jUp
D f

g
sempre que Z.g/ \ Up D ;. Em essência as

funções regulares são localmente definidas por um quociente polinomial (ou uma função
racional).

A função ' W Y �! K é dita regular se for regular em todos os pontos de seu domínio.
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Exemplo 1.38. Fixe k 2 K. Se Y � A
n
K
é um conjunto algébrico quase afim, então a

função constante bk W Y �! K dada por y 7�! k é uma função regular.
De fato, para cada p 2 Y , escolha a vizinhança Up D Y e os polinômios constantes

f D k e g D 1.

Exemplo 1.39. A projeção A
n
K

pi�! K na i -ésima coordenada .a1; : : : ; an/ 7�! ai é uma
função regular para cada i 2 f1; : : : ; ng.

Para cada p 2 A
n
K
, basta escolher Up D A

n
K
e f D xi ; g D 1 2 KŒx1; : : : ; xn�.

Exemplo 1.40. Seja Y � A
n
K
um conjunto algébrico quase afim. A cada polinômio

h 2 KŒx1; : : : ; xn� podemos associar a função polinomial

bh W Y �! K dada por a 7�! h.a/

ou seja, bh é determinada pelo valor de h no ponto a e é uma função regular43.

Exemplo 1.41. Seja Y D f.a; b/ 2 A
2jb2 D a3g e ' W Y �! C dada por

'.a; b/ D

8
<
:

b

a
; se a ¤ 0;

0; se a D 0:

Verifica-se queY é uma variedade afim e que' é regular emp 2 Y , somente sep ¤ .0; 0/.
Afirmação 1: Y é uma variedade afim.

Observe que Y D Z.x2 � y3/. A seguir vamos mostrar que I.Y / é um ideal primo.
Defina  W CŒx; y� �! CŒt � o único homomorfismo de anéis tal que

 .a/ D a; 8 a 2 C;  .x/ D t2 e  .y/ D t3:

Observe que
˝
x2 � y3

˛
� ker. /. Considere, q 2 ker. /. Ao aplicarmos o algoritmo da

divisão em AŒx�; sendo A D CŒy�; tem-se que existemQ;R 2 CŒx; y�; tais que

q D .x2 � y3/QCR; com R D ˛.y/x C ˇ.y/ ˛; ˇ 2 CŒy�:

Como q 2 ker. /, a partir da igualdade acima, temos que R.t2; t3/ D 0, ou seja,

˛.t3/t2 C ˇ.t3/ D 0 em CŒt �: (1.21)

� Se ˛ e ˇ 2 CŒy� forem ambos não nulos, segue de (1.21) que

3grau.˛/C 2 D 3grau.ˇ/ H) 2 D 3.grau.ˇ/ � grau.˛//;

o que é absurdo.
43se p 2 Y , escolha Up D Y e os polinômios f D h e g D 1 2 KŒx1; : : : ; xn�:
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� Se ˛ D 0 (resp. ˇ D 0) então segue de (1.21) que ˇ D 0 (resp. ˛ D 0). Assim, R D 0.
O que implica em q 2

˝
x2 � y3

˛
. Portanto, segue do teorema dos isomorfismos que

CŒx; y�

hx2 � y3i Š Im. / � CŒt �
CŒt�D:I:H)

˝
x2 � y3

˛
2 Spec.CŒx; y�/:

Para concluir, note que

Y D Z.x2 � y3/ H) I.Y / D
p

hx2 � y3i D
˝
x2 � y3

˛
2 Spec.CŒx; y�/:

Afirmação 2: ' é regular em p para todo p 2 Y � f.0; 0/g.
De fato, U D Y � f.0; 0/g é uma vizinhança aberta de p em Y . Escolha f D y e

g D x 2 CŒx; y� e observe que Z.g/ \ U D ; (visto que Z.g/ \ Y D f.0; 0/g). Além
disso, para todo u D .a; b/ 2 U tem-se que

f .u/

g.u/
D b

a
D '.u/:

Afirmação 3: ' não é regular em .0; 0/.
Suponha, por absurdo, que ' é regular em .0; 0/. Assim, existem V � Y vizinhança

aberta de .0; 0/ e f; g 2 CŒx; y�; tais que

'jV D f

g
com Z.g/ \ V D ;:

Assim,

'.a; b/ D f .a; b/

g.a; b/
; 8 .a; b/ 2 V H) b

a
D f .a; b/

g.a; b/
; 8 .a; b/ 2 V

H) bg.a; b/ D af .a; b/; 8 .a; b/ 2 V
H) V � Z.yg � xf /
Y irred:H) Y D V � Z.yg � xf /
H) yg � xf 2 I.Y / D

˝
x2 � y3

˛

H) yg � xf D h � .x2 � y3/; para algum h 2 CŒx; y�

xD0H) yg.0; y/ D �h.0; y/y3
CŒy�H)
D:I:

g.0; y/ D �h.0; y/y2

H) g.0; 0/ D 0

H) .0; 0/ 2 Z.g/ \ V ¤ ;;

o que é um absurdo.
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Exercício 1.38. Considere a função ' W A
1
R

�! R dada por

'.a/ D
�
0; se a ⩾ 0;
1; se a < 0:

Determine os pontos a 2 A
1
R
onde ' é regular.

Exemplo 1.42. Seja Y D f.a; b/ 2 A
2jb2 D a3g. A função ' W Y �! C dada por

'.a; b/ D
(
b

a
; se a ¤ 0;

0; se a D 0:

é contínua (ao considerarmos a topologia de Zariski em Y e C).
De fato, observe que ' é bijetora.

• ' é injetora.

Considere .a; b/; .a1; b1/ 2 Y; tais que '.a; b/ D '.a1; b1/.
Se '.a; b/ D '.a1; b1/ D 0; então a D a1 D 0. Assim, b2 D 0 D b21 . Logo,
b D b1 D 0. Portanto, .a; b/ D .0; 0/ D .a1; b1/.

De contrário, '.a; b/ D '.a1; b1/ ¤ 0, logo
b

a
D b1

a1
. Assim,

�b
a

�2
D
�b1
a1

�2
H) b2

a2
D b21
a21

H) a3

a2
D a31
a21

H) a D a1

b
aD

b1
a1H) b D b1:

• ' é sobrejetora.
Dado � 2 C, tem-se que p D .�2; �3/ 2 Y e '.p/ D �.

Assim, se a 2 C temos que '�1.fag/ D f.a2; a3/g que é um fechado em Y (visto que
'�1.fag/ D Y \ Z.x � a2; y � a3/). Assim, para todo fechado F de A

1 D C tem-se
que '�1.F / é fechado em Y . Portanto, ' é contínua44.

O próximo lema irá nos auxiliar na demonstração de que toda função regular é contí-
nua.

Lema 1.6. Seja X um espaço topológico e fU˛g˛2J uma cobertura aberta de X . Consi-
dere Y um subconjunto de X . Verifica-se que

Y é fechado em X () Y \ U˛ � U˛ é fechado em U˛ para todo ˛ 2 J :

44' é contínua() '�1.F /
fech:

� Y para todo F
fech:

� K D A
1
K
.
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Demonstração. H) Se Y é um fechado de X então Y \ U˛ é um fechado em U˛ para
todo ˛ 2 J :

(H Sabemos que Y \ U˛ é um fechado em U˛ para todo ˛ 2 J : Assim, seu comple-
mentar em U˛ , a saber, U˛ � Y \ U˛ D U˛ \ .Y \ U˛/

c D U˛ \ Y c 45 é um aberto de
U˛ . Logo, U˛ \ Y c é um aberto em X para todo ˛ 2 J (visto que U˛ é aberto de X ).

Para concluir, lembre que fU˛g˛2J uma cobertura aberta de X . Assim,

Y c D
[

˛2J
.U˛ \ Y c/„ ƒ‚ …
aberto emX

H) Y c é aberto em X H) Y é fechado em X:

Proposição 1.14. Seja Y � A
n
K

um conjunto algébrico quase afim e ' W Y �! K uma
função regular. Então ' é uma função contínua (ao considerarmos a topologia de Zariski
em Y e em K D A

1
K

).

Demonstração. Note que:

• '�1.;/ D ; e '�1.A1
K
/ D Y são fechados em Y .

• Se F é um fechado não trivial de A
1
K
, então F D fp1; : : : ; pkg. E neste caso,

'�1.F / D
k[

iD1
'�1.fpig/:

Assim, é suficiente provar que '�1.fpg/ é um fechado de Y para todo p 2 A
1
K
.

Como ' é regular em cada ponto a 2 Y , existemUa � Y aberto contendo a e fa; ga 2
KŒx1; : : : ; xn� tais que

'jUa
D fa

ga
com Z.ga/ \ Ua D ;: (1.22)

Assim, Y D S
a2Y

Ua. Observe que para cada � 2 A
1
K
e a 2 Y tem-se que

'�1.f�g/ \ Ua D
n
b 2 Uaj'.b/ D �

o

.1:22/D
n
b 2 Ua

ˇ̌
ˇ fa.b/
ga.b/

D �
o

D fb 2 Uajfa.b/ � �ga.b/ D 0g
D Ua \ Z.fa � �ga/ é fechado em Ua:

Portanto, segue do Lema 1.6 que '�1.f�g/ é fechado emY . Logo ' é uma função contínua.

45./c indica o complementar emX .
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Assim, em consideração ao Exemplo 1.39, concluímos que continuidade não implica
em regularidade de uma dada função. Ou seja, a recíproca da Proposição 1.14 não é
válida.

A K-álgebra das funções regulares

Seja X � A
n
K
um conjunto algébrico quase afim. Defina

O.X/ WD
n
' W X �! Kj' é regular

o
:

Proposição 1.15. Com as notações acima. Verifica-se que

.i/ Para cada � 2 K a funçãob� W X �! K dada por x 7�! � é uma função regular.

.ii/ O.X/ com as operações usuais de adição e multiplicação de funções com valores
no corpo K, é um anel comutativo com unidadeb1.

.iii/ A função de K em O.X/ dada por a 7�!ba é um homomorfismo de anéis, que torna
O.X/ uma K-álgebra.

Demonstração. Deixamos a demostração a cargo do leitor.

O anel O.X/ será denominado K�álgebra das funções regulares sobre X .

Lema 1.7. Sejam X uma variedade afim em A
n
K

e ',  2 O.X/ tais que 'jU D  jU
para algum aberto não vazio U de X . Então ' D  .

Demonstração. Observe que o conjunto Y D fx 2 X j'.x/ D  .x/g é um fechado emX ,
visto que '� 2 O.X/, logo '� é uma função contínua. Portanto, .'� /�1.f0g/ D Y
é um fechado em X .

Agora, segue da hipótese que U � Y � X . Sendo, X uma variedade e U aberto não
vazio de X , concluímos ao tomar fecho que

X D U � Y � X H) Y D X () ' D  :

Teorema 1.2. Se X é uma variedade afim em A
n
K

, então O.X/ e A.X/ são isomorfas46
como K-álgebras.

46Sejam A um anel comutativo com unidade e K um corpo. Dizemos que A é uma K-álgebra se existe
' W K �! A homomorfismo de anéis. Se A e B forem K-álgebras com homomorfismos ' W K �! A
 W K �! B , então um homomorfismo de anéis f W A �! B será denominado de homomorfismo de
K-álgebras se f ı ' D  .
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Demonstração. A cada polinômio g 2 KŒx1; : : : ; xn� podemos associar a função polino-
mial

bg W X �! K dada por a 7�! g.a/:

Observe quebg 2 O.X/ para todo g 2 KŒx1; : : : ; xn� (cf. Exemplo 1.40).

Afirmação 1: 	 W KŒx1; : : : ; xn� �! O.X/ dada por g 7�! bg é um homomorfismo de
anéis.47

Afirmação 2: I.X/ � ker.	/.
Considere g 2 I.X/. Assim, g.a/ D 0 para todo a 2 X . Portanto, 	.g/ D bg Db0.

De onde, concluímos que g 2 ker.	/.

Afirmação 3: A função 	1 W A.X/ �! O.X/ dada por 	1.g/ D bg é um homomor-
fismo de K-álgebras. De fato, 	1 está bem definida visto que I.X/ � ker.	/ e é um
homomorfismo de anéis (deixamos a cargo do leitor).

Lembremos que os homomorfismos que tornam A.X/ e O.X/ K-álgebras são dados
por:

K
��! A.X/ dada por a 7�! a e K

�1�! O.X/ dada por a 7�!ba

A partir das definições de 	1, � e �1 chegamos à conclusão que 	1 ı � D �1. Portanto,
	1 é um homomorfismo de K-álgebras.

Afirmação 4: 	1 (definido na Af. 3) é injetora.
Considere g 2 ker.	1/. Assim,

bg Db0 H) g.a/ D 0; 8 a 2 X H) g 2 I.X/ H) g D 0:

Afirmação 5: 	1 (definido na Af. 3) é sobrejetora.
Dada ' 2 O.X/ vamos determinar um polinômio g 2 KŒx1; : : : ; xn� tal que bg D ',

ou seja, '.a/ D g.a/; para todo a 2 X . Neste caso, ' é denominada função polinomial.
Como ' é regular para cada ponto p 2 X , considere Vp � X aberto contendo p, fp

e gp 2 KŒx1; : : : ; xn� tais que

'jVp
D fp

gp
com Z.gp/ \ Vp D ;: (1.23)

Seja I D
˝
fgpgp2X

˛
. Assuma que gp1

; : : : ; gpk
é um conjunto de geradores do ideal I .

Note que:

� ' �dgpi
D dfpi

para cada i 2 f1; : : : ; kg.

47Deixamos a cargo do leitor.
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Segue de (1.23) que 'jVpi
D fpi

gpi

para todo i 2 f1; : : : ; kg. Assim,

'.x/ D fpi
.x/

gpi
.x/

8 x 2 Vpi
H) '.x/gpi

.x/ D fpi
.x/ 8 x 2 Vpi

()
�
' �dgpi

�
jVpi

D dfpi
jVpi

Lema 1:7H) ' �dgpi
D dfpi

� Z.I / \X D ;.48

� Se X D Z.h1; : : : ; h`/; então Z.gp1
; : : : ; gpk

; h1; : : : ; h`/ D ;.
Assim, segue do teorema dos Zeros de Hilbert no caso afim (cf. Teorema 1.1 que

˝
gp1

; : : : ; gpk
; h1; : : : ; h`

˛
D h1i :

Logo existem ˛1; : : : ; ˛k ; ˇ1; : : : ; ˇ` 2 KŒx1; : : : ; xn� tais que

kX

iD1
˛igpi

C
X̀

jD1
ˇjhj D 1

	H)
kX

iD1
b̨idgpi

C
X̀

jD1

č
j
bhj Db1

chjDb0H)„ƒ‚…
hj2I.X/

kX

iD1
b̨idgpi

Db1

Assim, ao multiplicarmos a última igualdade por ', obtemos

' D
kX

iD1
b̨i' �dgpi

D
kX

iD1
b̨idfpi

D 	1.g/; com g D
kX

iD1
˛ifpi

2 KŒx1; : : : ; xn�

(visto que ' �dgpi
D dfpi

para cada i 2 f1; : : : ; kg).

Corolário 1.7. Se X for uma variedade afim, então toda função regular em X é polino-
mial.

Demonstração. Segue da Afirmação 5 da demonstração do Teorema 1.2.

Na próxima seção vamos estudar alguns conceitos que foram abordados no caso afim,
que possuem análogos projetivos.

48Suponha, por absurdo que q 2 Z.I / \ X . Como gq 2 I concluímos que q 2 Z.gq/. Entretanto,
q 2 Vq . Assim, q 2 Z.gq/\ Vq (é um absurdo, visto que Z.gq/\ Vq D ;).
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1.2 No universo projetivo
Vamos começar abordando o conceito de projetivização de um espaço vetorial.

Seja V um espaço vetorial sobre K de dimensão finita. Defina a seguinte relação em
V � f0V g .0V 2 V é o vetor nulo/

u � v () u D �v para algum � 2 K:

Observe que

• � na relação � é distinto de 0 (visto que u e v são ambos não nulos).

• � define uma relação de equivalência em V � f0V g.
• Se v 2 V for um vetor não nulo, a classe de equivalência associada ao vetor v é
dada por

v D fu 2 V � f0gju � vg D f�vj� 2 K; � ¤ 0g D Œv� � f0V g;

sendo Œv� o subespaço 1-dimensional de V gerado por v.

Se V for um espaço vetorial sobre K de dimensão finita, então a projetivização de V ,
que denotaremos por P .V /, é igual ao conjunto quociente .V � f0V g/= �.

Observação 1.7. Com as notações acima.

.a/ Considere o espaço vetorial de dimensão n C 1 sobre K, V D K
nC1. Neste caso

usaremos a notação P
n
K
em lugar de P .KnC1/. P

n
K
será denominado de n-espaço

projetivo sobre K.

.b/ Usaremos a notação P
n no caso K D C. Assim, P

n WD P
n
C
.

.c/ Para cada vetor v D .v0; : : : ; vn/ 2 K
nC1 não nulo, usaremos a notação Œv0 W

: : : W vn� para indicar a classe de equivalência associada ao vetor v. As coordenadas
v0; : : : ; vn do vetor v são denominadas coordenadas homogêneas do ponto Œv0 W
: : : W vn� 2 P

n
K
.

Exercício 1.39. Sejam u e v vetores não nulos do espaço vetorial V . Mostre que u e v
definem o mesmo ponto em P .V / () u e v são L.D.

Exemplo 1.43. Descrição dos pontos do espaço projetivo P
n para 0 ⩽ n ⩽ 3.

Neste exemplo V D C
nC1 (considerado como espaço vetorial sobre C). Lembre que

.a0; : : : ; an/ 2 C
nC1 não nulo, determina o ponto Œa0 W : : : W an� 2 P

n. Além disso,
vetores L.D. determinam o mesmo ponto. Assim,

Œa0 W a1 W : : : W an� D Œ�a0 W �a1 W : : : W �an� 8 � 2 C não nulo. (1.24)
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n D 0 P
0 consiste de um único ponto.

Sabemos que P
0 D

n
Œa0�ja0 ¤ 0

o
, e segue de (1.24) que, Œa0� D Œa�10 a0� D Œ1�

para todo a0 2 C não nulo. Assim, P
0 D

n
Œ1�
o
.

n D 1 A reta projetiva P
1 consiste de uma cópia da reta afimA

1
C

D C e um ponto
no infinito.
Lembre que P

1 D
n
Œa0 W a1�ja0 ¤ 0 ou a1 ¤ 0

o
.

Afirmação: P
1 D

n
Œa W 1�ja 2 C

oSn
Œ1 W 0�

o
.

De fato, se Œa0 W a1� 2 P
1 temos duas possibilidades: a1 ¤ 0 ou a1 D 0.

� a1 ¤ 0 W neste caso, Œa0 W a1� D Œa�11 � a0 W a�11 � a1� D Œa W 1� com
a D a�11 � a0.

� a1 D 0 W temos a0 ¤ 0. Portanto, Œa0 W a1� D Œa0 W 0� D Œa�10 �a0 W a�10 �0� D
Œ1 W 0�.

A seguir, observe que a função C �! P
1 � fŒ1 W 0�g D

n
Œa W 1�ja 2 C

o
definida

por a 7�! Œa W 1� é uma bijeção. Ou seja, em P
1 existe uma copia da reta afim

C D A
1. Assim, temos a seguinte identificação.

P
1 D

n
Œa W 1�ja 2 C

o[n
Œ1 W 0�

o
' C [ f1g:

Nesta partição, Œ1 W 0� é denominado ponto no infinito e denotado por Œ1 W 0� WD 1.

n D 2 O plano projetivo P
2 consiste de uma copia do plano afimA

2
C

D C
2 e uma

reta no infinito.
Lembre que P

2 D
n
Œa0 W a1 W a2�j.a0; a1; a2/ ¤ .0; 0; 0/

o
.

Afirmação: P
2 D

n
Œa W b W 1�j.a; b/ 2 C

2
oS

L1 sendo

L1 WD
n
Œa0 W a1 W 0�ja0 ¤ 0 ou a1 ¤ 0

o
:

De fato, se Œa0 W a1 W a2� 2 P
2 temos novamente as possibilidades: a2 ¤ 0 ou

a2 D 0:49

Observe que, a função C
2 �! P

2 � L1 definida por .a; b/ 7�! Œa W b W 1� é uma
bijeção. Ou seja, em P

2 existe uma copia do plano afim C
2 D A

2. Assim, temos a
seguinte identificação.

P
2 D

n
Œa W b W 1�j.a; b/ 2 C

2
o[

L1 ' C
2 [ L1:

49Sea2 ¤ 0, segue que Œa0 W a1 W a2� D Œa�1
2 �a0 W a�1

2 �a1 W a�1
2 �a2� D Œa W b W 1� coma D a�1

2 �a0 e
b D a�1

2 �a1. Caso contrário, temos que a0 ¤ 0 ou a1 ¤ 0. Assim, Œa0 W a1 W a2� D Œa0 W a1 W 0� 2 L1.
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Nesta partição, L1 é denominada reta no infinito.
Note que Œa0 W a1� 7�! Œa0 W a1 W 0� define uma bijeção entre a reta projetiva P

1 e
a reta no infinito L1.

n D 3 O espaço projetivo P
3 consiste de uma copia do espaço afim A

3
C

D C
3 e

um plano no infinito.

Lembre que P
3 D

n
Œa0 W a1 W a2 W a3�j.a0; a1; a2; a3/ ¤ .0; 0; 0; 0/

o
.

Afirmação: P
3 D

n
Œa W b W c W 1�j.a; b; c/ 2 C

3
oS

H1 sendo

H1 D
n
Œa0 W a1 W a2 W 0�j.a0; a1; a2/ ¤ .0; 0; 0/

o
:

Deixamos a verificação da afirmação acima a cargo do leitor.
Para concluirmos, observe que, .a; b; c/ 7�! Œa W b W c W 1� define uma bijeção
de C

3 em P
3 � H1. Ou seja, em P

3 existe uma cópia do espaço afim C
3 D A

3.
Assim, temos a seguinte identificação.

P
3 D

n
Œa W b W c W 1�j.a; b; c/ 2 C

3
o[

H1 ' C
3 [ L1:

Nesta partição, H1 é denominado plano no infinito. Note que a função P
2 �! H1

dada por Œa0 W a1 W a2� 7�! Œa0 W a1 W a2 W 0� define uma bijeção entre o plano
projetivo P

2 e o plano infinitoH1

Exercício 1.40. Mostre que o n-espaço projetivo P
n admite uma partição da forma P

n D
A [ H1, na qual podemos identificar A com o n-espaço afim A

n D C
n e H1 (denomi-

nado hiperplano no infinito) com P
n�1.

A seguir vamos apresentar outra forma de visualizar a projetivização de um espaço
vetorial V .

A d -grassmanniana associada a V

Seja V um espaço vetorial sobre K de dimensão finita n. Para cada d inteiro, 0 ⩽ d ⩽ n,
definimos Gd .V / W D

n
W jW é um subespaço de V de dimensão d

o
:

O conjunto Gd .V / será denominado d -grassmanniana associada a V .

Exemplo 1.44. Considere o espaço vetorial real V D R
3.

Para cada d 2 f0; 1; 2; 3g temos Gd .R3/ D
n
W jW ⩽ R

3 e dimRW D d
o
:

Assim, G0.R3/ D
n
f0g
o
consiste de um único ponto (o espaço nulo).

G1.R
3/ D

n
Œv�jv 2 R

3 não nulo
o
consiste das retas passando pela origem.
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G2.R
3/ D

n
Œu; v�ju; v 2 R

3 L.I.
o
consiste dos planos passando pela origem.

G3.R
3/ D

n
R
3
o
consiste de um único ponto (o espaço R

3).

Observação 1.8. Seja V um espaço vetorial sobre K de dimensão finita n ⩾ 1.
A função ' W P .V / �! G1.V /; dada por v 7�! Œv�; está bem definida e é uma

bijeção. Portanto, podemos identificar o espaço projetivo associado a V , P .V / com a
grassmanniana G1.V /. Assim, podemos pensar que o espaço projetivo é formado pelas
subespaços de dimensão 1 de V .

No caso em que V D K
nC1, estamos identificando os pontos de P

n
K
com as retas que

passam pela origem em V .
Vale salientar que os conjuntos algébricos projetivos são definidos de forma análoga

ao caso afim, com a peculiaridade de utilizarmos polinômios homogêneos.

Polinômios homogêneos

SejamK um corpo eS D KŒx0; x1; : : : ; xn� o anel dos polinômios nas variáveis x0; : : : ; xn
com coeficientes em K.

Para cada I D .i0; i1; : : : ; in/; sendo i0; i1; : : : ; in inteiros não negativos

xI WD x
i0
0 x

i1
1 � � � xinn será denominado monômio de grau i0 C i1 C � � � C in:

Para cada d inteiro 0 ⩽ d denotaremos por Sd o subespaço vetorial de S gerado pelos
monômios de grau d . Assim,

S0 D Œ1� D K consiste dos polinômios constantes;
S1 D Œx0; : : : ; xn� D

n
a0x0 C � � � C anxnja0; : : : ; an 2 K

o
;

:::

Sd D
hn
x
i0
0 x

i1
1 � � � xinn ji0 C i1 C � � � C in D d

oi
:

Todo elemento não nulo de Sd será denominado polinômio homogêneo de grau d .

Exercício 1.41. Mostre que dimK Sd D
�
dCn
n

�
.

Observação 1.9. Se f 2 S for não nulo podemos agrupar todos os monômios do mesmo
grau que comparecem em f e escrever

f D f0 C f1 C � � � C fd sendo d D grau.f /:

Neste caso, fi será denominada parte homogênea de grau i de f .
Por exemplo, f D 5C 3x0 � 5x3 C 6x31 C 7x2x

4
3 � x30x22 C 3x53 2 RŒx0; x1; x2; x3�

tem grau 5 e

f D 5„ƒ‚…
f0

C 3x0 � 5x3„ ƒ‚ …
f1

C 6x31„ƒ‚…
f3

C 7x2x
4
3 � x30x22 C 3x53„ ƒ‚ …

f5

e f2 D f4 D 0:
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Proposição 1.16. Sejam K um corpo infinito e F 2 S D KŒx0; x1; : : : ; xn� não nulo.
Verifica-se que: F 2 Sd () F.�x0; : : : ; �xn/ D �dF.x0; : : : ; xn/; 8 � 2 K:

Demonstração. H) Considere F 2 Sd . Assim, F é uma soma finita com coeficientes
em K da forma

F D
X

I

aIxI D
X

I

aIx
i0
0 x

i1
1 � � � xinn ; tal que i0 C i1 C � � � C in D d:

Logo, para qualquer � 2 K; tem-se que

F.�x0; : : : ; �xn/ D P
I
aI.�x0/

i0.�x1/
i1 � � � .�xn/in

D �d
P
I
aIx

i0
0 x

i1
1 � � � xinn .visto que i0 C i1 C � � � C in D d/

D �dF.x0; : : : ; xn/:

(H Observe que todo polinômio F 2 S escreve-se de forma única, como uma soma
finita de suas partes homogêneas

F D F0 C F1 C � � � C Fd ; com Fi 2 Si e Fd ¤ 0:

Afirmação: Fj D 0 para todo j 2 f0; : : : ; d � 1g.
Suponha, pelo absurdo, que existe j 2 f0; : : : ; d � 1g tal que Fj ¤ 0. A seguir,

observe que para cada � 2 K tem-se que

F.�x0; : : : ; �xn/ D F0 C �F1 C � � � C �dFd :

E segue da hipótese que

F.�x0; : : : ; �xn/ D F0 C �F1 C � � � C �dFd D �d .F0 C F1 C � � � C Fd /:

De onde concluímos

F0 C �F1 C � � � C �d�1Fd�1 � �d
�
F0 C � � � C Fd�1

�
D 0; 8� 2 K: (1.25)

Sendo Fj ¤ 0 para algum j 2 f0; : : : ; d � 1g, escolha a D .a0; : : : ; an/ 2 K
nC1 tal

que Fj .a/ ¤ 0. Defina bi D Fi .a/ para 0 ⩽ i ⩽ d � 1 e bd D �b0 � b1 � � � � � bd�1.
Assim, o polinômio q.t/ 2 KŒt � dado por

q.t/ D b0 C b1t C � � � C bd�1t
d�1 C bd t

d

é não nulo (uma vez que bj ¤ 0 para algum j 2 f0; : : : ; d � 1g). Entretanto, ao anali-
sarmos as possibilidades grau.q.t// D 050 ou grau.q.t// ⩾ 151 chegamos num absurdo.
Portanto, F0 D F1 D : : : D Fd�1 D 0. Logo F D Fd 2 Sd .

50Suponha que q.t/ é um polinômio constante, então q.t/ D b0 e
b1 D : : : D bd�1 D 0 D bd H) 0 D bd D �b0 H) q.t/ D 0

o que é um absurdo.
51Se grau.q.t// ⩾ 1, segue de (1.25) ao calcularmos os valoresFi .a/ para i D 1; : : : ; d�1, queq.�/ D 0;

para todo � 2 K. Ou seja, q.t/ possui infinitas raízes em K. Logo q.t/ D 0.
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Corolário 1.8. Se F 2 Sd e a 2 K
nC1. Então F.a/ D 0 () F.�a/ D 0; 8 � 2 K

Demonstração. Deixamos a cargo do leitor.

Exercício 1.42. Sejam F e G polinômios homogêneos em S D KŒx0; : : : ; xn� de grau d
e r , respectivamente. Mostre que F �G é homogêneo de grau d C r .

Exercício 1.43. Sejam f; g polinômios não nulos em S D KŒx0; : : : ; xn� com a seguinte
decomposição em partes homogêneas f D f0 C � � � C fd e g D g0 C � � � C ge sendo
d ⩽ e. Se . /k denota a parte homogênea de grau k, então mostre que:

.a/ .f C g/k D fk C gk ; para todo k 2 f0; : : : ; eg.

.b/ .f �g/k D f0 �gkCf1 �gk�1C� � �Cfk�1 �g1Cfk �g0; para todo k 2 f0; : : : ; dCeg.
A seguir vamos introduzir o conceito de ideal homogêneo.

Ideal homogêneo

Seja I um ideal no anel S D KŒx0; : : : ; xn�. I é dito homogêneo se, existe uma quantidade
finita de polinômios homogêneos F1; : : : ; Fk (não necessariamente do mesmo grau) que
geram o ideal I , ou seja, I D hF1; : : : ; Fki.
Exercício 1.44. Sejam f1; : : : ; fk , g1; : : : ; gm elementos de um anel comutativo com
unidade A. Considere os ideais I D hf1; : : : ; fki e J D hg1; : : : ; gmi. Mostre que

I D J () fi 2 J; 8 i 2 f1; : : : ; kg e gj 2 I; 8 j 2 f1; : : : ; mg:

Exemplo 1.45. O ideal I D
˝
x � y2; y

˛
� RŒx; y� é um ideal homogêneo. Basta observar

que I D hx; yi, visto que x D 1 � .x � y2/C y � y 2 I .
Exemplo 1.46. O ideal I D ff 2 RŒx; y�jf .0; 1/ D 0g � RŒx; y� não é homogêneo.
Pelo absurdo, suponha que I é homogêneo. Assim, existem F1; : : : ; Fk 2 RŒx; y� ho-
mogêneos tais que I D hF1; : : : ; Fki. Sem perda de generalidade, vamos assumir que
Fi ¤ 0; para todo i 2 f1; : : : ; kg.

Agora, como y � 1 2 I , existem polinômios p1; : : : ; pk 2 RŒx; y� tais que

y � 1 D p1F1 C � � � C pkFk : (1.26)

Observe que grau.Fi / ⩾ 1 para todo i 2 f1; : : : ; kg52. Assim, Fi .0; 0/ D 0 para todo i
(uma vez que todo polinômio homogêneo de graumaior ou igual que 1 anula-se na origem).
Portanto, ao calcularmos (1.26) na origem, chegamos num absurdo.

Proposição 1.17. Seja I um ideal do anel S D KŒx0; : : : ; xn�. Verifica-se que

I é homogêneo () 8g D g0 C � � � C gd 2 I (gi 2 Si ), tem-se que gi 2 I ,
com 0 ⩽ i ⩽ d:

52Visto que, grau.Fi / D 0 implica em Fi polinômio constante não nulo, logo Fi .0; 1/ D Fi ¤ 0.
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Demonstração. Se h 2 S vamos denotar por .h/m 2 Sm a parte homogênea de grau m
de h.
H) Sendo I � S ideal homogêneo, escolha polinômios homogêneos F1; : : : ; Fk em S
tais que I D hF1; : : : ; Fki.

Seja g 2 I não nulo de grau d tal que

g D g0 C g1 C � � � C gd ; com gi 2 Si :

Como g 2 I existem p1; : : : ; pk 2 S tais que g D p1F1 C � � � C pkFk . Assim,

gi D .g/i D .p1F1 C � � � C pkFk/i
Ex: 1:43D .p1F1/i C � � � C .pkFk/i : (1.27)

Agora vamos focar na determinação de .p1F1/i ; : : : ; .pkFk/i . Para isso, assuma que
grau.Fj / D dj para cada j 2 f1; : : : ; kg. Segue do Exercício 1.43 que

.p1F1/i D
�
.p1/i�d1

F1; se i ⩾ d1
0; se i < d1

; : : : ; .pkFk/i D
�
.pk/i�dk

Fk ; se i ⩾ dk
0; se i < dk

Portanto, .p1F1/i ; : : : ; .pkFk/i pertencem ao ideal hF1; : : : ; Fki D I . Segue de
(1.27) que gi 2 I para cada i 2 f0; : : : ; dg.
(H Como S é um anel noetheriano podemos escolher h1; : : : ; hk geradores do ideal I .
Assuma que a decomposição desses geradores do ideal I é dada por

h1 D .h1/0 C .h1/1 C � � � C .h1/d1

:::
:::

hk D .hk/0 C .hk/1 C � � � C .hk/dk

Afirmação: Seja J D
˝
.h1/0; .h1/1; : : : ; .h1/d1

; : : : ; .hk/0; .hk/1; : : : ; .hk/dk

˛
. Então

I D J .

Sendo h1; : : : ; hk geradores do ideal I , segue da hipótese que as partes homogêneas
de cada hj pertencem ao ideal I . Portanto, J � I .

A outra inclusão fica para o leitor.

A luz da Proposição 1.17, se retornarmos no Exemplo 1.46, podemos afirmar que: Se
I D hx; y � 1i for um ideal homogêneo do anel RŒx; y� então x; y;�1 2 I , sendo que
y 62 I e �1 62 I . Logo I não é um ideal homogêneo.

Exercício 1.45. Sejam I e J ideais homogêneos em S D KŒx0; : : : ; xn� e T um subcon-
junto de S formado por polinômios homogêneos. Mostre que I \ J ,

p
I e hT i são ideais

homogêneos de S .
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Zeros de um polinômio homogêneo

Considere Œ1 W 1� 2 P
1 e f D x0 � x21 2 CŒx0; x1�. Ao considerarmos as coordenadas

homogêneas 1, 1 do ponto Œ1 W 1�, temos que f .1; 1/ D 0. Entretanto, ao mudar para as
coordenadas homogêneas 2, 2 do mesmo ponto tem-se que f .2; 2/ D 2 � 4 D �2 ¤ 0.
Ou seja, o valor de f num representante de Œ1 W 1� é igual a zero e em outro é distinto de
zero. Isso acontece pelo fato de f D x0 � x21 não ser um polinômio homogêneo.

O Corolário 1.8 nos garante que se Œa0 W : : : W an� 2 P
n
K
e F 2 Sd , então

F.a0; : : : ; an/ D 0 () F.�a0; : : : ; �an/ D 0; 8 � 2 K:

Assim, faz sentido definir para cada F 2 Sd , o conjunto dos zeros do polinômio F por

Z.F / WD
n
p 2 P

n
K

jF.p/ D 0
o
;

sendo F.p/ D F.a0; : : : ; an/ se, p D Œa0 W : : : W an�.53
Em geral, se T for um subconjunto de S D KŒx0; : : : ; xn�, cujos elementos são po-

linômios homogêneos, definimos o conjunto dos zeros de T por

Z.T / WD
\

F 2T
Z.F /:

Seja I um ideal homogêneo do anel S D KŒx0; : : : ; xn� tendo F1; : : : ; Fk como con-
junto de geradores homogêneos. Definimos o conjunto dos zeros de I por

Z.I / WD
k\

iD1
Z.Fi /:

Exemplo 1.47. Considere I D h3x1 � x0; x2 � x0i em RŒx0; x1; x2�. Vamos determinar
os zeros de I no plano projetivo real P

2
R
.

Considere a D Œa0 W a1 W a2� 2 P
2
R
e observe que

Z.I / D Z.3x1 � x0/ \ Z.x2 � x0/:
Assim,

a 2 Z.I / () a 2 Z.3x1 � x0/ e a 2 Z.x2 � x0/
() 3a1 � a0 D 0 e a2 � a0 D 0

() a1 D a0

3
e a2 D a0; com a0 ¤ 0

() a D Œa0 W a0
3

W a0� D Œ3 W 1 W 3�

Portanto, Z.I / D
n
Œ3 W 1 W 3�

o
consiste de um único ponto.

53Observe que emboraG D x2
0 � x2

1 2 CŒx0; x1� seja um polinômio homogêneo de grau 2, ao considerar-
mos a D Œ1 W 0� 2 P1 o valorG.a/ não está bem definido, uma vez queG.1; 0/ D 1 eG.�; 0/ D �2 ¤ 1
se, � 62 f1;�1g, ou seja, o valor depende do representante do ponto a.
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Exercício 1.46. Mostre que a definição de zeros de um ideal homogêneo I independe da
conjunto de geradores homogêneos escolhidos.

Exercício 1.47. Seja I um ideal homogêneo do anel S D KŒx0; : : : ; xn�. Defina

I h WD fF 2 I jF 2 Sd para algum d ⩾ 0g:

Mostre que Z.I / D Z.I h/.

Proposição 1.18. Sejam I e J ideais homogêneos do anel S D KŒx0; : : : ; xn� e T � S
formado por polinômios homogêneos. Verifica-se que:

.i/ Se I � J então Z.I / � Z.J /.

.ii/ Z.I / D Z.
p
I /.

.iii/ Z.T / D Z.hT i/.

.iv/ Z.I / [ Z.J / D Z.I \ J /.

Demonstração. Lembre que, se I
ideal

� S homogêneo, então Z.I / D Z.I h/ (cf. Exercí-
cio 1.47).

(i) Note que I � J implica em I h � J h. Assim,

a 2 Z.J / D Z.J h/ () F.a/ D 0; 8F 2 J h I
h�Jh

H) F.a/ D 0; 8F 2 I h () a 2 Z.I /:

(ii) Como I �
p
I , segue de (i) que Z.

p
I / � Z.I /. A seguir, mostraremos a outra

inclusão. Assuma que I ¤ S (deixamos o caso I D S como exercício).
Observe que, se G 2 .

p
I /h então G é homogêneo e G 2

p
I . Logo, Gm 2 I para

algum m ⩾ 1 inteiro e Gm é homogêneo. Portanto,

a 2 Z.I / H) 0 D Gm.a/ D G.a/ � � �G.a/„ ƒ‚ …
m�vezes

H) G.a/ D 0 H) a 2 Z.
p
I /:

(iii) Como T � hT i e T é formado por polinômios homogêneos, concluímos que T �
hT ih. Assim, segue de (i) que Z.hT i/ � Z.T /.

Por outro lado, note que todo G 2 hT ih é um polinômio homogêneo que pertence a
hT i. Assim, existem Fi1 ,…,Fik 2 T eHi1 ,…,Hik 2 S tais que

G D Hi1Fi1 C � � � CHikFik : (1.28)

Considere a 2 Z.T /. Logo

Fi1.a/ D 0; : : : ; Fik .a/ D 0
.1:28/H) G.a/ D 0 H) a 2 Z.hT i/:



62 1. Fundamentos de Geometria Algébrica Clássica

Portanto, Z.T / � Z.hT i/.
(iv) Deixamos a cargo do leitor.

Nas próximas subseções vamos introduzir os conceitos de conjunto algébrico, ideal
associado entre outros.

Conjunto algébrico em P
n
K

Um subconjunto Y de P
n
K
é denominado conjunto algébrico projetivo (ou simplesmente,

conjunto algébrico em P
n
K
) se, existe I � S D KŒx0; :::; xn� ideal homogêneo tal que

Y D Z.I /.

NOTAÇÃO: Se T for um conjunto finito, digamos T D fF1; : : : ; Fkg, usaremos a notação
Z.F1; : : : ; Fk/ em lugar de Z.fF1; : : : ; Fkg/.
Exemplo 1.48. ; e P

n
K
são conjuntos algébricos projetivos. De fato, ; D Z.1/ e P

n
K

D
Z.0/.

Exemplo 1.49. Todo conjunto unitário é um conjunto algébrico projetivo.
Considere fag � P

n
K
sendo a D Œa0 W : : : W an�. Suponha que a0 ¤ 0, então a D

h
1 W

a1

a0
W : : : W an

a0

i
.

Queremos determinar F 2 Sd ; tal que F.a/ D 0. Vamos começar a procura em grau
1 (i.e. d D 1). Considere F D ˛0x0 C ˛1x1 C � � � C ˛nxn 2 S1. Assim,

F.a/ D 0 () ˛0 C ˛1
a1

a0
C � � � C ˛n

an

a0
D 0

() ˛0 D �
�
˛1
a1

a0
C � � � C ˛n

an

a0

�

H) F D �
�
˛1
a1

a0
C � � � C ˛n

an

a0

�
x0 C ˛1x1 C � � � C ˛nxn

() F D ˛1

�
x1 � a1

a0
x0

�
C ˛2

�
x2 � a2

a0
x0

�
C � � � C ˛n

�
xn � an

a0
x0

�

H) F 2
�
x1 � a1

a0
x0; x2 � a2

a0
x0; : : : ; xn � an

a0
x0

�

() F 2 ha0x1 � a1x0; a0x2 � a2x0; : : : ; a0xn � anx0i

Afirmação 1: fag D Z.F1; : : : ; Fn/; com Fi D a0xi � aix0.
De fato, considere b D Œb0 W b1 W : : : W bn� 2 P

n
K
. Note que

b 2 Z.F1; : : : ; Fn/ () Fi .b/ D a0bi � aib0 D 0; 8 i 2 f1; : : : ; ng
() bi D ai

b0

a0
8 i 2 f1; : : : ; ng e b0 ¤ 0

H) b D
h
a0
b0

a0
W a1

b0

a0
W : : : W an

b0

a0

i
D a:
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Como fag � Z.F1; : : : ; Fn/, concluímos que fag D Z.F1; : : : ; Fn/.
Para concluirmos, observe que se a0 D 0 então existe i 2 f1; : : : ; ng tal que ai ¤ 0.

Neste caso, deixamos a cargo do leitor verificar que.
Afirmação 2: fag D Z.aix0 � a0xi ; : : : ; aixj � ajxi„ ƒ‚ …

j ¤ i

; : : : ; aixn � anxi /.

Conjuntos algébricos em P
1

A seguir daremos uma descrição dos conjuntos algébricos na reta projetiva complexa54.
Sabemos que ; e P

1 são conjuntos algébricos na reta projetiva P
1. Em geral, os con-

juntos algébricos são determinado pela interseção dos zeros de polinômios homogêneos.
Assim, vamos começar explorando o conjunto algébrico Z.F / � P

1 com F 2 CŒx0; x1�
homogêneo de grau d ⩾ 1.

No caso d D 1, F D bx0 � ax1 com a; b 2 C não ambos nulos55. Observe que

a D Œa0 W a1� 2 Z.bx0 � ax1/ () ba0 � aa1 D 0

() 0 D
ˇ̌
ˇ̌a0 a1
a b

ˇ̌
ˇ̌

() .a0; a1/ e .a; b/ são L:D:
() a D Œa0 W a1� D Œa W b�:

Portanto, Z.F / D
n
Œa W b�

o
consiste de um único ponto, cujas coordenadas homogêneas

são determinadas a partir dos coeficientes da forma linear F .

Para abordarmos o caso d ⩾ 2 vamos precisar do seguinte lema.

Lema 1.8. ConsidereF 2 CŒx0; x1� homogêneo de grau d ⩾ 1. Então existemL1,…,Ld
polinômios homogêneos de grau 1 (não necessariamente distintos) tais que F D L1 �
L2 � � �Ld .

Demonstração. Faremos a demonstração usando indução em d .

• d D 1. Neste caso, existe L1 D F .

• Assuma que a afirmação é válida para todo polinômio homogêneo de grau menor
ou igual que d .

• Considere G 2 CŒx0; x1� homogêneo de grau d C 1.
Temos duas possibilidades: x0jG ou x0 G.
Caso 1: x0jG.
Neste caso, G D x0 � F sendo F 2 CŒx0; x1� homogêneo de grau d .

54Lembre que P1 D P
1
C
é a reta projetiva complexa. P

1
R
é a reta projetiva real.

55Ao representarF D ˛0x0C˛1x1 com˛0; ˛1 2 C não ambos nulos tem-se queZ.F / D
n
Œ˛1 W �˛0�

o
.
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Assim, segue da hipótese de indução que existem L1,…,Ld polinômios homogê-
neos de grau 1 tais que F D L1 � L2 � � �Ld . Portanto

G D x0 � L1 � L2 � � �Ld D L1 � L2 � � �Ld � LdC1; sendo LdC1 D x0:

Caso 2: x0 G.
Neste caso, F D ˛0x

d
1 C ˛1x0x

d�1
1 C � � � C ˛d�1xd�10 x1 C ˛dx

d
0 com ˛0 ¤ 0.

Considere f .x1/ D F.1; x1/ D ˛0x
d
1 C ˛1x

d�1
1 C � � � C ˛d�1x1 C ˛d 2 CŒx1�.

Sendo C um corpo algebricamente fechado e f de grau d ⩾ 1, existe c 2 C raiz
de f , ou seja, f .c/ D 0 D F.1; c/.
A seguir, vamos mostrar que .x1 � cx0/jF . De fato, ao aplicarmos o algoritmo
da divisão em AŒx1�; sendo A D CŒx0�; segue-se que existem Q;R 2 AŒx1� D
CŒx0; x1� tais que

F D .x1 � cx0/QCR; R D 0 ou 0 ¤ R 2 A D CŒx0�: (1.29)

Lembre que F.1; c/ D 0 e F é homogêneo, logo F.�; �c/ D 0; 8� 2 C.
Assim, segue de (1.29) que 0 D F.�; �c/ D 0Q.�; �c/CR.�/ D R.�/; 8� 2 C.
Portanto, R D 0 e segue de (1.29) que F D .x1 � cx0/Q; com Q 2 CŒx0; x1�
homogêneo56 de grau d . Assim, o resultado segue de forma análoga ao caso 1
(trocado a forma linear x0 pela forma linear x1 � cx0).

Assim, todo polinômio homogêneo em CŒx0; x1� é um produto de fatores lineares
da forma bx0 � ax1 (podendo aparecer fatores repetidos). Logo, podemos representar
F 2 CŒx0; x1� da seguinte forma:

F D L
m1

1 � Lm2

2 � � �Lmk

k
; sendo Li D bix0 � aix1 e fL1; : : : ; Lkg L:I:

com m1; : : : ; mk naturais tais que m1 C � � � C mk D d . Assim, ao aplicarmos Z na
igualdade acima, chegamos em

Z.F / D Z.L
m1

1 / [ Z.L
m2

2 / [ � � � [ Z.L
mk

k
/ D Z.L1/ [ Z.L2/ [ � � � [ Z.Lk/:

Portanto,
Z.F / D

n
Œa1 W b1�; Œa2 W b2�; : : : ; Œak W bk �

o

consiste de k pontos distintos.
Concluímos que os conjuntos algébricos em P

1 são os subconjuntos finitos de P
1 e

P
1.
Vale salientar que no caso geral ao fatorarmos umpolinômio homogêneoG emKŒx0; x1; : : : ; xn

e aplicarmos Z , vamos escrever Z.G/ como uma união de hipersuperfícies, conceito que
vamos introduzir a seguir.

56Se F;G eH são polinômios em S D KŒx0; : : : ; xn� não nulos tais que F D G �H . Verifica-se que:
Se F 2 Sd eG 2 Se então e ⩽ d eH 2 Sd�e .
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Hipersuperfícies em P
n
K

Um conjunto algébrico Y � P
n
K
é denominado hipersuperfície se existe F 2 Sd não nulo

de grau d ⩾ 1 tal que Y D Z.F /.
Se Z.F / é uma hipersuperfície tal que hF i D

p
hF i (ou seja, F é livre de quadra-

dos57), então Z.F / será denominada hipersuperfície reduzida de grau d D grau.F /.
Conforme seja o grau d da hipersuperfície reduzida Z.F / � P

n
K
, é usada a seguinte

nomenclatura:

• Em P
n
K

�
d D 1 Hiperplano
d D 2; 3; 4; 5; : : : Hipersuperfície quádrica, cúbica, quártica, quíntica, …

• Em P
2
K
é denominada curva de grau d .
�
d D 1 Reta
d D 2; 3; 4; 5; : : : cônica, cúbica, quártica, quíntica, …

• Em P
3
K
é denominada superfície de grau d .

�
d D 1 Plano
d D 2; 3; 4; 5; : : : Superfície quádrica, cúbica, quártica, quíntica, …

A seguir, vamos introduzir as variedades lineares no caso projetivo. De forma análoga
ao caso afim, entre as variedades lineares, encontram-se os pontos, retas e planos.

Variedades lineares projetivas

Seja � um conjunto algébrico próprio em P
n
K
e 0 ⩽ k < n inteiro. � é denominada

k-variedade linear (ou k-plano) se, existirem L1; : : : ; Ln�k 2 S1 L.I. tais que � D
Z.L1; : : : ; Ln�k/.

Exemplo 1.50. Segue do Exemplo 1.49 que um conjunto unitário fag � P
n
K
é uma 0-

variedade linear.

Exercício 1.48. Mostre que Y D
n
Œa0 W a1 W a2� 2 P

2
R

ja1a2 D 0
o
não é uma variedade

linear.

57Se F 2 KŒx0; : : : ; xn� admite a fatoração em irredutíveis F D F n1

1 � � �F
nk

k
dizemos que F é livre de

quadrados se n1 D : : : D nk D 1.
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Retas e planos em P
n
K

• ` é uma reta emP
n
K
, se ` for uma 1-variedade linear, ou seja, se existiremL1; : : : ; Ln�1 2

S1 L.I. tais que ` D Z.L1; : : : ; Ln�1/.

• � é um plano emP
n
K
, se� for uma 2-variedade linear, ou seja, se existiremL1; : : : ; Ln�2 2

S1 L.I. tais que � D Z.L1; : : : ; Ln�2/.

Exemplo 1.51. Considere ` uma reta em P
3. Logo, ` D Z.L1; L2/ sendo L1; L2 L.I.

em S1. Assim, ` D Z.L1/ \ Z.L2/, ou seja, a reta ` é determinada pela interseção de
dois planos distintos.

`
Z.L1/

Z.L2/

Observação 1.10. Como veremos em breve (cf. Proposição 1.19), as variedades lineares
são cópias dos espaços projetivos. Mais precisamente, retas são isomorfas58 com P

1,
planos comP

2, e assim por diante. Para isso, fixaremos	 W S1 �! .KnC1/� isomorfismo
K-linear descrito a seguir.

Lembre que S1 é um espaço vetorial de dimensão nC 1 sobre K tendo fx0; : : : ; xng
como uma base.

Para simplificar as notações vamos denotar por fe0; : : : ; eng a base canônica de K
nC1,

sendo e0 D .1; 0; : : : ; 0/,…, en D .0; : : : ; 0; 1/. A seguir considere a base dual fe�0 ; : : : ; e�ng.
Assim, e�j 2 .KnC1/� é o funcional linear dado por e�j .v/ D vj se v D .v0; v1; : : : ; vn/ 2
K
nC1.
Fixadas essas bases vamos considerar o isomorfismo linear

	 W S1 �! .KnC1/� dado por a0x0 C � � � C anxn 7�! a0e
�
0 C � � � C ane

�
n : (1.30)

Lema 1.9. Seja V um espaço vetorial sobre um corpo K de dimensão n e f1; : : : ; fk com
k ⩽ n funcionais lineares sobre V (i.e. f1; : : : ; fk 2 V �). Seja Wi D ker.fi / para cada
i , 1 ⩽ i ⩽ k, então temos:

.i/ f1; : : : ; fk são L.I. se, e somente se, dim.W1 \ � � � \Wk/ D n � k.
58Isomorfismos são funções  bijetivas  tais que ela e sua inversa são definidas localmente por funções coorde-

nadas polinomiais (cf. Proposição 1.32).
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.ii/ f1; : : : ; fk são L.D. se, e somente se, dim.W1 \ � � � \Wk/ > n � k.

Demonstração. Observe que Œf1; : : : ; fk � é o anulador59 de W1 \ � � � \Wk . Assim,

dim.W1 \ � � � \Wk/ D n � dimŒf1; : : : ; fk �:

A partir dessa igualdade deduzimos as afirmações (i) e (ii).

Proposição 1.19. Seja � um conjunto algébrico próprio em P
n
K

e 0 ⩽ k < n inteiro.
Verifica-se que

� é uma k-variedade linear () Existe W 2 GkC1.KnC1/ tal que � D P .W /.

Demonstração. H) Seja� uma k-variedade linear emP
n
K
. Assim, existemL1; : : : ; Ln�k 2

S1 L.I. tais que � D Z.L1; : : : ; Ln�k/.
A partir do isomorfismo em (1.30), considere fi D 	.Li / 2 .KnC1/�. Como fLign�kiD1

é L.I. segue que ffign�kiD1 também é L.I.. Logo, segue do item (i) no Lema 1.9 que

dim.W1 \ � � � \Wn�k/ D nC 1 � .n � k/ D k C 1

sendo Wi D ker.fi / para cada i , 1 ⩽ i ⩽ n � k.
Afirmação 1: Se W D W1 \ � � � \Wn�k então � D P .W /.

De fato, se Li D Pn
jD0 ai;jxj então fi D Pn

jD0 ai;j e
�
j para i D 0; : : : ; n � k.

Assim,

b D Œb0 W : : : W bn� 2 � () Li .b/ D Pn
jD0 ai;j bj D 0; 8 i 2 f1; : : : ; n � kg

() fi .b0; : : : ; bn/ D 0; 8 i 2 f1; : : : ; n � kg
() .b0; : : : ; bn/ 2 W � f.0; : : : ; 0/g
() b 2 P .W /:

(H Assuma que � é um conjunto algébrico próprio em P
n
K
tal que � D P .W /; sendo

W um subespaço de K
nC1 de dimensão k C 1 com 0 ⩽ k < n inteiro.

Assim, W 0, o anulador de W , tem dimensão .nC 1/ � .k C 1/ D n � k.
Seja ff1; : : : ; fn�kg uma base deW 0. Considere, Li D 	�1.fi / para cada i . Assim,

fLign�kiD1 é um conjunto L.I. em S1.
Deixamos a cargo do leitor concluir que � D Z.L1; : : : ; Ln�k/.

Corolário 1.9. Seja � um conjunto algébrico em P
n
K

. Então

.i/ � é uma reta () � D P .W /; para algum W 2 G2.KnC1/.

.ii/ � é um plano () � D P .W /; para algum W 2 G3.KnC1/.
59SeW é um subespaço vetorial deV , define-se o anulador deW por: W 0 D ff 2 V �jf .w/ D 0; 8w 2

W g. Verifica-se que dimV D dimW C dimW 0.
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Exercício 1.49. Sejam `1 e `2 retas distintas em P
2. Mostre que `1 \ `2 consiste de um

único ponto.
P
2

`1

`2

Exercício 1.50. Sejam `1, `2 retas em P
3 eH � P

3 um plano. Mostre que:

.a/ ` � H ou ` \H consiste de um único ponto.

H

`

H

`

.b/ Se `i D P .Wi / com Wi 2 G2.C4/ para i D 1; 2, então

`1 \ `2 D ; () W1 ˚W2 D C
4:

No caso projetivo, também podemos definir a topologia de Zariski, que de forma aná-
loga ao caso afim, tem os conjuntos algébricos projetivos como fechados.

Topologia de Zariski em P
n
K

Proposição 1.20. Se Calg D
n
Y jY é um conjunto algébrico em P

n
K

o
, então Calg induz

uma topologia em P
n
K

, ao considerarmos os complementares dos conjuntos algébricos
em P

n
K

. Esta topologia é denominada Topologia de Zariski em P
n
K

.

Demonstração. Deixamos a cargo do leitor.

No que segue do texto ao considerarmos subconjuntos de P
n
K
usaremos a topologia

induzida pela topologia de Zariski em P
n
K
, salvo menção em contrário.

1.2.1 Variedades projetivas e quase projetivas
Seja Y � P

n
K
um conjunto algébrico projetivo. Y será denominada variedade projetiva

se, Y for irredutível.60 De forma mais geral, um subconjunto Y de P
n
K
é denominado

60SeX um espaço topológico e Y um subconjunto deX . Considere a topologia induzida porX em Y .

Y é dito irredutível() 8 F1; F2 fechados em Y tais que Y D F1 [F2

tem-se que F1 D Y ou F2 D Y .
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conjunto algébrico quase projetivo (respectivamente, variedade quase projetiva ) se for
um subconjunto aberto de um conjunto algébrico projetivo (respectivamente, se for um
subconjunto aberto de uma variedade projetiva) em P

n
K
.

Exemplo 1.52. Todos os abertos e variedades projetivas em P
n
K
são variedades quase

projetivas.

Exemplo 1.53. O conjunto vazio é um conjunto irredutível em P
n
K
. Logo, uma variedade

quase projetiva.

Exemplo 1.54. ; ¤ Y � P
1 é irredutível () Y é unitário ou Y é infinito. Sabemos

que os fechados em P
1 são os subconjuntos finitos de P

1 e o próprio P
1. Assim, todo

subconjunto infinito de P
1 é irredutível.

Assim, só nos resta considerar Y � P
1 finito e não vazio. Agora, observe que todo

conjunto unitário é irredutível. A seguir, assuma que Y � P
1 é finito e irredutível. Supo-

nha que #.Y / ⩾ 2. Neste caso, podemos escolher a 2 Y e escrever Y D F1 [ F2 sendo
F1 D fag e F2 D Y � F1 ambos fechados próprios de Y . Logo Y é redutível.

Observe que o Exemplo 1.54 nos permite concluir que:

Exemplo 1.55. ; ¤ Y � P
1 é uma variedade projetiva () Y é unitário ou Y D P

1.

Exemplo 1.56. Se K for um corpo infinito, segue do Exemplo 1.60 que P
n
K
é uma varie-

dade projetiva.

Exemplo 1.57. Y D
n
Œa0 W a1 W a2� 2 P

2
R

ja1a2 D 0
o
é uma curva de grau 2, visto que

Y D Z.x1x2/ e hx1x2i é um ideal homogêneo radical do anelRŒx0; x1; x2�. Observe que
Y é irredutível. De fato,

Z.x1x2/ D Z.x1/ [ Z.x2/ e Z.x1/ \ Z.x2/ D
n
Œ1 W 0 W 0�

o
:

Assim, Y é união das retas (projetivas) `1 D Z.x1/ e `2 D Z.x2/ que se encontram no
ponto p D Œ1 W 0 W 0�.

Y`1

`2

Observação 1.11. SejaY D
n
Œa0 W a1 W a2� 2 P

2
R

ja1a2 D 0
o
. Note queY D Z.x1x2/ D

Z.x21x2/ D Z.x1x
2
2/ D Z.x

n1

1 x
n2

2 / com n1; n2 inteiros positivos61. Assim, não pode-
mos definir o grau da curva Y simplesmente como sendo grau.F /; tal que Y D Z.F /.

61De fato,
q˝
x

n1

1 x
n2

2

˛
D hx1x2i para quaisquer n1 e n2 inteiros positivos.
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Pergunta

Se F é homogêneo de grau d; tal que Y D Z.F /, podemos concluir quep
hF i D hx1x2i?

Comece por perceber que d ⩾ 2. 62. Se

d D 2 Observe que podemos escrever F da seguinte forma

F D x2 � LC ˛0x
2
1 C ˛1x1x0 C ˛2x

2
0 ; com L D ˇ0x0 C ˇ1x1 C ˇ2x2:

Ao consideramos os pontos p D Œ1 W 0 W 0�, p1 D Œ1 W 1 W 0�, p2 D Œ2 W 1 W 0�,
p3 D Œ1 W 0 W 1� e p4 D Œ2 W 0 W 1� em Y , temos que

F.p/ D 0 H) ˛2 D 0;

F.p1/ D 0 H) ˛0 C ˛1 D 0
F.p2/ D 0 H) ˛0 C 2˛1 D 0

H) ˛0 D ˛1 D 0:

F.p3/ D 0 H) ˇ0 C ˇ2 D 0
F.p4/ D 0 H) 2ˇ0 C ˇ2 D 0

H) ˇ0 D ˇ2 D 0:

Portanto, F D ˇ1x1x2. Neste caso,
p

hF i D hF i D hx1x2i.

d D 3 Podemos escrever F da seguinte forma

F D x1x2LC C˛0x30 C x20.˛1x1 C ˛2x2/C x0.˛3x
2
1 C ˛4x

2
2/C ˛5x

3
1 C ˛6x

3
2

sendo L D ˇ0x0 C ˇ1x1 C ˇ2x2.

p D Œ1 W 0 W 0� 2 Y H) F.p/ D 0 H) ˛0 D 0:

q D Œt W 1 W 0� 2 Y; 8 t 2 R
F.q/D0
H) ˛1t

2C˛3tC˛5 D 0; 8 t 2 R H) ˛1 D ˛3 D ˛5 D 0:

r D Œt W 0 W 1� 2 Y; 8 t 2 R
F.r/D0H) ˛2t

2C˛4tC˛6 D 0; 8 t 2 R H) ˛2 D ˛4 D ˛6 D 0:

Portanto, F D x1x2L; sendo L D ˇ0x0 C ˇ1x1 C ˇ2x2. Agora, note que

Y D Z.F / D Z.x1x2L/ D Z.x1x2/„ ƒ‚ …
DY

[Z.L/ H) Z.L/ � Y

sendo Z.L/ uma reta em P
2
R
. Deixamos como exercício mostrar que L D ˇ1x1 ou

L D ˇ2x2. Portanto, F D ˇ1x
2
1x2 ou F D ˇ2x1x

2
2 .

62 Visto que, se grau.F / D 1 então F D ˛0x0 C ˛1x1 C ˛2x2 sendo algum ˛i não nulo. Como
p D Œ1 W 0 W 0�, p1 D Œ1 W 1 W 0� e p2 D Œ1 W 0 W 1� são pontos de Y , temos que F.p/ D ˛0 D 0,
F.p1/ D ˛1 D 0 e F.p2/ D ˛2 D 0, o que é absurdo.
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d ⩾ 4 Considere F D x1x
d�3
2 .x20 C x21 C x22/. Note que,

Z.F / D Z.x1x
d�3
2 /„ ƒ‚ …

DY

[Z.x20 C x21 C x22/„ ƒ‚ …
D;

D Y e
p

hF i D
˝
x1x2.x

2
0 C x21 C x22/

˛
„ ƒ‚ …

¤hx1x2i

:

Como veremos a seguir o conceito de ideal associado no caso projetivo é idêntico
ao do caso afim. Entretanto, uma peculiaridade do caso projetivo é que tais ideais são
homogêneos, como veremos na Observação 1.12.

Ideal Associado

Considere Y � P
n
K
. O ideal associado a Y em S D KŒx0; x1; : : : ; xn� é dado por

I.Y / WD
n
f 2 S jf .a/ D 0; 8 a 2 Y

o
:

Observação 1.12. Seja T D
n
F 2 S jF é homogêneo e F.a/ D 0; 8 a 2 Y

o
.

.a/ I.Y / D hT i. Logo I.Y / é um ideal homogêneo do anel S .
De fato, para todo F 2 T verifica-se que F.a/ D 0; 8 a 2 Y . Assim, todo
g 2 hT i também satisfaz a condição g.a/ D 0; 8 a 2 Y . Portanto, hT i � I.Y /.
Para verificarmos a outra inclusão, considere 0 ¤ f 2 I.Y /63 e escreva f na sua
decomposição em partes homogêneas, ou seja,

f D f0 C f1 C � � � C fd ; com fi 2 Si : (1.31)

Se a D Œa0 W : : : W an� 2 Y então f .a/ D 0 e segue de (1.31) que

f0 C f1.a0; : : : ; an/C � � � C fd .a0; : : : ; an/ D 0

Entretanto, se mudarmos as coordenadas homogêneas do ponto a para a D Œ�a0 W
: : : W �an� com � em K não nulo, segue de (1.31) que

f0 C f1.�a0; : : : ; �an/C � � � C fd .�a0; : : : ; �an/ D 0; 8� 2 K; � ¤ 0:

Ou equivalentemente,

f0 C f1.a0; : : : ; an/�C � � � C fd .a0; : : : ; an/�
d D 0; 8� 2 K; � ¤ 0: (1.32)

Segue de (1.32) que
Pd
iD0 bi t

i 2 KŒt � sendo bi D fi .a0; : : : ; an/ 2 K é o polinô-
mio nulo (visto que K é infinito). Portanto,

fi .a0; : : : ; an/ D 0; 8 i 2 f0; : : : ; dg H) fi .a/ D 0; 8 i 2 f0; : : : ; dg:
63Se I.Y / D f0g o resultado segue.
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Como a 2 Y é arbitrário, concluímos que

fi .a/ D 0; 8 i 2 f0; : : : ; dg; 8 a 2 Y:
Portanto, f0; : : : ; fd 2 hT i. Assim, segue de (1.31) que f 2 hT i.

.b/ I.Y / é um ideal radical. Deixamos essa verificação a cargo do leitor.

Exemplo 1.58. I.Pn
K
/ D f0g se K é infinito. Basta aplicar o raciocínio do Exemplo 1.15.

Exemplo 1.59. Se a D Œa0 W : : : W an� 2 P
n
K
com ai ¤ 0, então I.fag/ D haix0 �

a0xi ; : : : ; aixj � ajxi„ ƒ‚ …
j ¤ i

; : : : ; aixn � anxi i (cf. Exemplo 1.49).

Perguntas

Observe que Z.1/ D ; e Z.x0; x1; : : : ; xn/ D ;.
(a) I.;/ D‹
(b) Quais são todos os ideais J � S D KŒx0; x1; : : : ; xn� homogêneos do anel

tais que Z.J / D ;?

Proposição 1.21. Sejam I um ideal homogêneo de S e SC WD hx0; x1; : : : ; xni o ideal
irrelevante. Então são equivalentes:

.i/ Z.I / D ;.

.ii/
p
I D h1i ou

p
I D SC.

.iii/ Sd � I; para algum d ⩾ 0.

Demonstração. .i/ H) .ii/ Suponha que
p
I ¤ h1i. Nosso objetivo será mostrar quep

I D SC.
Se

p
I ¤ h1i, então I ¤ h1i. Assim, segue do Teorema dos zeros de Hilbert no caso

afim (cf. Teorema 1.1) que

Z.I / D
n
a 2 A

nC1
K

jf .a/ D 0; 8f 2 I
o

¤ ;:

Afirmação: Z.I / D
n
.0; 0; : : : ; 0/

o
.

SejamF1; : : : ; Fk um conjunto de geradores homogêneos de I . Assim, I D hF1; : : : ; Fki
e Z.I / D Z.F1/ \ � � � \ Z.Fk/. Como Fi é homogêneo tem-se que

Fi .0; 0; : : : ; 0/ D 0; 8 i H) .0; 0; : : : ; 0/ 2 Z.I /:
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A seguir, suponha por absurdo que a D .a0; : : : ; an/ 2 Z.I / e a ¤ .0; 0; : : : ; 0/.
Neste caso,

Fi .a/ D 0; 8 i H) Œa0 W : : : W an� 2 Z.I /

o que é um absurdo.
Por outro lado, o Teorema dos zeros de Hilbert (cf. Teorema 1.1) também nos garante

que I.Z.I // D
p
I . Assim,

I.f.0; 0; : : : ; 0/g/ D
p
I () SC D

p
I :

.ii/ H) .i/ Sabemos queZ.I / D Z.
p
I / (veja Proposição 1.18). Além disso,Z.J / D

; se J D h1i ou J D SC. Portanto, se I é um ideal satisfazendo (ii) segue-se que
Z.I / D ;.
.ii/ H) .iii/ Vamos analisar as duas possibilidades para

p
I (conforme (ii)).

•
p
I D h1i H) I D S H) Sd � I para todo d ⩾ 0.

•
p
I D SC H) 8 i 2 f0; : : : ; ng; 9mi ⩾ 1 inteiro tal que xmi

i 2 I .

Afirmação: Sejam m D maxfm0; : : : ; mng e d D m.nC 1/ então Sd � I .

Considere u D x
i0
0 � � � xinn 2 Sd . Observe que se existir j 2 fi0; : : : ; ing tal que

j ⩾ m então u 2 I , visto que xmi 2 I para todo i (pois xm D x
mi

i x
m�mi

i e xmi

i 2 I ).
Caso contrário, ik < m para k D 0; : : : ; n, logo i0 C � � � C in < m.nC 1/ D d , o que é
absurdo.
.iii/ H) .i/ Se d D 0, então I D h1i. Caso contrário, temos que Sd � I para algum
d ⩾ 1. Então fxd0 ; xd1 ; : : : ; xdn g � I . Portanto,

Z.I / � Z.xd0 ; x
d
1 ; : : : ; x

d
n / D Z.x0; x1; : : : ; xn/ D ;;

ou seja, Z.I / D ;:

Proposição 1.22. Sejam Y; Y1 � P
n
K

e T � S D KŒx0; : : : ; xn� formado por polinômios
homogêneos. Então

.i/ Se Y1 � Y , então I.Y / � I.Y1/.

.ii/ I.Y [ Y1/ D I.Y / \ I.Y1/.

.iii/ T � I.Z.T //.

.iv/ Z.I.Y // D Y , sendo Y o fecho de Y relativo à topologia de Zariski.
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Demonstração. (i) Segue da definição de ideal associado.

(ii) Prova análoga ao caso afim (veja a prova do item (iii) da Proposição 1.5).

(iii) Deixamos como exercício.

(iv) Prova análoga ao caso afim (veja a prova do item (v) da Proposição 1.5).

Exercício 1.51. Seja Y D
n
Œ1 W t W t2�jt 2 C

o
� P

2. Determine I.Y /.

Exercício 1.52. Sejam Y D fp; qg � P
2, p D Œ1 W 0 W 0� e q D Œ0 W 1 W 0�. Considere

S D CŒx0; x1; x2� e defina

Ad WD ff 2 Sd jf .p/ D 0 D f .q/g:

.i/ Mostre que Ad é um subespaço vetorial de S .

.ii/ Determine uma base para A1, A2 e A3. Qual é a dimensão de Ad ?

.iii/ Determine I.Y /.

O ideal associado I no caso projetivo também pode ser usado para determinar se um
dado conjunto algébrico projetivo é uma variedade projetiva ou não (cf. Proposição 1.23).
Entretanto, para estabelecermos tal resultado, precisaremos usar o seguinte lema.

Lema 1.10. Sejam S D KŒx0; : : : ; xn�, Sh D fF 2 S jF 2 Sd para algum dg e I um
ideal homogêneo de S . Então I é primo se, e somente se, para todos F;G 2 Sh tais que
FG 2 I; tem-se que F 2 I ou G 2 I .

Demonstração. H) Se F;G 2 Sh então F;G 2 S . Assim, essa implicação segue da
definição de ideal primo no anel S .
(H Sejam f; g 2 S tais que fg 2 I . Assuma que f … I .

Escreva a decomposição de f e g em partes homogêneas,

f D f0 C f1 C � � � C fd e g D g0 C g1 C � � � C ge:

Assim, a decomposição em partes homogêneas de fg é dada por:

.fg/0 D f0g0; .fg/1 D f0g1 C f1g0; : : : ; .fg/k D
kX

`D0
f`gk�`; : : : ; .fg/de D fdge:

Lembre que:

• fg 2 I () .fg/k 2 I; 8 k 2 f0; : : : ; deg.
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• f … I () 9 i 2 f0; : : : ; dg; tal que fi … I .
Seja ˛ 2 f0; : : : ; dg o menor índice tal que f˛ 62 I . Assim, f0; f1; : : : ; f˛�1 2 I e
f˛ 62 I .

Afirmação: gj 2 I para todo j 2 f0; : : : ; eg.
Por absurdo, suponha que existe i 2 f0; : : : ; eg tal que gi … I . Escolha ˇ 2 f0; : : : ; eg

tal que g0; : : : ; gˇ�1 2 I e gˇ … I .
Entretanto, .fg/˛Cˇ 2 I . Assim,

.fg/˛Cˇ D
˛�1X

`D0
f`g˛Cˇ�`

„ ƒ‚ …
2 I

Cf˛gˇCf˛C1gˇ�1 C � � � C f˛Cˇg0„ ƒ‚ …
2 I

H) f˛gˇ 2 I Hip:H)
f˛…I

gˇ 2 I:

O que é absurdo.
Portanto, segue da afirmação que g 2 I . Assim, I é um ideal primo do anel S .

Proposição 1.23. Seja Y um subconjunto de P
n
K

não vazio. Então

Y é irredutível () I.Y / é um ideal primo.

Demonstração. Segue do Lema 1.10 e da Proposição 1.6.

Exemplo 1.60. Se K for infinito então P
n
K
é irredutível.

Seja J D I.Pn
K
/ � S D KŒx0; : : : ; xn�. Observe que Z.J / D A

nC1
K

. Assim,
J �

p
J D I.Z.J // D I.AnC1

K
/ D f0g. Portanto, I.Pn

K
/ D f0g 2 Spec.S/.

Exercício 1.53. Seja X � P
n tal que I.X/ D hF i com F 2 Sd com d ⩾ 1. Mostre que

X é irredutível se, e somente se, F é um polinômio irredutível do anel S D CŒx0; :::; xn�.

Pontos singulares numa hipersuperfície

Sejam X � P
n
K
um hipersuperfície tal que I.X/ D hF i e p 2 X. Dizemos que p é um

ponto singular de X se
@F

@xi
.p/ D 0; para cada i 2 f0; :::; ng. Usaremos a notação Sing.X/

para indicar o conjunto de todos os pontos singulares que a hipersuperfície X possui. Se
Sing.X/ D ; diremos que X é uma hipersuperfície não singular. Caso contrário, ou seja,
se Sing.X/ 6D ;, então diremos que X é singular.

Exemplo 1.61. Considere F 2 S D CŒx0; :::; xn� homogêneo e X D Z.F / � P
n. Note

que

.a/ Se F 2 S1 é não nulo, então Sing.X/ D ;. Logo, todo hiperplano em P
n é não

singular.
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.b/ SeF D xd0 Cxd1 C� � �Cxdn�1 2 Sd com d; n ⩾ 2, então Œ0 W 0 W : : : W 0 W 1� é o único
ponto singular da hipersuperfície X.64 Logo, X é uma hipersuperfície singular.

Exercício 1.54. Dado F D a00x
2
0 C a01x0x1 C a02x0x2 C a11x

2
1 C a12x1x2 C a22x

3
2 ;

considere a cônica C D Z.F / � P
2:Mostre que

C é singular ()

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
2a00 a01 a02
a01 2a11 a12
a02 a12 2a22

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ D 0

Um resultado que nos permite fazer uma conexão entre o conceito de irredutibilidade
e hipersuperfícies não singulares é o seguinte: toda hipersuperfície não singular em P

n
K
se

n ⩾ 2 é irredutível (cf. Lema 1.13).

Componentes irredutíveis dos conjuntos algébricos projetivos

Como no caso afim, verifica-se que

Lema 1.11. Todo conjunto algébrico projetivo em P
n
K

é um espaço topológico noetheriano
(com a topologia induzida).

Assim, segue da Proposição 1.7 que se Y é um conjunto algébrico não vazio em P
n
K
,

então Y pode ser escrito como uma união finita

Y D Y1 [ Y2 [ � � � [ Yk

onde cada Yi é um subconjunto fechado irredutível de Y . Se colocarmos a condição
Yi 6� Yj para todo i ¤ j , então Y1; : : : ; Yk são unicamente determinados (a menos de
reordenação). Neste caso, Y1; : : : ; Yk são denominadas componentes irredutíveis de Y .

Exercício 1.55. Determine as componentes irredutíveis de Y D Z.I / � P
3 sendo

(a) I D
˝
x20 ; x1x2; x1x3

˛

(b) I D hx0x1; x2x3; x1x3i

(c) I D
˝
x20 � x1x2; x1x3

˛
.

Exercício 1.56. Considere I� WD
˝
x20 � x1x2; x21 � �x22

˛
� CŒx0; x1; x2�, com � 2 C.

Se i 2 f1; 2; 3; 4g, existe �i 2 C tal que Z.I�i
/ � P

2 possua exatamente i componentes
irredutíveis, respectivamente?

64Basta observar que
@F

@xi

D dxd�1
i

para cada i 2 f0; :::; n � 1g e que Z.dxd�1
0 ; : : : ; dxd�1

n�1 / D
Z.x0; : : : ; xn�1/.
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Exercício 1.57. Determine L1; L2 2 CŒx0; x1; x2; x3� homogêneos de grau 1 e L.I tais
que Z.F / \ Z.L1; L2/ � P

3 possua exatamente d componentes irredutíveis, se F D
xd0 � xd1 C xd2 � xd3 .
Exemplo 1.62. Se � é uma k–variedade linear em P

n
K
com 0 ⩽ k < n, então � é uma

variedade projetiva.
De fato, se � é uma k–variedade linear em P

n
K
com 0 ⩽ k < n, então existem

L1; : : : ; Ln�k 2 S1 L.I. tais que � D Z.L1; : : : ; Ln�k/. Observe que, � ¤ ;, visto que
� D P .W / sendoW subespaço vetorial deK

nC1 de dimensão kC1 (cf. Proposição 1.19).
Como k 2 f0; : : : ; n � 1g temos que 1 ⩽ dimW D k C 1 ⩽ n. Portanto, existe w 2 W
não nulo, o qual determina um ponto em �.

Seja I D hL1; : : : ; Ln�ki. Como � D Z.I / ¤ ; segue do Teorema dos zeros de
Hilbert (cf. Teorema 1.4) que I.Z.I // D I.�/ D

p
I D

p
hL1; : : : ; Ln�ki.

Afirmação: Se L1; : : : ; Lk 2 S1 L.I. então I 2 Spec.S/.
Aplicando o raciocínio empregado na prova da Proposição 1.13, mostra-se que existe

um isomorfismo ' W S �! S (dado por uma permutação � 2 SnC1 nas variáveis
x0; : : : ; xn) tal que '.Li / D Gi ; sendo Gi homogêneo (de grau 1)65 da forma Gi D
xi�1 C Hi com Hi 2 KŒxn�k ; xn�kC1; : : : ; xn� homogêneo de grau 1, para cada i 2
f1; : : : ; n � kg. Assim ' induz o isomorfismo de anéis

KŒx0; : : : ; xn�

hL1; : : : ; Ln�ki Š KŒx0; : : : ; xn�

hG1; : : : ; Gn�ki : (1.33)

A seguir, considere  W KŒx0; : : : ; xn� �! KŒxn�k ; xn�kC1; : : : ; xn� o único homo-
morfismo de anéis determinado por

 W KŒx0; : : : ; xn� �! KŒxn�k ; xn�kC1; : : : ; xn�
xi�1 7�! �Hi i 2 f1; : : : ; n � kg
xj 7�! xj j 2 fn � k; : : : ; ng
a 7�! a a 2 K:

Ou seja,  .f / D f .�H1; : : : ;�Hn�k ; xn�k ; xn�kC1; : : : ; xn/; se f 2 S .
Observe que  é sobrejetor e ker. / D hG1; : : : ; Gn�ki. Portanto,

KŒx�
hG1; : : : ; Gn�ki Š KŒxn�k ; xn�kC1; : : : ; xn�: (1.34)

Segue de (1.33) e (1.34) que
KŒx0; : : : ; xn�

hL1; : : : ; Ln�ki é isomorfo ao domínioKŒxn�k ; : : : ; xn�.

Portanto, o ideal I D hL1; : : : ; Ln�ki é primo.
Assim, I.�/ D

p
I D

p
hL1; : : : ; Ln�ki D hL1; : : : ; Ln�ki 2 Spec.S/. Portanto, a

k–variedade linear � é uma variedade projetiva.
65pois ' só permuta as variáveis, logo leva polinômios homogêneos em polinômios homogêneos.
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Observação 1.13. De aqui em diante vamos denominar � � P
n
K

variedade linear se,
I.�/ for gerado por um subconjunto L.I. de S1 D Œx0; : : : ; xn�.

Exemplo 1.63. ; e P
n
K
são variedades lineares em P

n
K
. De fato

.a/ Se � D ;; então I.�/ D hx0; : : : ; xni sendo fx0; : : : ; xng um subconjunto L.I. de
S1.

.b/ ; é um subconjunto L.I. de S1 tal que h;i D f0g D I.�/; se � D P
n
K
.

Exercício 1.58. Seja � � P
n uma variedade linear não vazia. Mostre que existe 0 ⩽

k ⩽ n tal que � está em bijeção com P
k .

Exercício 1.59. Sejam �1; �2 � P
n variedades lineares. Mostre que �1 \ �2 é uma

variedade linear.

Exercício 1.60. Sejam C � P
n
K
finito e hC i D T

�2˙C

� sendo ˙C D f� P
n
K

jC �

� e � é variedade linearg.
.a/ Mostre que hC i é uma variedade linear. Conclua que hC i é a menor (no sentido da

inclusão) variedade linear em P
n
K
contendo C .

.b/ Mostre que hC i D Z.x0 C x1/ para C D fŒ1 W �1 W 0�; Œ0 W 0 W 1�g � P
2.

.c/ Determine hC i para C D fŒ1 W 1 W 1�; Œa W b W 0�g � P
2.

.d/ Determine hC i ; para C D fp1; p2; p3g � P
2 com pi ¤ pj para todo i ¤ j .

A seguir vamos introduzir o Mergulho de Segre, que nos permitirá caracterizar quais
subconjuntos do produto cartesiano  Pn�P

m serão denominados de conjuntos  algébricos.
Salientamos que no Capítulo 2 iremos utilizar esse conceito ao aplicarmos o Teorema da
dimensão das fibras  (Teorema 1.7).

Conjuntos algébricos projetivos em P
n � P

m

Mergulho de Segre. Seja N D .n C 1/.m C 1/ � 1. Sejam a D Œa0 W : : : W an� e
b D Œb0 W : : : W bm�, então defina ' W P

n � P
m �! P

N da seguinte forma:

.a; b/
'7�! Œa0b0 W : : : W a0bm W a1b0 W : : : W a1bm W : : : W anb0 W : : : W anbm�:

Observe que:

• ' está bem definida.66

66De fato, se a D Œa0 W : : : W an� D Œ�a0 W : : : W �an� e b D Œb0 W : : : W bm� D Œıb0 W : : : W ıbm�, então
'.a; b/ D Œa0b0 W : : : W aibj W : : : W anbm� D Œ�ıa0b0 W : : : W �ıaibj W : : : W �ıanbm�. Além disso,
existem i; j tais que aibj ¤ 0.
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• ' é injetora.
Considere c D Œc0 W : : : W cn� e d D Œd0 W : : : W dm� tais que '.a; b/ D '.c; d/.
Assim, existe � ¤ 0 em C tal que

aibj D �cidj ; 8 i 2 f0; : : : ; ng; j 2 f0; : : : ; mg: (1.35)

Sabemos que existem índices r; s tais que arbs ¤ 0. Segue de (1.35) que crds ¤ 0.
Assim,

a D Œa0bs W : : : W anbs� D Œ�c0ds W : : : W �cnds� D c; visto que �ds ¤ 0:

Analogamente, segue de (1.35) que

b D Œarb0 W : : : W arbm� D Œ�crd0 W : : : W �crdm� D d; visto que �cr ¤ 0:

• Im.'/ é um conjunto algébrico projetivo em P
N .

De fato, Im.'/ D Z.T / sendo T � CŒz00; : : : ; zij ; : : : ; znm� com 0 ⩽ i ⩽ n e
0 ⩽ j ⩽ m formado pelos polinômios homogêneos de grau 2

Fijkl D zij zkl � zkj zil D
ˇ̌
ˇ̌zij zil
zkj zkl

ˇ̌
ˇ̌ ; 8i; k 2 f0; : : : ; ng; j; l 2 f0; : : : ; mg:

Ou seja, T é determinado por todos os menores de ordem 2 � 2 da matriz
2
664

z00 z01 � � � z0m
z10 z11 � � � z1m
:::

::: � � �
:::

zn0 zn1 � � � znm

3
775 :

De fato, se p D '.a; b/ 2 Im.'/ (logo pij D aibj ) tem-se que

Fijkl .p/ D pijpkl�pkjpil D aibjakbl�akbjaibl D 0; 8 i; j; k; l H) p 2 Z.T /:

Deixamos como exercício mostrar a outra inclusão.

A função ' W P
n � P

m �! P
N (.a; b/ 7�! Œa0b0 W : : : W aibj W : : : W anbm�) é

denominada mergulho de Segre. Essa função nos permite identificar os subconjuntos de
P
n � P

m com subconjuntos fechados do espaço projetivo P
N . E nesse contexto, vamos

dizer que um subconjuntoZ de P
n�P

m é um conjunto algébrico projetivo se sua imagem
pelo mergulho de Segre, isto é, '.Z/ for um conjunto algébrico projetivo em P

N .

Exemplo 1.64. Se n D m D 1; então N D 2 � 2 � 1 D 3 e ' W P
1 � P

1 �! P
3 é dada

por .a; b/ 7�! Œa0b0 W a0b1 W a1b0 W a1b1�.
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Sabemos que Im.'/ é definido pelos menores 2 � 2 da matriz
�
z00 z01
z10 z11

�
:

Ou seja, '.P1 � P
1/ D Z.F / � P

3 com F D z00z11 � z10z01 2 CŒz00; z01; z10; z11�.
De fato,

F.'.a; b// D F.a0b0; a0b1; a1b0; a1b1/ D a0b0a1b1 � a0b1a1b0 D 0; 8 a; b 2 P
1:

Exemplo 1.65. Se n D 1 e m D 2; então N D 2 � 3 � 1 D 5 e ' W P
1 � P

2 �! P
5 é

dada por .a; b/ 7�! Œa0b0 W a0b1 W a0b2 W a1b0 W a1b1 W a1b2�.
Considere o hiperplano U D Z.F / � P

5 com F D z01 � z11. Observe que:

• U 6� Im.'/, visto que p D Œ0 W 0 W 1 W 1 W 0 W 0� 2 U e p 62 Im.'/.
Suponha, pelo absurdo, que p 2 Im.'/. Assim, existem a D Œa0 W a1� 2 P

1 e
b D Œb0 W b1 W b2� 2 P

2; tais que '.a; b/ D p. Logo,

Œa0b0 W a0b1 W a0b2 W a1b0 W a1b1 W a1b2� D Œ0 W 0 W 1 W 1 W 0 W 0�:

De onde concluímos que a0b2 ¤ 0 e a1b0 ¤ 0. Logo ai ¤ 0; para i D 0; 1.
Entretanto, também temos que

a0b0 D a0b1 D a1b1 D a1b2 D 0
ai ¤0H) b0 D b1 D b2 D 0 .AbsurdoŠ/

• U \ Im.'/ é um conjunto algébrico redutível.
Sabemos que Im.'/ é definido pelos menores 2 � 2 da matriz

�
z00 z01 z02
z10 z11 z12

�

Assim,

Im.'/ D Z.z00z11 � z10z01; z00z12 � z10z02; z01z12 � z11z02/:

Portanto,

U \ Im.'/ D Z.z01 � z11; z00z11 � z10z01; z00z12 � z10z02; z01z12 � z11z02/
D Z.z01 � z11; z11.z00 � z10/; z00z12 � z10z02; z11.z12 � z02//
D Z.z01; z11; z00z12 � z10z02/ [ Z.z01 � z11; z00 � z10; z12 � z02/

Observe que:

CŒz00; z01; z02; z10; z11; z12�

hz01; z11; z00z12 � z10z02i
Š CŒz00; z02; z10; z12�

hz00z12 � z10z02i
Š CŒx0; x1; x2; x3�

hx0x3 � x1x2i
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Mais ainda
CŒz00; z01; z02; z10; z11; z12�

hz01 � z11; z00 � z10; z12 � z02i
Š CŒz10; z11; z12� Š CŒx0; x1; x2�

Assim, U \ Im.'/ possui duas componentes irredutíveis.

• Considere G 2 CŒx0; x1; y0; y1; y2� definido por

G D F.x0y0; x0y1; x0y2; x1y0; x1y1; x1y2/ D x0y1 � x1y1 D y1.x0 � x1/:
Note que G é um polinômio bihomogêneo67 de bigrau (1,1) tal que
n
.a; b/ 2 P

1 � P
2jG.a; b/ D 0

o
D
n
.a; b/ 2 P

1 � P
2jb1 D 0 ou a0 D a1

o

D P
1 � Z.y1/

[
fŒ1 W 1�g � P

2

D '�1.U/:

Observação 1.14. De forma mais geral, se P
n � P

m �! P
N é o mergulho de Segre

(.a; b/ 7�! Œa0b0 W : : : W aibj W : : : W anbm�) e X � P
n � P

m é tal que '.X/ � P
N for

um conjunto algébrico projetivo, então ao considerar U D '.X/ � P
N tem-se que U D

Z.F1; : : : ; Fk/ com F1; : : : ; Fk 2 CŒz00; : : : ; zij ; : : : ; znm� homogêneos. Ao substituir-
mos a variável zij pelo produto xiyj no polinômioFi , obtemosGi 2 CŒx0; : : : ; xn; y0; : : : ; ym�;
para i D 1; : : : ; k; bihomogêneo nas variáveis x0; : : : ; xn e y0; : : : ; ym; dado por

Gi .x0; : : : ; xn; y0; : : : ; ym/ D Fi .x0y0; : : : ; xiyi ; : : : ; xnym/

tais que
n
.a; b/ 2 P

n � P
mjGi .a; b/ D 0; 8 i D 1; : : : ; k

o
D '�1.U/ D X:

Assim, podemos caracterizar os conjuntos algébricos em P
n � P

m da seguinte forma

Teorema 1.3. Um subconjunto X � P
n � P

m é um conjunto algébrico projetivo se, e so-
mente se, existem G1; : : : ; Gk 2 CŒx0; : : : ; xn; y0; : : : ; ym� bihomogêneos nas variáveis
x0; : : : ; xn e y0; : : : ym; para cada i 2 f1; : : : ; kg tais que

X D
n
.a; b/ 2 P

n � P
mjGi .a; b/ D 0; 8 i D 1; : : : ; k

o
:

Demonstração. H) Foi mostrado na observação acima.
(H Confira as páginas 56 e 57 no texto Shafarevich (1974).
67SejaF um polinômio nas variáveis x0; : : : ; xn e y0; : : : ; ym. Dizemos queF é bi-homogêneo de bigrau

.d; e/ se F for homogêneo de grau d nas variáveis x0; : : : ; xn e F for homogêneo de grau e nas variáveis
y0; : : : ; ym. Por exemplo, F D x0y

3
1 � x1y0y

2
2 2 CŒx0; x1; y0; y1y2� é bi-homogêneo de bi-grau (1,3).
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Na próxima subseção vamos demonstrar o Teorema dos zeros de Hilbert no caso pro-
jetivo. Como também explorar a conexão que a função I nos permitirá estabelecer entre
conjuntos algébricos projetivos e ideais homogêneos radicais, seK for um corpo algebrica-
mente fechado. Em particular, mostraremos que I induz uma bijeção entre P

n
K
e Gn.S1/

(cf. Proposição 1.24).

1.2.2 Teorema dos zeros de Hilbert
Teorema 1.4. Sejam K um corpo algebricamente fechado e I um ideal homogêneo em
S D KŒx0; : : : ; xn�; tal que Z.I / ¤ ;. Então I.Z.I // D

p
I .

Demonstração. Segue do item (iii) da Proposição 1.22 que I � I.Z.I //. Como radical
preserva inclusão, temos que

p
I � I.Z.I //.

Para provarmos a outra inclusão, considere g 2 I.Z.I // homogêneo e assuma que
I D hF1; : : : ; Fki com Fi 2 S homogêneo para cada i .

Afirmação 1: .0; : : : ; 0/ 2 Z.I / e Z.I / ¤ f.0; : : : ; 0/g.
Observe que

a 2 Z.I / () Fi .a/ D 0; 8 i 2 f1; : : : ; kg:
Sendo a origem umzero (afim) de todo polinômio homogêneo, concluímos que .0; : : : ; 0/ 2
Z.I /.

Suponha que Z.I / D f.0; : : : ; 0/g. Neste caso, a versão afim do Teorema dos zeros
de Hilbert (cf. Teorema 1.1), nos garante que

I.Z.I // D
p
I D I.f.0; : : : ; 0/g/ D hx0; x1; : : : ; xni D SC:

Daí concluímos que Z.I / D Z.
p
I / D Z.SC/ D ;, o que é um absurdo.

Afirmação 2: Se g for homogêneo e g 2 I.Z.I //, então g 2
p
I .

Note que:
g 2 I.Z.I // () g.a/ D 0; 8 a 2 Z.I /:

Assuma que a D .a0; a1; : : : ; an/ 2 Z.I / e a ¤ .0; : : : ; 0/. Logo

Fi .a/ D 0; 8 i 2 f1; : : : ; kg
pDŒa0W:::Wan�H) Fi .p/ D 0; 8 i 2 f1; : : : ; kg H) p 2 Z.I /:

Como g 2 I.Z.I // temos que g.a/ D 0. Segue da versão afim do teorema dos zeros de
Hilber (cf. Teorema 1.1) que g 2

p
I .

Para finalizar a demonstração, basta mostrar que a Afirmação 2 contínua válida para
g não homogêneo. De fato, se g 2 I.Z.I // não for homogêneo, escreva a decomposição
de g em partes homogêneas, a saber, g D g0Cg1C� � �Cgd com gi 2 Si . Como I.Z.I //
é um ideal homogêneo, segue que

gi 2 I.Z.I //; 8 i 2 f1; : : : ; dg Af: 2H) gi 2
p
I ; 8 i 2 f1; : : : ; dg H) g 2

p
I :
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Conjuntos algébricos projetivos & Ideais homogêneos radicais

Proposição 1.24. Sejam K um corpo algebricamente fechado, S D KŒx0; : : : ; xn� e
SC D hx0; : : : ; xni. Considere

CAlg D
n
Y � P

n
K

jY é um conjunto algébrico projetivo não vazio
o
;

IhRad D
n
I � S jI é um ideal homogêneo radical e SC 6� I

o
:

Então

.i/ A função I W CAlg �! IhRad dada por Y 7�! I.Y / é uma bijeção, cuja inversa é
dada por: I 7�! Z.I /.

.ii/ I induz uma bijeção entre fY jY é uma variedade projetiva não vazia g e Spec.S/\
IhRad.

.iii/ I induz uma bijeção entre P
n
K

e Gn.S1/.

Demonstração. (i) Observe que:

• I está bem definida.
Já foi observado que I.Y / é um ideal homogêneo radical do anel S para quaisquer
subconjunto Y de P

n. Agora, suponha (por absurdo) que SC � I.Y /. Neste caso,
aplicando Z concluímos que Z.I.Y // D Y � Z.SC/ D ;. Assim, Y D ;, o que
é um absurdo.

• I é injetora (cf. Proposição 1.9).

• I é sobrejetora.
Considere I um ideal homogêneo radical do anel S tal que SC 6� I . Observe que
Y D Z.I / 2 CAlg. Além disso, como Y ¤ ;, segue do Teorema dos Zeros de
Hilbert (cf. Teorema 1.4) que I.Y / D I.Z.I // D

p
I , sendo I ideal radical,

conclui-se que I.Y / D I .

(ii) Observe que se Y é uma variedade projetiva não vazia em P
n
K
então Y 2 CAlg e

Y é irredutível. Assim, I.Y / é primo, logo I.Y / 2 Spec.S/ \ IhRad. E vice-versa, se
I 2 Spec.S/ \ IhRad então Z.I / 2 CAlg é irredutível tal que I.Z.I // D I .

(iii) Defina
˝ W P

n
K

�! Gn.S1/ por a 7�! I.fag/ \ S1: (1.36)

Observe que
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• ˝ está bem definida.
Observe que I.fag/ \ S1 D fL 2 S1jL.a/ D 0g é um subespaço vetorial de S1.
A seguir, usaremos o isomorfismo 	 W S1 �! .KnC1/� definido em (1.30) para
determinarmos a dimensão do subespaço I.fag/\S1. SejaWa D 	.I.fag/\S1/
e assuma que a D Œa0 W : : : W an� e Ea D .a0; : : : ; an/. Assim,

Wa D
n
f 2 .KnC1/�jf .a0; : : : ; an/ D 0

o
D ŒEa�0:

Portanto,

dimWa D dimŒEa�0 D dimK
nC1 � dimŒEa� D nC 1 � 1 D n;

sendo ŒEa�0 o anulador do subespaço gerado pelo vetor Ea, isto é, ŒEa�.
Como 	 é um isomorfismo linear, concluímos que dim.I.fag/ \ S1/ D n.

• ˝ é injetora.
Considere a D Œa0 W : : : W an�; b D Œb0 W : : : W bn� 2 P

n
K
tais que ˝.a/ D ˝.b/.

Observe que, se a` ¤ 0 então Lj D a`xj � ajx` 2 ˝.a/ D I.fag/ \ S1; para
todo j ¤ `. Como˝.a/ D ˝.b/; segue queLj .b/ D a`bj �aj b` D 0; para todo
j ¤ `. Assim,

bj D b`

a`
aj para todo j ¤ ` e b` D b`

a`
a`.

A partir das igualdades acima, segue que b` ¤ 0 e a D b.

• ˝ é sobrejetora.
Seja U 2 Gn.S1/ qualquer. Escolha fL1; : : : ; Lng conjunto de geradores de U .
Assim, � D Z.L1; : : : ; Ln/ é uma 0–variedade linear em P

n
K
.

Lembremos que o isomorfismos linear 	 nos garante que � D P .W / com W de
dimensão 1, dado por W D W1 \ � � � \ Wk sendo Wi D ker.fi / e fi D 	.Li /
(veja Proposição 1.19). Portanto,W D Œw� com w D .w0; : : : ; wn/ e� D fpg com
p D Œw0 W : : : W wn�.
Agora,

� D Z.L1; : : : ; Ln/ D fpg H) I.�/ D I.fpg/ D hL1; : : : ; Lni (1.37)

Afirmação: ˝.p/ D U .

Sabemos que ˝.p/ D I.fpg/ \ S1
.1:37/D hL1; : : : ; Lni \ S1. Como L1; : : : ; Ln 2

hL1; : : : ; Lni \ S1, temos que U D ŒL1; : : : ; Ln� � hL1; : : : ; Lni \ S1 D ˝.p/.
Como U e ˝.p/ tem a mesma dimensão, segue que U D ˝.p/.
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A seguir vamos introduzir os processos de homogeneização e desomogeneização de
polinômios, conceitos que nos serão de muita utilidade para estabelecer conexões entre os
conjuntos algébricos afins e seus correspondentes nos abertos fundamentais no espaço pro-
jetivo. De fato, essa conexão nos permitirá calcular a dimensão  dos conjuntos algébricos
projetivos (inicialmente como espaços topológicos). 

1.2.3 Dimensão de conjuntos algébricos projetivos
Homogeneização e desomogeneização

De agora em diante, salvo menção em contrário, K denotará um corpo algebricamente
fechado. Aproveitamos de lembrar que P

n WD P
n
C
.

Homogeneização. Considere o polinômio g 2 KŒx1; : : : ; xn�. Escreva g na sua de-
composição em partes homogêneas, a saber, g D g0 C g1 C � � � C gd�1 C gd com
gi 2 KŒx1; : : : ; xn� homogêneo de grau i se não for nulo. A seguir, escolha uma variável
que não faça parte do conjunto x1; : : : ; xn, por exemplo x0. Neste caso,

G D g0x
d
0 C g1x

d�1
0 C � � � C gd�1x0 C gd 2 KŒx0; x1; : : : ; xn�

é denominado homogeneização de g relativa a x0.
Exemplo 1.66. Observe que g D 2 � 5x1x2 C 3x33 � 3x21x22 C 8x42 2 RŒx1; x2; x3� não
é homogêneo e tem grau 4. Assim, a homogeneização de g relativa à variável x0 é dado
por G D 2x40 � 5x1x2x20 C 3x33x0 � 3x21x22 C 8x42 2 RŒx0; x1; x2; x3�.
Lema 1.12. SejaG 2 KŒx0; x1; : : : ; xn� a homogeneização de g 2 KŒx1; : : : ; xn� relativa
à variável x0. Se .a0; a1; : : : ; an/ 2 K

nC1 com a0 ¤ 0 então

G.a0; a1; : : : ; an/ D ad0 g
�a1
a0
;
a2

a0
; : : : ;

an

a0

�
; sendo d D grau.g/:

Demonstração. Se g D g0Cg1C� � �Cgd�1Cgd então a homogeneização de g relativa
à variável x0 é dada por G D g0x

d
0 Cg1x

d�1
0 C � � � C gd�1x0 Cgd 2 KŒx0; x1; : : : ; xn�.

De onde, concluímos que

G.a0; a1; : : : ; an/ D g0a
d
0 C g1.a1; : : : ; an/a

d�1
0 C � � � C gd .a1; : : : ; an/

D ad0

�
g0 C 1

a0
g1.a1; : : : ; an/C � � � C 1

ad0
gd .a1; : : : ; an/

�
:

Como cada gi é homogêneo de grau i (se não for nulo) segue que
1

ai0
gi .a1; : : : ; an/ D gi

�a1
a0
; : : : ;

an

a0

�
; 8 i D 0; : : : ; d:

Portanto, G.a0; a1; : : : ; an/ D ad0

 
dP
iD0
gi

�a1
a0
; : : : ;

an

a0

�!
D ad0 g

�
a1

a0
; : : : ;

an

a0

�
.
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Exercício 1.61. Seja ' W KŒx1; : : : ; xn� �! KŒx0; x1; : : : ; xn� dado por f 7�! f � sendo
f � a homogeneização de f relativa à variável x0; se grau.f / ⩾ 1 e '.a/ D a; se a 2 K.
.a/ .f C g/� D f � C g� e .f � g/� D f � � g�; para todo f; g 2 KŒx1; : : : ; xn�?
.b/ ' é injetor?

Desomogeneização. Considere o polinômio G 2 KŒx0; x1; : : : ; xn� homogêneo de grau
d . A desomogeneização deF relativa à variável xi é dada porf D F.x0; : : : ; xi�1; 1; xiC1; : : : ; x .

Exemplo 1.67. Note queG D �3x50C6x1x22x23C3x31x23C4x22x33�7x53 2 RŒx0; x1; x2; x3�
é homogêneo de grau 5. Neste caso, se gi é a desomogeneização de G em relação à variá-
vel xi temos que

g0 D G.1; x1; x2; x3/ D �3C 6x1x
2
2x
2
3 C 3x31x

2
3 C 4x22x

3
3 � 7x53 ;

g1 D G.x0; 1; x2; x3/ D �3x50 C 6x22x
2
3 C 3x23 C 4x22x

3
3 � 7x53 ;

g2 D G.x0; x1; 1; x3/ D �3x50 C 6x1x
2
3 C 3x31x

2
3 C 4x33 � 7x53 ;

g3 D G.x0; x1; x2; 1/ D �3x50 C 6x1x
2
2 C 3x31 C 4x22 � 7:

Exercício 1.62. Seja W KŒx0; x1; : : : ; xn� �! KŒx1; : : : ; xn� dado por f 7�! f .1; x1; : : : ; xn/.
.a/  é um homomorfismo de anéis?
.b/  é injetor ou sobrejetor?

Seja Ui D P
n
K

� Z.xi / aberto de P
n
K
para i D 0; : : : ; n. Observe que P

n
K

D
nS
iD0
Ui .

Proposição 1.25. Seja 'i W Ui �! A
n
K

definida por

Œa0 W : : : W an� 7�!
�
a0

ai
; : : : ;

ai�1
ai

;
aiC1
ai

; : : : ;
an

ai

�
:

Então 'i é um homeomorfismo .ao considerarmos a topologia de Zariski/.

Demonstração. Temos Ui D
n
Œa0 W : : : W an� 2 P

n
K

jai ¤ 0
o
. Observe que

• 'i está bem definida.
Considere Œa0 W : : : W an� 2 Ui . Assuma que Œa0 W : : : W an� D Œb0 W : : : W bn�, logo
os vetores .a0; : : : ; an/ e .b0; : : : ; bn/ (ambos não nulos) são L.D.. Assim, existe
� ¤ 0 em K; tal que .b0; : : : ; bn/ D �.a0; : : : ; an/ de onde concluímos que

bi D �ai ¤ 0 e
bj

bi
D �aj

�ai
D aj

ai
; 8 j 2 f0; : : : ; ng:

Portanto, 'i está bem definida.
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• 'i é injetora.
Considere a D Œa0 W : : : W an� e b D Œb0 W : : : W bn� em Ui tais que '.a/ D '.b/.
Assim,

bj

bi
D aj

ai
; 8 j 2 f0; : : : ; ng; j ¤ i H) bj D bi

ai
aj ; 8 j 2 f0; : : : ; ng H) a D b:

• 'i é sobrejetora.
Dado v D .v1; : : : ; vn/ 2 A

n
K
o ponto p D Œv1 W : : : W vi W 1 W viC1 W : : : W vn� 2 Ui

e 'i .p/ D v.

• 'i é contínua.
Por simplicidade vamos apenas mostrar que ' D '0 é contínua. Deixamos a cargo
do leitor fazer as adaptações (caso necessárias) para concluir que 'i é contínua para
qualquer i .
Seja Z.I / um fechado em A

n
K
sendo I D hf1; : : : ; fki ideal em KŒx1; : : : ; xn�.

SejamF1; : : : ; Fk 2 KŒx0; x1; : : : ; xn� a homogeneização de f1; : : : ; fk em relação
á variável x0, respectivamente.

Afirmação 1: '�1.Z.f1; : : : ; fk// D U0 \ Z.F1; : : : ; Fk/.
De fato, considere a D Œa0 W : : : W an� e observe que

a 2 '�1.Z.f1; : : : ; fk// () a 2 U0 e '.a/ 2 Z.f1; : : : ; fk/

() a0 ¤ 0 e fi

�a1
a0
;
a2

a0
; : : : ;

an

a0

�
D 0; 8 i D 1; : : : ; k

a0¤0()
diDgrau.fi /

a
di

0 fi

�a1
a0
;
a2

a0
; : : : ;

an

a0

�
D 0; 8 i D 1; : : : ; k

Lema 1:12() Fi .a0; : : : ; an/ D 0; 8 i D 1; : : : ; k com a0 ¤ 0:

() a 2 U0 \ Z.F1; : : : ; Fk/:

• '�1i é contínua.
Por simplicidade vamos mostrar que a inversa de ' D '0 é contínua. Deixamos
a cargo do leitor fazer as adaptações (caso necessárias) para concluir que '�1i é
contínua para quaisquer i .

ConsidereY fechado emU0. Assim, Y D U0\Z.T / sendoT � S D KŒx0; : : : ; xn�
formado por polinômios homogêneos. Podemos assumir que T é finito68, dado por
fF1; : : : ; Fkg.

68Lembre que Z.T / D Z.hT i/ e hT i é um ideal homogêneo de S (logo admite um conjunto finito de
geradores homogêneos).
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Sejam f1; : : : ; fk a desomogeneização de F1; : : : ; Fk em relação à variável x0, res-
pectivamente. Assim, fi .x1; : : : ; xn/ D Fi .1; x1; : : : ; xn/ para cada i D 1; : : : ; k.

Afirmação 2: '.U0 \ Z.F1; : : : ; Fk// D Z.f1; : : : ; fk/.
Observe que todo ponto a D Œa0 W : : : W an� 2 U0 admite um único representante da
forma a D Œ1 W b1 W : : : W bn� sendo bi D ai=a0 para cada i .
Considere b D .b1; : : : ; bn/ 2 A

n
K
, a D Œa0 W : : : W an� 2 U0 e observe que

b 2 '.U0 \ Z.F1; : : : ; Fk// () 9 a 2 U0 \ Z.F1; : : : ; Fk/; tal que '.a/ D b

() Fi .a/ D 0; 8i e
�a1
a0
;
a2

a0
; : : : ;

an

a0

�
D b

() Fi .a/ D 0; 8i sendo a D Œ1 W b1 W : : : W bn�
() Fi .1; b1; : : : ; bn/ D 0; 8i 2 f1; : : : ; kg
() fi .b1; : : : ; bn/ D 0; 8i 2 f1; : : : ; kg
() b 2 Z.f1; : : : ; fk/:

Corolário 1.10. dimUi D n para todo i 2 f0; : : : ; ng.

Demonstração. Sendo 'i um homeomorfismo, 'i preserva conjuntos fechados e também
irredutíveis. Portanto, dimUi D dimA

n
K

D n.

Corolário 1.11. dimP
n
K

D n.

Demonstração. Note que P
n
K

D Sn
iD0 Ui com Ui D P

n
K

� Z.xi /. Segue do Corolá-
rio 1.10 que dimUi D n para todo i . Portanto, a partir Lema 1.4 tem-se que dimP

n
K

D
maxfdimUigniD0 D n.

Corolário 1.12. Se X � P
n
K

é uma hipersuperfície de grau d , então dimX D n � 1.

Demonstração. Sendo X uma hipersuperfície de grau d , segue que I.X/ D hF i com
F 2 Sd e d ⩾ 1. Ao considerarmos a cobertura aberta canônica de P

n
K
, isto é, P

n
K

D
n
[
iD0
Ui (sendo Ui D P

n
K

� Z.xi / para i D 0; : : : ; n), segue do Lema 1.4 que dimY D
maxfdimYi jYi D Y \ Ui ¤ ; e 0 ⩽ i ⩽ ng. Assuma por simplicidade que dimY D
dimY0. Segue da Proposição 1.25 que'0.Y0/ D Z.f / � A

n
K
sendof D F.1; x1; :::; xn/ 2

KŒx1; :::; xn� a desomogeneização de F em relação à variável x0. Agora observe que
Z.f / � A

n
K
é uma hipersuperfície em A

n
K
. Logo, o Exercício 1.31 nos garante que

dimZ.f / D n � 1. Portanto, dimY D n � 1:

Lema 1.13. Se X é não singular, então X é irredutível.
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Demonstração. Se d D 1 então X é um hiperplano, logo não singular (cf. Exemplo 1.61).
Assim, assuma que d ⩾ 2. Lembre que X é irredutível se, e somente se, F é irredutível
(cf. Exercício 1.53). Suponha, pelo absurdo, que F é um polinômio redutível. Assim,
F D G � H com G;H 2 S homogêneos de grau d1 e d2, respectivamente, tais que
1 ⩽ d1; d2 < d e d1 C d2 D d .

Por outro lado, o Corolário 1.12 nos garante que dimZ.G/ D dimZ.H/ D n � 1.
Logo, dimZ.G/C dimZ.H/� n D 2n� 2� n D n� 2 ⩾ 0, o que nos permite utilizar
o Teorema 7.2 (p. 48, Hartshorne (1977)) para concluir que Z.G/ \ Z.H/ ¤ ;. Assim,
podemos escolher p 2 Z.G/ \ Z.H/. Entretanto, tal ponto é um zero de cada derivada
parcial de F , uma vez que

@F

@xi
D @G

@xi
�H CG � @H

@xi
; 8 i D 0; : : : ; n:

Logo X D Z.F / � P
n é singular, o que é um absurdo.

Exercício 1.63. A recíproca do Lema 1.13 é verdadeira? Justifique.

Anel de coordenadas homogêneo

Seja Y um conjunto algébrico projetivo em P
n
K
. Definimos o anel de coordenadas homo-

gêneo de Y pelo anel quociente, S.Y / WD KŒx0; : : : ; xn�

I.Y /
.

Assim, no caso de corpos infinitos, o anel de coordenadas homogêneo de P
n
K
é dado

por:

S.Pn
K
/ D KŒx0; : : : ; xn�

I.Pn
K
/

D KŒx0; : : : ; xn�

f0g Š KŒx0; : : : ; xn�: (1.38)

Exercício 1.64. Seja Y ¤ ; um conjunto algébrico projetivo em P
n
K
. Mostre que Y é um

variedade se, e somente se, S.Y / é um D.I..

A partir de (1.38), percebemos que dimP
n
K

D n D dim
Krull
S.Pn

K
/ � 1 (distinto do caso

afim, no qual dimY D dim
Krull
A.Y / se, Y for uma variedade em A

n
K
). No que segue do texto

vamos trabalhar nos preliminares algébricos, que nos permitirão mostrar que

dimY D dim
Krull
S.Y / � 1

para toda variedade projetiva Y em P
n
K
.

Lema 1.14. Sejam A, B anéis comutativos com unidade e f W A �! B um homomor-
fismo de anéis. Verifica-se que

.i/ Se I é um ideal do anel A contido no núcleo de f , então f1 W A
I

�! B dado por
f1.a/ D f .a/ é um homomorfismo de anéis.
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.ii/ Dados b1; : : : ; bn 2 B , existe um único homomorfismo de anéis AŒx1; : : : ; xn�
f1�!

B tal que f1.a/ D f .a/ se a 2 A e f1.xi / D bi ; 8 i .

.iii/ Se S � A é um sistema multiplicativamente fechado69 tal que f .s/ 2 B é invertível
para todo s 2 S , então existe um único homomorfismo de anéis f1 W S�1A �! B
tal que f1.a1 / D f .a/.

Demonstração. (i) Deixamos a cargo do leitor.

(ii) Defina f1 W AŒx1; : : : ; xn� �! B da seguinte forma: se p 2 AŒx1; : : : ; xn� é dado
por

P
I aIx

i1
1 � � � xinn sendo I D .i1; : : : ; in/, defina

f1.p/ WD
X

I

f .aI /b
i1
1 � � � binn :

Observe que:
� se p D a 2 A então f1.a/ D f .a/ e f1.xi / D bi ; 8 i
� f1 é um homomorfismo de anéis.
� Unicidade de f1.

Suponha que g W AŒx1; : : : ; xn� �! B é um homomorfismo de anéis tal que g.a/ D
f .a/ para todo a 2 A, e g.xi / D bi ; 8 i . Assim,

g.p/ D g
�X

I

aIx
i1
1 � � � xinn

�
D
X

I

g.aI /.g.x1//
i1 � � � .g.xn//in D

X

I

f .aI /b
i1
1 � � � binn D f1.p

(iii) Defina f1 W S�1A �! B por f1
�a
s

�
DW f .a/ � f .s/�1.

� f1 está bem definida.

Considere
a

s
;
b

t
2 S�1A tais que

a

s
D b

t
. Observe que:

a

s
D b

t
() 9 r 2 S tal

que r.at � bs/ D 0. Assim, ao aplicarmos f nessa última igualdade, concluímos que
f .r/.f .a/f .t/ � f .b/f .s// D 0

�f .r/�1

H) f .a/f .t/ D f .b/f .s/

H) f .a/ � f .s/�1 D f .b/f .t/�1

H) f1

�a
s

�
D f1

�b
t

�
:

� f1 é um homomorfismo de anéis tal que f1
�a
1

�
D f .a/.

� Unicidade de f1.

69Sejam A um anel comutativo com unidade 1 e S um subconjunto do anel A. Dizemos que S é multiplica-
tivamente fechados (m.f.) em A se, 1 2 S e s1 � s2 2 S para todo s1; s2 2 S .
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Seja g W S�1A �! B um homomorfismo de anéis tal que g.a
1
/ D f .a/. Assim, para

cada s 2 S tem-se que
s

1
� 1
s

D 1

1

gH) g
� s
1

�
g
�1
s

�
D g

�1
1

�
H) f .s/g

�1
s

�
D 1 H) g

�1
s

�
D f .s/�1:

Portanto,

g
�a
s

�
D g

�a
1

� 1
s

�
D g

�a
1

�
g
�1
s

�
D f .a/ � f .s/�1 D f

�a
s

�
:

Lema 1.15. Sejam A um anel comutativo com unidade, S e T subconjuntos multiplicati-
vamente fechados (m.f.)70 do anel A. Então
.i/ ST D fst 2 Ajs 2 S; t 2 T g é um subconjunto m.f. de A.

.ii/ T1 D
n t
s

ˇ̌
ˇ t 2 T; s 2 S

o
é um subconjunto m.f. de S�1A.

.iii/ A função 	 W T �11 .S�1A/ �! .ST /�1A dada por
a

s
t

s1

7�! bs1

st
;

está bem definida e é um isomorfismo de anéis.
Demonstração. Deixamos a cargo do leitor.

Corolário 1.13. Sejam A um domínio de integridade e S � A um conjunto multiplicati-
vamente fechado (m.f.) tal que 0 62 S . Então

Frac.S�1A/ Š Frac.A/: (1.39)

Demonstração. Lembre que se A é um D.I. então Frac.A/ é o corpo de frações 71do anel

A. Observe que se considerarmos T D A � f0g
m:f:
� A então

T1 D S�1A �
n0
1

o
e TS D T:

(T1 definido no Lema 1.15, e note que S � T ). Assim, segue do Lema 1.15 que

T �11 .S�1A/
	Š .ST /�1A () Frac.S�1A/

	Š Frac.A/:

70SejamA um anel comutativo com unidade 1 e S um subconjunto do anelA. Dizemos que S é multiplica-
tivamente fechados (m.f.) em A se, 1 2 S e s1 � s2 2 S para todo s1; s2 2 S .

71O corpo de frações de um domínio de integridadeA, denotado por Frac.A/, é dado pela localização do anel
A no sistema m.f. A� f0g. Assim, Frac.A/ D fa

s
ja 2 A; 0 ¤ s 2 Ag.
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Lema 1.16. Seja A um domínio de integridade e k um corpo. Se A for uma k-álgebra
finitamente gerada, então

dim
Krull
A D trdegkFrac.A/

.trdegkFrac.A/ é o grau de transcendência do corpo de frações Frac.A/ sobre o corpo k/.
Consequentemente, dim

Krull
AŒx1; : : : ; xn� D dim

Krull
AC n.

Demonstração. Conferir a demonstração no Cap. 5 do texto Matsumura (1970) ou no
Cap. 11 do texto Atiyah e Macdonald (1969) (se k for algebricamente fechado).

Proposição 1.26. Sejam U0 D P
n
K

� Z.x0/ e Y � P
n
K

uma variedade projetiva tal que
Y \ U0 ¤ ;. Seja72 Y0 D '0.Y \ U0/ � A

n
K

. Então

A.Y0/Œx0�x0
Š S.Y /u0

sendo u0 D x0 2 S.Y / D KŒx0; : : : ; xn�

I.Y /
:

Demonstração. Lembre que S.Y /u0
denota a localização do anel de coordenadas homo-

gêneo S.Y / no elemento u0, ou seja, no sistema multiplicativo f1; u0; u20; : : :g: Assim,

S.Y /u0
D
(
f

um0

ˇ̌
ˇf 2 S.Y /;m ⩾ 0 inteiro

)
:

E que A.Y0/ D KŒx1; : : : ; xn�

I.Y0/
é o anel de coordenadas do conjunto algébrico afim Y0 �

A
n
K
. Denotaremos os elementos no anel A.Y0/ porbg, ou seja, g 2 KŒx1; : : : ; xn� e

bg D
n
h 2 KŒx1; : : : ; xn�jg � h 2 I.Y0/

o
2 A.Y0/

é a classe de equivalência associada ao polinômio g.
A seguir listaremos 7 afirmações (cuja demostrações constam logo a seguir, exceto

no caso da Afirmação 1 que deixamos a cargo do leitor) que nos permitirão concluir a
demostração desta proposição.

Afirmação 1: A função ' W K �! S.Y /u0
dada por a 7�! a

1
é um homomorfismo de

anéis injetor.

Afirmação 2: Considere ui D xi 2 S.Y / para cada i 2 f0; : : : ; ng. Dados u1
u0
; : : : ;

un

u0
2

S.Y /u0
, existe um único homomorfismo de anéis73

'1 W KŒx1; : : : ; xn� �! S.Y /u0

72Sendo '0 W U0 �! A
n
K
homeomorfismo dado por Œa0 W : : : W an� 7�!

�a1

a0

; : : : ; ;
an

a0

�
(Veja Proposi-

ção 1.25).
73Esta afirmação decorre do item (ii) de Lema 1.14.
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tal que '1.a/ D '.a/ se a 2 K (' definido na Afirmação 1) e '1.xi / D ui

u0
; 8 i .

Afirmação 3: Se g 2 KŒx1; : : : ; xn� tiver grau d , então '1.g/ D g�

ud0
sendo g� a homoge-

neização de g relativa à variável x0 e '1 definida na Afirmação 2.
Vamos abordar os casos (g homogêneo e g não homogêneo).

� g 2 KŒx1; : : : ; xn� é homogêneo de grau d .

Neste caso, vamos mostrar que '1.g/ D g

ud0
(visto que g� D g).

Assuma que g D P
I aIx

i1
1 � � � xinn sendo I D .i1; : : : ; in/ tal que i1 C � � � C in D d .

Assim,

'1.g/ D
X

I

aI

1

�u1
u0

�i1 � � �
�un
u0

�in D 1

ud0

X

I

aI

1
�u
i1
1

1
� � � u

in
n

1

uiDxiD 1

ud0

X aIx
i1
1 � � � xinn
1

Portanto,

'1.g/ D 1

ud0
� g
1

D g

ud0
:

� g 2 KŒx1; : : : ; xn� tem grau d e admite a decomposição em partes homogêneas g D
g0 C g1 C � � � C gd . Assim,

'1.g/ D
dX

iD0
'1.gi /

giD
homog:

g0

1
C g1

u0
C� � �C gd

ud0
D g0u

d
0

ud0
C g1u

d�1
0

ud0
C� � �C gd

ud0
D g�

ud0
:

Afirmação 4: A função '2 W A.Y0/ �! S.Y /u0
dado por '2.bg/ D '1.g/ ('1 definido na

Afirmação 2) está bem definida e é um homomorfismo de anéis.

Conforme o item (i) do Lema 1.14, basta mostrar que I.Y0/ esta contido no núcleo de

'1 (visto que A.Y0/ D KŒx1; : : : ; xn�

I.Y0/
).

Considere f 2 I.Y0/. Note que f 2 ker.'1/ se, e somente se, '1.f / D 0

1
. Por outro

lado, se grau.f / D d , a partir da afirmação 3 temos que

'1.f / D 0

1
() f �

ud0
D 0

1
() f � D 0 () f � 2 I.Y /:

Para concluir que f � 2 I.Y /, vamos começar mostrando que f �.a/ D 0 para todo
a 2 Y \ U0.
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Considere a D Œa0 W : : : : W an� 2 U0 \ Y . Segue do Lema 1.12 que

f �.a/ D ad0 f
�a1
a0
;
a2

a0
; : : : ;

an

a0

�
D ad0 f .'0.a//: (1.40)

Tendo em consideração que f 2 I.Y0/ e que '0.a/ 2 Y0 (visto que a 2 U0 \ Y ). Segue
de (1.40) que

f �.a/ D 0 para todo a 2 Y \ U0 H) U0 \ Y � Z.f �/:

Agora, sendo U0 \ Y um aberto não vazio da variedade projetiva Y , tem-se que

Y D U0 \ Y � Z.f �/ H) I.Z.f �// � I.Y / H) f � 2 I.Y /:

Afirmação 5: Existe um único '3 W A.Y0/Œx0� �! S.Y /u0
homomorfismo de K-álgebras

tal que '3.˛/ D '2.˛/ se ˛ 2 A.Y0/ e '3.x0/ D u0, com '2 definido na Afirmação 4.
Segue do item (ii) no Lema 1.14 que existe um único homomorfismo de anéis '3 W

A.Y0/Œx0� �! S.Y /u0
tal que '3.˛/ D '2.˛/; se ˛ 2 A.Y0/ e '3.x0/ D u0.

A seguir, vamos verificar que '3 é um homomorfismo de K-álgebras. Note que, os
homomorfismos “naturais”que tornam A.Y0/Œx0� e S.Y /u0

em K-álgebras são

 W K �! A.Y0/Œx0� dado por a 7�!ba e ' W K �! S.Y /u0
dado por a 7�! a

1

Para concluir, observe que '3 ı  .a/ D '3.ba/ D '2.ba/ D '1.a/ D '.a/ para todo
a 2 K.

Afirmação 6: Existe um único  W A.Y0/Œx0�x0
�! S.Y /u0

homomorfismo de K-

álgebras tal que  
�ˇ
b1

�
D '3.ˇ/ para todo ˇ 2 A.Y0/Œx0�, com '3 definido na Afirmação

5.
Observe que A.Y0/Œx0�x0

denota a localização do anel A.Y0/Œx0� no elemento x0, ou
seja, no sistema multiplicativo f1; x0; x20 ; : : :g. Visto que '3.x0/ D u0 é invertível no
anel S.Y /u0

. Segue que '3.s/ é invertível no anel S.Y /u0
para todo s 2 f1; x0; x20 ; : : :g.

Assim o item (iii) do Lema 1.14 nos garante a existência e unicidade do homomorfismo
de anéis  .

Deixamos a cargo do leitor verificar que  é um homomorfismo de K-álgebras ao
considerar os homomorfismos.

K
 1�! A.Y0/Œx0�x0

dado por a 7�! ba
b1

e K
'�! S.Y /u0

dado por a 7�! a

1

Afirmação 7:  é um isomorfismo de anéis ( definido na Afirmação 6).
�  é injetora.
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Considere
g

xm0
2 A.Y0/Œx0�x0

2 ker. / sendo g D Pd
iD0 bgixi0 2 A.Y0/Œx0�. Assim,

 
� g
xm0

�
D 0

1

Af:6() 1

um0
� '3.g/ D 0

1
() '3.g/ D 0

1
.u0 é invertível/

Af: 5() Pd
iD0 '2.bgi /

ui0

1
D 0

1
Af: 4() Pd

iD0 '1.gi /
ui0

1
D 0

1

Af: 3() Pd
iD0

g�i
u
ei

0

ui0

1
D 0

1
com ei D grau.gi /

() Pd
iD0

g�i u
i
0

u
ei

0

D 0

1
com ei D grau.gi /:

Faça E D e0 C e1 C � � � C ed e observe que
1

u
ei

0

D u
E�ei

0

uE0
para cada i 2 f0; : : : ; dg.

Assim,
dX

iD0

g�i u
i
0

u
ei

0

D 0

1
()

dX

iD0

g�i u
E�eiCi
0

uE0
D 0

1
()

Pd
iD0 g

�
i u
E�eiCi
0

uE0
D 0

1
()

dX

iD0
g�i u

E�eiCi
0 D

Da última igualdade concluímos que
dX

iD0
g�i x

E�eiCi
0 2 I.Y /

idealH)
homog:

g�i x
E�eiCi
0 2 I.Y / 8 i 2 f0; : : : ; dg: (1.41)

Considere a D Œa0 W : : : : W an� 2 U0 \ Y . Segue de (1.41) que

g�i .a/a
E�eiCi
0 D 0

a0¤0() g�i .a/ D 0
Lema 1:12() g�i .a/ D a

di

0 gi .'0.a// D 0

Como Y0 D '0.U0 \ Y /, temos que gi .b/ D 0 para todo b 2 Y0. Logo gi 2 I.Y0/ para
cada i 2 0; : : : ; d . Ou seja, bgi Db0, logo g D 0 2 A.Y0/Œx0�. Portanto,  é injetora.

�  é sobrejetora. Considere f

um0
2 S.Y /u0

com f 2 KŒx0; : : : ; xn� de grau d .

(i) f é homogêneo.
Assim, f D xt0G com G é homogêneo de grau d � t tal que x0 G. Neste caso,

considere g D G.1; x1; : : : ; xn/ 2 KŒx1; : : : ; xn� a desomogeneização de G e observe
que g� D G (g� é a homogeneização de g relativa a x0). Logo,

f

um0
D xt0g

�

um0
D ud0
um0

g�

ud�t0

D  
�xd0 bg
xm0

�
:
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(ii) f não é homogêneo.
Neste caso, escreva a decomposição de f em partes homogêneas. Assim, f D f0 C

f1 C � � � C fd . Logo,

f

um0
D

dX

iD0

fi

um0

.i/H)
9 pi

f

um0
D

dX

iD0
 .pi / pi 2 A.Y0/Œx0�x0

tal que  .pi / D fi

um0
:

Portanto, se p D
dP
iD0

pi 2 A.Y0/Œx0�x0
, então  .p/ D f

um0
.

Teorema 1.5. Seja Y uma variedade projetiva em P
n
K

e S.X/ seu anel de coordenadas
homogêneo. Então dim

Krull
S.Y / D dimY C 1.

Demonstração. Lembre que P
n
K

D Sn
iD0 Ui sendoUi D P

n
K

�Z.xi /. Assim, Y admite a
cobertura aberta fY \UigniD0. Pelo Lema 1.4, temos que dimY D max

n
dimY \Ui jY \

Ui ¤ ; e i 2 f0; : : : ; ng
o
.

Assuma que dimY D dimY \U0. Agora, sendo '0 W U0 �! A
n
K
um homeomorfismo

(cf. Proposição 1.25) e Y0 WD '0.Y \ U0/, concluímos que
dimY D dimY \ U0 D dim'0.Y \ U0/ D dimY0 D dim

Krull
A.Y0/:

Note que S.Y / e A.Y0/ são K-álgebras finitamente geradas74. Assim,

dim
Krull
S.Y /

Lema 1:16D trdegKFrac.S.Y //
.1:39/D trdegKFrac.S.Y /u0

/

Proposio 1:26D trdegKFrac.A.Y0/Œx0�x0
/

.1:39/D trdegKFrac.A.Y0/Œx0�/
Lema 1:16D dim

Krull
A.Y0/Œx0�

Lema 1:16D dim
Krull

A.Y0/C 1

D dimY C 1:

Exercício 1.65. Seja � � P
n uma variedade linear projetiva não vazia. Mostre que

dim� D n � dim.I.�/ \ S1/ sendo S1 D Œx0; : : : ; xn�.
74Sejam A, B anéis comutativos com unidade. Assuma que A é uma B-álgebra com homomorfismo ' W

B �! A. Dizemos que A é uma B-álgebra finitamente gerada se existem ˛1,…,˛m em A tais que  W
BŒx1; : : : ; xm� �! A dado por b 7�! '.b/ se, b 2 B e xi 7�! ˛i é um homomorfismo de anéis sobrejetor.

Por exemplo, se K é um corpo então
KŒy1; : : : ; ym�

I
sendo I um ideal do anel KŒy1; : : : ; ym�, é uma K-

álgebra finitamente gerada.
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O subanel S.Y /.u/ de S.Y /u
Considere Y � P

n
K
uma variedade projetiva, F 2 KŒx0; : : : ; xn� um polinômio homogê-

neo de grau d tal que u D F 2 S.Y / seja não nulo (i.e. F 62 I.Y /).
Se S.Y /u é a localização do anel de coordenadas homogêneo da variedade Y no sis-

tema multiplicativamente fechado f1; u; u2; : : :g, então

S.Y /.u/ WD
(
v

um
2 S.Y /F jv D G; G 2 Sdm e 0 ⩽ m 2 Z

)
:

Observe que S.Y /.u/ é um anel comutativo com unidade (ao considerarmos as operações
do anel S.Y /u). Logo é um subanel de S.Y /u. Usualmente denominado subanel dos
elementos de grau zero de S.Y /u.

Proposição 1.27. Seja Y � P
n
K

uma variedade projetiva tal que Y \ Ui ¤ ; e Yi D
'i .Y \ Ui / � A

n
K

(com Ui , 'i segundo a Proposição 1.25). Então

A.Yi / Š S.Y /.ui /

como K-álgebras, sendo ui D xi 2 S.Y /.

Demonstração. Indicaremos as principais linhas da demonstração no caso i D 0.
Segue da Afirmação 4 (na demonstração da Proposição 1.26) que a função

'2 W A.Y0/ �! S.Y /u0
dada por '2.bg/ D g�

ud0
e d D grau.g/

sendo g� a homogeneização de g 2 KŒx1; : : : ; xn� relativa à variável x0, se bg é não nulo
e leva zero em zero (dos respectivos anéis), está bem definida e é um homomorfismo de
anéis (de fato, é um homomorfismo de K-álgebras).

Observe que '2.bg/ 2 S.Y /.u0/ para todobg 2 A.Y /.
Afirmação:  W A.Y0/ �! S.Y /.u0/ dada por bg 7�! '2.bg/ é um isomorfismo de K-
álgebras.

Deixamos a cargo do leitor a verificação da afirmação acima.

1.2.4 Funções regulares
Seja Y � P

n
K
um conjunto algébrico quase projetivo e p 2 Y . Uma função ' W Y �! K

é dita regular em p, se existe Up � Y vizinhança aberta de p, F;G 2 KŒx0; : : : ; xn�
homogêneos do mesmo grau tais que

G.u/ ¤ 0; 8u 2 Up e '.u/ D F.u/

G.u/
; 8u 2 Up:
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Neste caso, usamos a notação 'jUp
D F

G
sempre que Z.G/ \ Up D ;. Em essência as

funções regulares são localmente definidas por um quociente polinomial homogêneo do
mesmo grau.75

A função ' W Y �! K é dita regular se for regular em todos os pontos de seu domínio.

Exemplo 1.68. Fixe k 2 K. Se Y � P
n
K
for uma variedade quase projetiva, então a

função constante bk W Y �! K dada por y 7�! k é uma função regular.
De fato, para cada p 2 Y , escolha a vizinhança Up D Y , F D k e G D 1.

Exemplo 1.69. Seja Ui D P
n
K

� Z.xi / com 0 ⩽ i ⩽ n. A função �j W Ui �! K dada
por Œa0 W : : : W an� 7�! aj

ai
é uma função regular para cada j 2 f0; : : : ; ng, j ¤ i .

Para cada p 2 Ui escolha Up D Ui e F D xj ; G D xi 2 KŒx0; : : : ; xn�.

Exemplo 1.70. Sejam Y D
n
Œa0 W a1 W a2� 2 P

2ja21a2 D a30

o
e ' W Y �! C dada por

'.Œa0 W a1 W a2�/ D
( a1

a0
; se a0 ¤ 0;

0; se a0 D 0:

A seguir vamos mostrar que Y é uma variedade projetiva e que ' é regular para todo
p 2 Y � fŒ0 W 1 W 0�; Œ0 W 0 W 1�g.
Afirmação 1: Y é uma variedade projetiva.

Observe que:
� Y D Z.x21x2 � x30/. Assim, Y é um conjunto algébrico projetivo.
� Y D .U2 \ Y / [ fqg; sendo q D Œ0 W 1 W 0� e U2 D P

2 � Z.x2/.
� U2 \ Y é um conjunto irredutível em P

2.
Visto que, Z.x21 � x30/ é uma variedade afim em A

2 (cf. Exemplo 1.41) e U2 \ Y D
'�12 .Z.x21 � x30//; sendo '2 W U2 �! A

2 o homeomorfismo dado por (cf. Proposi-
ção 1.25)

Œa0 W a1 W a2� 7�!
�a0
a2
;
a1

a2

�
:

� Y D U2 \ Y . Logo Y é irredutível.
A partir da igualdade Y D .U2\Y /[ fqg sendo q D Œ0 W 1 W 0�, concluímos ao tomar

fecho que
Y D U2 \ Y [ fqg:

Assim, é suficiente mostrar que q 2 U2 \ Y .
Note que para todo t 2 C não nulo Œt2 W 1 W t3� 2 U2 \ Y . Assim, para todo f 2

I.U2 \ Y / tem-se que f .t2; 1; t3/ D 0; para todo t ¤ 0 complexo. Logo, o polinômio

75Observe que o fato de F eG serem homogêneos do mesmo grau garante a boa definição da função
F

G
em

P
n
K
�Z.G/.
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h.x/ D f .x2; 1; x3/ 2 CŒx� é nulo (pois possui infinitas raízes). Portanto, h.0/ D
f .0; 1; 0/ D 0 para todo f 2 I.U2 \ Y /. Portanto,

q D Œ0 W 1 W 0� 2 Z.I.U2 \ Y /// D U2 \ Y :
Afirmação 2: ' é regular para todo p 2 Y � fŒ0 W 1 W 0�; Œ0 W 0 W 1�g.

Observe que

Y \ Z.x0/ D Z.x21x2 � x30 ; x0/ D Z.x1x2; x0/ D
n
Œ0 W 1 W 0�; Œ0 W 0 W 1�

o
:

Assim Y � fŒ0 W 1 W 0�; Œ0 W 0 W 1�g D Y \ U0; sendo U0 D P
2 � Z.x0/.

Então para cada p 2 Y � fŒ0 W 1 W 0�; Œ0 W 0 W 1�g, considere Up D Y \ U0, F D x1 e
G D x0 2 CŒx0; x1; x2�.

Afirmação 3: ' não é regular em p 2 fŒ0 W 1 W 0�; Œ0 W 0 W 1�g.
Considere p 2 fŒ0 W 1 W 0�; Œ0 W 0 W 1�g e suponha (por absurdo) que ' é regular em p.
Assim existem V � Y vizinhança aberta de p e F;G 2 CŒx0; x1; x2� homogêneos

do mesmo grau tais que

'jV D F

G
; com Z.G/ \ V D ;:

Assim,

'.q/ D F.q/

G.q/
; 8 q D Œa0 W a1 W a2� 2 V H) a1

a0
D F.q/

G.q/
; 8 q 2 V

H) a1G.q/ D a0F.q/; 8 q 2 V
H) V � Z.x1G � x0F /

Como Y é irredutível e V um aberto não vazio em Y , temos que

Y D V � Z.x1G � x0F / H) x1G � x0F 2 I.Y / D
q˝
x21x2 � x30

˛
D
˝
x21x2 � x30

˛

H) x1G � x0F D H � .x21x2 � x30/ para algumH
homogêneo em CŒx0; x1; x2�

H) x1.G �Hx1x2/ D x0.F �Hx20/
H) G �Hx1x2 D x0G1 para algum G1 homogêneo

em CŒx0; x1; x2�

H) G.p/ D 0; se p 2 Y \ Z.x0/

H) fŒ0 W 1 W 0�; Œ0 W 0 W 1�g � Z.G/ \ V ¤ ;
o que é um absurdo.

Exercício 1.66. Considere Y D
n
Œa0 W a1 W a2� 2 P

2ja21a2 D a30

o
. Mostre que I.Y / D

˝
x21x2 � x30

˛
.
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Exercício 1.67. Sejam F;G 2 KŒx0; : : : ; xn� polinômios homogêneos do mesmo grau e
Y � P

n
K
uma variedade quase projetiva tais que Z.G/ \ Y D ;. Mostre que a função

' W Y �! K dada por y 7�! F.y/

G.y/
é contínua.

Proposição 1.28. Seja Y � P
n
K

um conjunto algébrico quase projetivo e ' W Y �! K

uma função regular. Então ' é uma função contínua.
Demonstração. Como ' é regular em cada ponto a 2 Y , então existem Ua � Y aberto
contendo a e Fa; Ga 2 KŒx0; : : : ; xn� homogêneos do mesmo grau tais que

'jUa
D Fa

Ga
com Z.Ga/ \ Ua D ;: (1.42)

Segue do Exercício 1.67 que 'jUa
W Ua �! K definida em (1.42) é uma função contínua.

Logo, para todo fechado Z � K D A
1
K
temos que .'jUa

/�1.Z/ D '�1.Z/ \ Ua é um
fechado emUa. Por outro lado sendo fUaga2Y é uma cobertura aberta de Y , então '�1.Z/
é fechado em Y pelo Lema 1.6. Portanto ' é uma função contínua.

Exercício 1.68. Sejam Y � P
n
K
uma variedade quase projetiva e ' W Y �! K uma

bijeção. Mostre que ' é contínua.

Exemplo 1.71. Se Y WD
n
Œa0 W a1 W a2� 2 P

2ja21a2 D a30

o
e ' W Y �! C é dada por

'.Œa0 W a1 W a2�/ WD
( a1

a0
; se a0 ¤ 0;

0; se a0 D 0:

Então ' é contínua.
Observe que ' não é uma bijeção visto que '.Œ0 W 0 W 1�/ D '.Œ0 W 1 W 0�/ D 0.

Entretanto, se U D Y � Y \Z.x0/ temos que '1 W U �! C � f0g definida por '1.y/ D
'.y/ é bijetiva, e sua inversa é dada por: '�11 .�/ D Œ�2 W �3 W 1� com � 2 C não nulo.

SejaZ um fechado em A
1. Vamos comentar o caso em queZ D f�1; : : : ; �kg é finito

(e não vazio).
Caso 1: 0 62 Z.

Neste caso, '�1.Z/ D fq1; : : : ; qkg sendo qi D Œ�2i W �3i W 1� 2 Y . Assim, Z é
fechado em Y .
Caso 2: Z D f0g [Z1 sendo Z1 D Z � f0g fechado em Y .

Observe que '�1.Z/ D '�1.f0g/[ '�1.Z1/. Assim, segue do Caso 1 que '�1.Z1/
é fechado em Y . Por outro lado,

'�1.f0g/ D Y \ Z.x0/ D fŒ0 W 0 W 1�; Œ0 W 1 W 0�g
que também é um fechado em Y .
Observação 1.15. A função ' do Exemplo 1.71 é contínua, mas não é regular em todos
os pontos de seu domínio (veja Exemplo 1.70). Assim, (como no caso afim) conferimos
que a recíproca da Proposição 1.28 não é válida no caso projetivo.
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A K-álgebra das funções regulares O.X/

Seja X � P
n
K
um conjunto algébrico quase projetivo. Defina

O.X/ WD
n
' W X �! Kj' é regular

o
:

ATENÇÃO: Estamos usando a mesma notação O.X/ no caso em que X é um conjunto
algébrico quase afim ou quase projetivo.

Proposição 1.29. Com as notações acima.

.i/ Para cada a 2 K a funçãoba W X �! K dada por x 7�! a é uma função regular.

.ii/ O.X/ com as operações usuais de adição e multiplicação de funções com valores
no corpo K, é um anel comutativo com unidadeb1.

.iii/ A função de K �! O.X/ dada por a 7�! ba é um homomorfismo de anéis, que
torna O.X/ uma K-álgebra.

Demonstração. Deixamos a cargo do leitor.

Lema 1.17. SejamX uma variedade projetiva em P
n
K

e '; 2 O.X/; tais que 'jU D  jU
para algum aberto não vazio U de X . Então ' D  .

Demonstração. Observe que o conjunto Y D fx 2 X j'.x/ D  .x/g é um fechado em
X , visto que ' � 2 O.X/: Logo ' � é uma função contínua e .' � /�1.f0g/ D Y
é um fechado em X .

Agora, segue da hipótese que U � Y � X . Sendo X uma variedade e U aberto não
vazio de X , concluímos ao tomar fecho que

X D U � Y � X H) Y D X () ' D  :

Exemplo 1.72. A função 	 W K �! O.P1
K
/ dada por a 7�! ba; sendoba a função cons-

tante x 7�! a, é um isomorfismo de K-álgebras. Ou seja, toda função regular em P
1
K
é

constante.
Deixamos a cargo do leitor verificar que 	 é um homomorfismo de K-álgebras injetor.

A seguir mostraremos que 	 é sobrejetor.
Considere ' 2 O.P1/ não nula e p 2 P

1
K
. Como ' é regular em p; existe Vp � P

1
K

aberto contendo p e Fp; Gp 2 KŒx0; x1� homogêneos do mesmo grau d tais que

'jVp
D Fp

Gp
com Z.Gp/ \ Vp D ;:
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Sem perda de generalidade vamos assumir que mdc.Fp; Gp/ D 1, logo Z.Fp/ \
Z.Gp/ D ;.76

Temos duas possibilidades para o grau de d de Fp e Gp .

• d D 0.

Neste caso, Fp e Gp são constantes e não nulos. Assim, se
Fp

Gp
D a 2 K então

'jVp
DbajVp

, e segue do Lema 1.17 que ' Dba.

• d ⩾ 1.
Neste caso, Z.Gp/ é um conjunto não vazio e finito. Assuma, que Z.Gp/ D
fp1; : : : ; pkg. Sendo ' regular em p1, existem V1 � P

1
K
aberto contendo p1 e

F1; G1 2 KŒx0; x1� homogêneos do mesmo grau tais que

'jV1
D F1

G1
com Z.G1/ \ V1 D ;:

Agora, como Vp e V1 são abertos não vazios em P
1
K
(que é uma variedade) tem-se

que Vp \ V1 ¤ ; e ao restringirmos ' a este aberto, concluímos que

Fp.q/

Gp.q/
D F1.q/

G1.q/
; 8 q 2 Vp \ V1 H) Vp \ V1 � Z.FpG1 � F1Gp/ � P

1
K

H) P
1
K

D Vp \ V1 � Z.FpG1 � F1Gp/ � P
1
K

H) FpG1 D F1Gp; em KŒx0; x1�

H) Fp.p1/ D 0; .Gp.p1/ D 0 e G1.p1/ ¤ 0/

H) p1 2 Z.Fp/ \ Z.Gp/

o que é um absurdo.

Exercício 1.69. A argumentação utilizada no Exemplo 1.72 pode ser usada para mostrar
que O.P2

K
/ Š

K�alg
K?

Exercício 1.70. Sejam Y � P
n
K
um conjunto algébrico projetivo, Y1; : : : ; Yk suas compo-

nentes irredutíveis. Se ' 2 O.Y /, então mostre que 'jYi
(a restrição de ' à componente

Yi ) é uma função regular.

Exercício 1.71. Sejam Y uma variedade projetiva e ' 2 O.Y /. Mostre que 'jU 2 O.U /
para todo U � Y aberto.

76Se mdc.Fp;Gp/ DH comH de grau maior ou igual que 1, entãoFp DHA eGp DHB para algum

A;B 2 KŒx0; x1� (homogêneos do mesmo grau) e mdc.A;B/ D 1. Neste caso 'jVp
D Fp

Gp

D A

B
. Por

outro lado, se Œa0 W a1� 2 Z.Fp/\Z.Gp/ então a1x0 �a0x1 divide Fp eGp , logo mdc.Fp;Gp/ ¤ 1.
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Exemplo 1.73. Considere Y D
n
Œa0 W a1 W a2� 2 P

2ja21a2 D a30

o
. Verifica-se que

O.Y / Š C:

Sabemos que 	 W C �! O.Y / dada por � 7�!b� é um homomorfismo de C-álgebras
injetor. Para conferirmos que  é sobrejetora, considere f W P

1 �! Y dada por Œs W
t � 7�! Œst2 W t3 W s3�. Observe que:

• f está bem definida e é bijetora.77

• f é contínua.
Basta notar que os fechados em Y são o próprio Y e seus subconjuntos finitos. De
fato, seH 2 CŒx0; x1; x2� for homogêneo, então

Y \ Z.H/ D
n
Œst2 W t3 W s3� 2 Y jH.st2; t3; s3/ D 0

o
:

Considere h.u/ WD H.u2; u3; 1/ 2 CŒu�. Se h.u/ D 0; segue queH.st2; t3; s3/ D
0 para todo s ¤ 0 (visto que Œst2 W t3 W s3� D Œa2 W a3 W 1� e h.a/ D 0 sendo
a D t=s). Assim

Y � fŒ0 W 1 W 0�g � Z.H/
fechoH) Y � Z.H/ H) Y \ Z.H/ D Y:

Caso contrário, h.u/ ¤ 0 e possui uma quantidade finita de raízes. De onde con-
cluímos que Y \ Z.H/ é um conjunto finito.78

Sendo f bijetora segue que f �1.Z/
fech:

� P
1; para todo fechado Z de Y .

• Se  2 O.Y /; então  ı f é regular.

P
1 Y

C

f

 ıf
 

De fato, dado a 2 P
1 sendo  regular em p D f .a/; existe Vp � Y aberto

contendo p e Fp; Gp 2 KŒx0; x1; x2� homogêneos do mesmo grau d; tais que

 jVp
D Fp

Gp
com Z.Gp/ \ Vp D ;: (1.43)

77Note que, se p D Œa0 W a1 W a2� 2 Y e a1 ¤ 0 então p D Œa2
1a0 W a3

1 W a2
1a2� D Œa2

1a0 W a3
1 W a3

0�,
ou seja, p D f .Œa0 W a1�/. Agora, se a1 D 0 então p D Œ0 W 0 W 1�, e neste caso p D f .Œ1 W 0�/.

78Como todo fechado em P2 é da forma Z.H1/ \ � � � \ Z.Hk/, conclui-se que os fechados em Y são o
próprio Y e seus subconjuntos finitos.
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Agora, como f é contínua, Ua WD f �1.Vp/ é um aberto de P
1 contendo a. Além

disso, F1 WD F.x0x
2
1 ; x

3
1 ; x

3
0/ e G1 WD G.x0x

2
1 ; x

3
1 ; x

3
0/ 2 CŒx0; x1� são polinô-

mios homogêneos do mesmo grau 3d tais que

fjUa
D F1

G1
com Z.G1/ \ Ua D ;:

Visto que, todo ponto b 2 Ua é da forma b D f �1.q/ com q 2 Vp , segue de (1.43)
que

 .q/ D Fp.q/

Gp.q/
()  .f .b// D Fp.f .b//

Gp.f .b//
()  ı f .b/ D F1.b/

G1.b/
:

Para finalizar, basta lembrar que toda função regular em P
1 é constante (cf. Exem-

plo 1.72). Assim,  ıf Db� com � 2 C. De onde concluímos que  Db�; sendo  uma
função regular em Y arbitrária.

Exercício 1.72. Seja Y D
n
Œa0 W a1 W a2� 2 P

2ja1a2 D 0
o
. Determine o anel de funções

O.Y /.

Exercício 1.73. Considere Y D Z.x0x2; x0x3; x1x2; x1x3/ � P
3. Determine:

.a/ As componentes irredutíveis de Y .

.b/ O anel de funções O.Y /.

Proposição 1.30. O.Pn
K
/ Š

K�alg
K; para todo n natural.

Demonstração. Sabemos que a função 	 W K �! O.Pn
K
/ dada por a 7�! ba sendoba a

função constante x 7�! a, é um homomorfismo de K-álgebras injetor.
Assim, basta mostrar 	 é sobrejetora. Com esse objetivo em mente, considere  2

O.Pn
K
/ não nula. Além disso, precisamos lembrar que se Ui D P

n
K

� Z.xi / com i 2
f0; : : : ; ng, então 'i W Ui �! A

n
K
dado por

Œa0 W : : : : W ai�1 W ai W aiC1 W : : : W an� 7�!
�
a0

ai
; : : : ;

ai�1
ai

;
aiC1
ai

; : : : :;
an

ai

�

é um homeomorfismo (cf. Proposição 1.25).
Ao considerarmos a restrição  jUi

; para cada i obtemos o seguinte diagrama

A
n
K

Ui

K

'i
�1

 i  jUi
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Afirmação:  i W A
n
K

�! K; dada pela composta x 7�!  .'�1i .x//; é uma função regular
para cada i .

De fato, considere x D 'i .p/ 2 A
n
K
; com p 2 Ui . Como  é regular em p existe

Vp � P
n
K
aberto contendo p e Fp; Gp 2 KŒx0; : : : ; xn� homogêneos do mesmo grau tais

que

 jVp
D Fp

Gp
com Z.Gp/ \ Vp D ;: (1.44)

Observe que p 2 Ui \Vp � P
n
K
(com Vp aberto em P

n
K
). Assim,Wp D Ui \Vp é aberto

de Ui contendo p.
Além disso, segue de (1.44) que

 jWp
D Fp

Gp
com Z.Gp/ \Wp D ;:

Considere Ux D 'i .Wp/
ab:
� A

n
K
contendo x D 'i .p/. Assim, temos o seguinte diagrama

Ui A
n
K

Wp Ux

K

'i

 jWp

'i
�1
jUx

 i jUx

A seguir, mostraremos que a restrição de  i ao aberto Ux é um quociente polinomial.
Para fazer isso, considere fx ; gx 2 KŒLxi � determinados pela desomogeneização de

Fp; Gp em relação à variável xi , respectivamente (KŒLxi � denota o subanel deKŒx0; : : : ; xn�
no qual a variável xi foi omitida79).

Note que, para cada q D .b0; : : : ; bi�1; biC1; : : : ; bn/ 2 Ux tem-se que

'�1i .q/ D Œb0 W : : : W bi�1 W 1 W biC1 W : : : W bn�„ ƒ‚ …
2Wp�Vp

e  .'�1i .q//„ ƒ‚ …
D i .q/

D Fp.'
�1
i .q//

Gp.'
�1
i .q//

D fx.q/

gx.q/

com gx.q/ ¤ 0; para todo q 2 Ux . Visto que Z.Gp/ \Wp D .Z.Gp/ \ Ui / \Wp ao
aplicarmos 'i , obtemos

; D 'i .Z.Gp/ \Wp„ ƒ‚ …
D;

/ D 'i .Z.Gp/ \ Ui /„ ƒ‚ …
DZ.gx/

\'i .Wp/„ ƒ‚ …
DUx

:

79Por exemplo, KŒLx0� D KŒx1; : : : ; xn�, KŒLx1� D KŒx0; x2; : : : ; xn�,…, KŒLxn� D KŒx0; : : : ; xn�1�.
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Por outro lado, segue do Teorema 1.2 que O.An
K
/ Š A.An

K
/ D KŒx1; : : : ; xn� e da

Proposição 1.27 que A.An
K
/ Š S.Pn

K
/.xi /: Assim,

 jUi
7�!  i„ƒ‚…

2O.An
K
/

7�! hi„ƒ‚…
2KŒx1;:::;xn�

7�! hi

x
mi

i

2 S.xi /; hi 2 Smi
:

De onde concluímos que:

 jUi
D hi

x
mi

i

com hi 2 Smi
: (1.45)

Sem perda de generalidade vamos assumir que mdc.hi ; xi / D 1 se mi ⩾ 1 (ou seja, xi
não divide hi )

Seguindo a linha de raciocínio do Exemplo 1.72, analisaremos os seguintes dois casos:

• Existe i 2 f0; : : : ; ng; tal que mi D 0.
Ou seja,  jUi

em (1.45) é uma função constante. Assim segue do Lema 1.17 que
 Dba com a D hi 2 K.

• mi ⩾ 1 para todo i 2 f0; : : : ; ng.
Considere i ¤ j , segue de (1.45) que ao restringirmos  ao aberto Ui \Uj tem-se
que para todo p D Œa0 W : : : W an� 2 Ui \ Uj vale a seguinte igualdade

hi .p/

a
mi

i

D hj .p/

a
mj

j

:

De onde concluímos que Ui \Uj � Z.hi �xmj

j �hj �xmi

i / � P
n
K
. Ao tomar fecho,

segue que

Z.hi � xmj

j � hj � xmi

i / D P
n
K

H) hi � xmj

j D hj � xmi

i

o que é absurdo, pois x` h`; sendo ` 2 fi; j g.

Observação 1.16. O resultado que acabamos de estabelecer na Proposição 1.30 é uma
caso particular do seguinte resultado mais geral. Se X � P

n
K
é uma variedade projetiva,

então
O.X/ Š

K�alg
K:

Ou seja, as únicas funções regulares numa variedade projetiva são as funções constantes
(cf. Teorema 3.4, p. 18 em Hartshorne (1977)).
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1.3 Morfismos caso afim/projetivo
Sejam X e Y conjuntos algébricos quase afins ou quase projetivos.

Uma função f W X �! Y é denominada morfismo se as seguintes condições forem
satisfeitas:

.i/ f é contínua;

.ii/ Para todos V
ab:
� Y e ' 2 O.V /; verifica-se que .' ı f /jV 2 O.f �1.V //.

X Y

f �1.V / V

K

f

.'ıf /jV

fj

'

Se f for uma bijeção tal que f �1 W Y �! X também é um morfismo, então f
será denominada isomorfismo. Neste caso, X e Y são ditas isomorfas e usamos a notação
X Š Y .

Observação 1.17. O próximo exemplo mostra que a natureza dos morfismos entre varie-
dades não tem um comportamento semelhante ao que acontece na categoria dos espaços
vetoriais, grupos e anéis. Mais precisamente, se f W X �! Y for um homomorfismo de
grupos ou anéis bijetivo, então f �1 W Y �! X também é um homomorfismo de grupos
ou anéis. De fato, no exemplo a seguir vamos exibir um morfismo bijetivo f W P

1 �! Y ,
cuja inversa não é um morfismo.

Exemplo 1.74. Considere a variedade Y D
n
Œa0 W a1 W a2� 2 P

2ja21a2 D a30

o
e a função

f W P
1 �! Y; dada por Œs W t � 7�! Œst2 W t3 W s3�.

Primeiramente, note que f é um morfismo (cf. Exemplo 1.73).
Afirmação: f �1 W Y �! P

1 não é um morfismo.

• No Exemplo 1.73 também mostramos que f é uma bijeção. E sendo os fechados
em P

1 o próprio P
1 e seus subconjuntos finitos segue-se que f �1 é uma função

contínua.

• Considere o aberto U0 D fŒs W t � 2 P
1js ¤ 0g de P

1, ' 2 O.U0/ dada por
'.Œs W t �/ D t

s
. A seguir, mostraremos que .' ı f �1/jf .U0/

W f .U0/ �! C não é
uma função regular no ponto p D Œ0 W 0 W 1� D f .Œ1 W 0�/.
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Observe que

.' ı f �1/.Œa0 W a1 W a2�/ D

8
<
:

a1

a0
; se a0 � a1 ¤ 0;

0; se a0 D a1 D 0:

De fato, se q D Œa0 W a1 W a2� 2 f .U0/ sendo a0 e a1 ambos não nulos, segue que
q D Œa0a

2
1 W a31 W a2a21� D Œa0a

2
1 W a31 W a30� D f .Œa0 W a1�/ com Œa0 W a1� 2 U0

(visto que a0 ¤ 0). Assim,

.' ı f �1/.q/ D .' ı f �1/.f .Œa0 W a1�// D '.Œa0 W a1�/ D a1

a0
:

Pelo absurdo, suponha que .' ı f �1/jf .U0/
é regular em p D Œ0 W 0 W 1� D f .Œ1 W

0�/. Assim, existem V � f .U0/ vizinhança aberta de p e F;G 2 CŒx0; x1; x2�
homogêneos do mesmo grau tais que

.' ı f �1/jV D F

G
com Z.G/ \ V D ;: (1.46)

Ao considerarmos o aberto V1 D V � fpg � f .U0/ e  WD .' ı f �1/jV , segue de
(1.46) que

 .q/ D F.q/

G.q/
; 8 q D Œa0 W a1 W a2� 2 V1 H) a1

a0
D F.q/

G.q/
; 8 q 2 V1

H) a1G.q/ D a0F.q/; 8 q 2 V1
H) V1 � Z.x1G � x0F /:

Como Y é irredutível e V1 � Y aberto não vazio, temos que Y D V1. Logo,

Y � Z.x1G � x0F / H) x1G � x0F 2 I.Y / D
˝
x21x2 � x30

˛
(cf. Exercício 1.66)

H) x1G � x0F D H � .x21x2 � x30/; para algumH

homogêneo em CŒx0; x1; x2�

H) x1.G �Hx1x2/ D x0.F �Hx20/
H) G �Hx1x2 D x0G1; para algum G1

homogêneo em CŒx0; x1; x2�

H) G.p/ D 0

H) p 2 Z.G/ \ V ¤ ;
o que é um absurdo.

Exercício 1.74. Mostre que P
1 e C D

n
Œa0 W a1 W a2� 2 P

2ja2a0 D a21

o
são variedades

projetivas isomorfas.
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Exercício 1.75. SejamX e Y variedades quase afins ou quase projetivas isomorfas. Mos-
tre que dimX D dimY .

Lema 1.18. SejaX um conjunto algébrico (quase afim ou quase projetivo). Se ' 2 O.X/

e '.x/ ¤ 0 para todo x 2 X , então
1

'
W X �! K dada por x 7�! 1

'.x/
é uma função

regular.80

Demonstração. Assuma que X é um conjunto algébrico quase afim em A
n
K
. Como ' 2

O.X/, para cada a 2 X existem Ua
ab
� X (contendo a) e f; g 2 KŒx1; : : : ; xn� tais que

'jUa
D f

g
e Z.g/ \ Ua D ;: (1.47)

Observe que f .x/ ¤ 0; 8 x 2 Ua. Assim, segue de (1.47) que
 
1

'

!

jUa

D g

f
e Z.f / \ Ua D ;:

O caso em que X é um conjunto algébrico quase projetivo prova-se de forma análoga.

Proposição 1.31. Sejam X um conjunto algébrico (afim ou projetivo) e Y � A
n
K

um
conjunto algébrico afim. Verifica-se que f W X �! Y é um morfismo se, somente se,
�i ı f 2 O.X/; para todo i 2 f1; : : : ; ng; sendo �i W A

n
K

�! K a projeção na i -ésima
coordenada, i.e. .a1; : : : ; an/ 7�! ai .

Demonstração. Considere a função f W X �! Y dada por

x 7�! .f1.x/; : : : ; fn.x//;

ou seja, fi W X �! K são as (assim denominadas) funções coordenadas de f .
Observe que �i ı f W X �! K é igual a fi para cada i .

H) Nosso objetivo é mostrar que fi 2 O.X/ se, f for um morfismo.
Considere x 2 X , logo p D f .x/ 2 Y e a função 'i D �i jY 2 O.Y /, sendo f um

morfismo segue da segunda condição que 'i ı f D fi 2 O.X/ para cada i .

X Y A
n
K

K

fi

f

'i
�i

(H Vamos assumir que fi 2 O.X/ para todo i , e mostrar que f é um morfismo.

80Se k 2 K for não nulo, então
1

k
D k�1 é o inverso multiplicativo de k.
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• f é uma função contínua.

Se Z WD Z.g1; : : : ; gk/
fech:

� Y; então

f �1.Z/ D
n
x 2 X jf .x/ 2 Z

o

D
n
x 2 X jgi .f .x// D 0; 8 i 2 f1; : : : ; kg

o

D
n
x 2 X jgi .f1.x/; : : : ; fn.x// D 0; 8 i 2 f1; : : : ; kg

o
:

Como f1; : : : ; fn são funções regulares em X; para cada x 2 X podemos escolher

Ux
ab
� X (contendo x) e polinômios ˛i , ˇi tais que

fi jUx
D ˛i

ˇi
ˇi .a/ ¤ 0; 8 a 2 Ux :

Assim, para cada a 2 f �1.Z/ \ Ux tem-se que

gi

 
˛1.a/

ˇ1.a/
; : : : ;

˛n.a/

ˇn.a/

!
D 0; 8 i 2 f1; : : : ; kg

Assuma que

gi D
X

I

ai;IxI ; sendo xI D x
i1
1 � � � xinn para i D 1; : : : ; k: (1.48)

Por simplicidade, escreva

˛.a/I D .˛1.a//
i1 � � � .˛n.a//in e ˇ.a/I D .ˇ1.a//

i1 � � � .ˇn.a//in :

Assim, segue de (1.48) que

X

I

ai;I

 
˛1.a/

ˇ1.a/

!i1
� � �

 
˛n.a/

ˇn.a/

!in
D 0 ()

X

I

ai;I
˛.a/I

ˇ.a/I
D 0

para todo i 2 f1; : : : ; kg. Observe que podemos escolher 
i .a/ D Q
I ˇ.a/

I como

um denominador comum nas frações
˛.a/I

ˇ.a/I
, ou seja, podemos escrever

˛.a/I

ˇ.a/I
D ˛.a/I � 
i;I .a/


i .a/
sendo 
i;I .a/ D

Y

I¤J
ˇ.a/J :
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Assim,

X

I

ai;I
˛.a/I

ˇ.a/I
D 0 ()

P
I ai;I˛.a/

I � 
i;I .a/

i .a/

D 0 () Pi .a/ D 0

com Pi .y/ D P
I ai;I˛.y/

I � 
i;I .y/ polinômio no conjunto de variáveis y.81
Portanto, a 2 f �1.Z/ \ Ux () P1.a/ D : : : D Pk.a/ D 0 e a 2 Ux . Assim,
f �1.Z/ \ Ux é fechado em Ux . Agora, fUxgx2X é uma cobertura aberta de X .
Portanto, f �1.Z/ é um fechado em X (cf. Lema 1.6).

• Para todo V
ab:
� Y; ' 2 O.V / verifica-se que .' ı f /jV 2 O.f �1.V //.

X Y

f �1.V / V A
n
K

K

f

fj
f �1.V /

.'ıf /jV '
�i

Para cada x 2 f �1.V /, tem-se que p D f .x/ 2 V e existem Vp
ab
� V contendo p

e ˛; ˇ 2 KŒx1; : : : ; xn� tais que

'jVp
D ˛

ˇ
e ˇ.q/ ¤ 0; 8 q 2 Vp:

Considere Ux D f �1.Vp/
ab
� f �1.V / e observe que para cada a 2 Ux verifica-se

que

.' ı f /.a/ D '.f .a// D ˛.f .a//

ˇ.f .a//
e ˇ.f .a// ¤ 0; 8 a 2 Ux :

Ou seja,

.' ı f /.a/ D ˛.f1.a/; : : : ; fn.a//

ˇ.f1.a/; : : : ; fn.a//
e ˇ.f .a// ¤ 0; 8 a 2 Ux :

Lembre que O.Ux/ é uma K-álgebra (assim, produtos e somas finitas de funções
regulares é uma função regular) e f1; : : : ; fn são funções regulares emX . Portanto,
˛.f1.a/; : : : ; fn.a// e ˇ.f1.a/; : : : ; fn.a// são funções regulares em Ux . Além

81SeX � A
m
K
então y D fy1; : : : ; ymg. Entretanto, seX � P

m
K

então y D fy0; y1; : : : ; ymg.
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disso, ˇ.f1.a/; : : : ; fn.a// ¤ 0 para todo a 2 Ux . Logo o Lema 1.18 nos garante
que

1

ˇ.f1.a/; : : : ; fn.a//
2 O.Ux/. Portanto,

.' ı f /.a/ D ˛.f1.a/; : : : ; fn.a//

ˇ.f1.a/; : : : ; fn.a//
2 O.Ux/:

Corolário 1.14. Sejam X � A
m
K

, Y � A
n
K

conjuntos algébricos afins e f W X �! Y
dada por x 7�! .f1.x/; : : : ; fn.x//. Verifica-se que f é um morfismo se, e somente se,
fi é uma função polinomial82 para cada i 2 f1; : : : ; ng.
Demonstração. H) Se f é um morfismo, segue-se da Proposição 1.31 que fi 2 O.X/
para todo i 2 f1; : : : ; ng. Agora, segue-se do Teorema 1.2 que

A.X/ �! O.X/ dada por g 7�! bg .bg.a/ D g.a/; 8 a 2 X/

é um isomorfismo. Assim, toda função regular em X é polinomial. Portanto, fi é uma
função polinomial para cada i 2 f1; : : : ; ng.
(H Se fi é uma função polinomial para cada i 2 f1; : : : ; ng, então cada fi é uma função
regular. Logo, a Proposição 1.31 nos permite concluir que f é um morfismo.

Teorema 1.6. Seja X uma variedade e Y � A
n
K

uma variedade afim. Considere

Mor.X; Y / WD
n
f W X �! Y jf é um morfismo

o

e
Hom

K�alg
.A.Y /;O.X// WD

n
' W A.Y / �! O.X/

ˇ̌
ˇ ' é um homomorfismo

de K-álgebras
o
:

Verifica-se que

.i/ Se f 2 Mor.X; Y /; então f � W A.Y / �! O.X/ dado por p 7�! bp ı f é um
homomorfismo de K-álgebras (bp.a/ D p.a/ para todo a 2 Y ).

.ii/ ˝ W Mor.X; Y / �! Hom
K�alg

.A.Y /;O.X// dada por f 7�! f � é uma bijeção.

Demonstração. (i) Observe que:
� f � está bem definida.

Se p 2 KŒx1; : : : ; xn�, então Y
bp�! K definida porbp.a/ D p.a/ é uma função regular.

Sendo f um morfismo segue da segunda condição (na definição de morfismo 1.3) que
82Seja X � A

m
K

uma variedade quase afim. Uma função f W X �! K é denominada função polinomial
se, existe p 2 KŒy1; : : : ; ym� tal que f .a/ D p.a/ para todo a 2 X .
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bp ı f 2 O.X/.
� f � é um homomorfismo de anéis.

De fato, f �.b1 /.a/ D .b1 ı f /.a/ D 1 para todo a 2 X . Assim, leva a unidade na
unidade (dos respectivos anéis).

Considere p e q 2 KŒx1; : : : ; xn�; tem-se que
(
f �.p C q/ D f �.p C q/ D p̂ C q ı f Dbp ı f Cbq ı f D f �.p/C f �.q/;
f �.p � q/ D f �.pq/ D bpq ı f D .bp ı f /.bq ı f / D .f �.p//.f �.q//:

� f � é um homomorfismo de K-álgebras.83

(ii) O item (i) nos garante que˝ está bem definida. A seguir verificaremos que˝ é uma

bijeção. Lembre que A.Y / D KŒx1; : : : ; xn�

I.Y /
.

� ˝ é injetora.
Consideref; g 2 Mor.X; Y / dadas por f .x/ D .f1.x/; : : : ; fn.x// eg.x/ D .g1.x/; : : : ; gn.x .

Se f � D g�, então

f �.xi / D g�.xi /; 8 i H) bxi ı f D bxi ı g; 8 i H) fi D gi ; 8 i H) f D g:

� ˝ é sobrejetora.
Considere � W A.Y / �! O.X/ homomorfismo de K-álgebras. Queremos determinar

f W X �! Y morfismo tal que f � D � .
Considere fi WD �.xi / 2 O.X/ para cada i 2 f1; : : : ; ng. Defina a função

 W X �! A
n
K

por x 7�! .f1.x/; : : : ; fn.x//:

Afirmação 1: Im. / � Y .
Lembre que:  .a/ 2 Y () h. .a// D 0; 8 h 2 I.Y /.
Considere h 2 I.Y / e a 2 X . Note que

h. .a// D h.f1.a/; : : : ; fn.a// D .h.f1; : : : ; fn//.a/

D .h.�.xn/; : : : ; �.xn///.a/

D .�.h.xn; : : : ; xn///.a/; � é homomorfismo
de K-álgebras.

D .�.h//.a/

D 0; visto que h D 0:

Portanto, Im. / � Y .

Afirmação 2: A função f W X �! Y dada por x 7�! .f1.x/; : : : ; fn.x// é um morfismo.
83Lembre que a estrutura de K-álgebra é definida pelos homomorfismos de anéis

K �! A.Y / dado por k 7�! k e K �! O.X/ dado por k 7�! bk.
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Como cada função componente fi D �i ıf de f é regular, segue da Proposição 1.31
que f é um morfismo.

Afirmação 3: f definida na Afirmação 2 satisfaz f � D � .
Observe que x1; : : : ; xn é um conjunto de geradores da K-álgebra A.Y /. Assim, para

dois homomorfismos de K-álgebras com domínioA.Y / coincidirem, basta que f �.xi / D
�.xi / para todo i . De fato, note que f �.xi / D bxi ı f D fi D �.xi /; para todo i 2
f1; : : : ; ng e f �.k/ D bk D �.k/; para todo k 2 K. Portanto, f � D � .

Observação 1.18. Sejam X , Y variedades afins e f W X �! Y um morfismo. Neste
caso, usaremos a identificação A.X/ Š

K�alg
O.X/ dada por p

	X7�!bp (cf. Teorema 1.2), e
redefiniremos a função f � (do item (i) do Teorema 1.6) como sendo

f � W A.Y / �! A.X/ dada por q 7�! 	�1X .bq ı f /: (1.49)

Lema 1.19. Considere as notações da Observação 1.18. Sejam X , Y e Z variedades
afins. Considere f W X �! Y e g W Y �! Z morfismos. Então .g ı f /� D f � ı g�.
Além disso, se h 2 Mor.X;X/; então h� D idA.X/ se, e somente se, h D idX .

Demonstração. Note que
� .g ı f /� D f � ı g�. Basta mostrar que .g ı f /�.�/ D f � ı g�.�/; 8 � 2 A.Z/.

Considere � D q C I.Z/ 2 A.Z/ e note que

g�.�/ D g�.q C I.Z// D 	�1Y .bq ı g/ DW �1; com �1 D q1 C I.Y / 2 A.Y /:

Assim, f �.g�.�// D f �.�1/ ebq1 D 	Y .�1/ Dbq ı g. Agora calculando

.g ı f /�.�/ D 	�1X .bq ı .g ı f // D 	�1X ..bq ı g/ ı f / D 	�1X .bq1 ı f / D f �.�1/:

Portanto, .g ı f /�.�/ D f �.�1/ D f �.g�.�// D f � ı g�.�/.
� .idX /� D idA.X/.
� Considere h W X �! X morfismo tal que h� D idA.X/. Assuma que A.X/ D
KŒx1; : : : ; xm�

I.X/
e h.x/ D .h1.x/; : : : ; hm.x// sendo h1; : : : ; hm polinomiais (conforme

Corolário 1.14), ou seja, hi .x/ D pi .x/; 8 x 2 X com pi 2 KŒx1; : : : ; xm� para cada i .
Note que, se a D .a1; : : : ; am/ 2 X então

h�D idA.X/ H)h�.xi / D idA.X/.xi /; 8 i
H)pi D xi ; 8 i
8a2XH)
8 i

hi .a/ D pi .a/ D ai :

Portanto, h D idX .
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Corolário 1.15. Sejam X e Y variedades afins. Verifica-se que

X Š Y () A.Y / Š
K�alg

A.X/:

Demonstração. H) Como X Š Y , considere f W X �! Y um isomorfismo e sua
inversa f �1 W Y �! X (que também é um isomorfismo ). Com a notação em (1.49)
obtemos

f � W A.Y / �! A.X/ e .f �1/� W A.X/ �! A.Y /

homomorfismos de K-álgebras. Agora, segue do Lema 1.19 que

idA.X/ D .idX /� D .f ı f �1/� D .f �1/� ı f �;
idA.X/ D .idX /� D .f �1 ı f /� D f � ı .f �1/� H) f � é isomorfismo

de K-álgebras.

(H Seja � W A.Y / �! A.X/ isomorfismo de K-álgebras e ��1 W A.X/ �! A.Y / o
isomorfismo inverso.

A partir da bijeção˝ W Mor.X; Y / �! Hom
K�alg

.A.Y /;O.X// (definida no item (ii) do

Teorema 1.6) e da identificação estabelecida em (1.49), obtemos a bijeção

˝1 W Mor.X; Y / �! Hom
K�alg

.A.Y /; A.X// dada por f 7�! f �: (1.50)

Considere f W X �! Y morfismo tal que f � D ˝1.f / D � . Ao trocarmos X por Y e
Y por X em (1.50), temos que existe um único morfismo g W Y �! X tal que g� D ��1.
Assim,

.g ı f /� D f � ı g� D idA.X/ D .idX /�
Lema 1:19H) g ı f D idX :

Analogamente, prova-se que f ı g D idY . Portanto, f é um isomorfismo (visto que sua
inversa g também é um morfismo). Logo, X Š Y .

Exercício 1.76. Sejam X e Y variedades lineares afins não vazias da mesma dimensão
em A

n
K
. Mostre que X Š Y .

Exercício 1.77. Sejam X D f.a; b/ 2 C
2jb D a2g e Y D f.a; b/ 2 C

2jb D a3g
variedades afins. Elas são isomorfas?

Exercício 1.78. Considere a variedade quase afim X D fa 2 Cja ¤ 0g � A
1 e a

variedade afim Y D f.a; b/ 2 C
2jab D 1g � A

2. Seja f W X �! Y definida por
a 7�! .a; a�1/.
.a/ f é um morfismo? .b/ f é um isomorfismo?
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1.3.1 Critério para morfismos (caso projetivo)
Vamos começar esta seção abordando um resultado análogo ao do Corolário 1.14, só que
no caso de conjuntos algébricos projetivos. Ou seja, um critério para determinar quando
uma dada função entre conjuntos algébricos projetivos é um morfismo.

Proposição 1.32. Sejam X � P
m
K

, Y � P
n
K

conjuntos algébricos projetivos.

f W X �! Y
é um morfismo ()

8
ˆ̂<
ˆ̂:

8 p 2 X; 9 Up
ab
� X contendo p e G0; : : : ; Gn

homogêneos do mesmo grau em KŒx0; : : : ; xm�
tais que Up \ Z.G0; : : : :; Gn/ D ; e
f .a/ D ŒG0.a/ W : : : : W Gn.a/�; 8 a 2 Up:

Demonstração. H) Assuma que f W X �! Y é ummorfismo tal que f .p/ D Œf0.p/ W
: : : : W fn.p/�. Escolha i 2 f0; : : : ; ng tal que Ui \ Y ¤ ; sendo Ui D fŒb0 W : : : : W bn�g 2
P
njbi ¤ 0g. Por simplicidade, assuma que i D 0, isto é, U0 \ Y ¤ ; e considere para

cada i ¤ 0 a função pi W U0 �! K dada por Œb0 W : : : : W bn� 7�! bi

b0
. Observe que pi é

uma função regular e sendo f um morfismo temos que 'i D pi ıfj
f �1.U0/

é regular para
cada i (veja diagrama)

f �1.U0/ U0

K

'i

fj
f �1.U0/

pi

Observe que para cada p 2 f �1.U0/, existe uma vizinhança aberta Vp;i de p relativa à
qual 'i é um quociente polinomial da forma

˛i

ˇi
, sendo ˛i e ˇi homogêneos do mesmo

grau em KŒx0; : : : ; xm� tais que ˇi .a/ ¤ 0 para todo a 2 Vp;i . Seja Up D Tn
iD1 Vp;i .

Observe que em Up podemos representar

˛i

ˇi
D Gi

G0
; sendo G0 WD

nY

iD1
ˇi e Gi WD ˛i �

Y

j¤i
ˇj : (1.51)

Assim, tendo em consideração (1.51), para cada i 2 f1; : : : ; ng verifica-se que

'i jUp
D Gi

G0
H) 'i .a/ D pi .f .a// D fi .a/

f0.a/
D Gi .a/

G0.a/
; 8 a 2 Up

8a2UpH) .f0.a/; : : : ; fn.a// e .G0.a/; : : : ; Gn.a// são L.D.
H) f .a/ D ŒG0.a/ W : : : : W Gn.a/�; 8 a 2 Up:

(H Observe que:
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� f é contínua.
De fato, a partir da hipótese obtemos a cobertura aberta fUpgp2X deX tal que f .a/ D

ŒG0.a/ W : : : : W Gn.a/�; para todo a 2 Up com G0; : : : ; Gn 2 KŒx0; : : : ; xm� homogêneos
do mesmo grau.

Se Z � Y é fechado, então f �1.Z/ D S
p2X .f

�1.Z/ \ Up/. Assim, é suficiente
mostrar que f �1.Z/ \ Up é um fechado de Up (Lema 1.6). De fato,

a 2 f �1.Z/ \ Up () f .a/ D ŒG0.a/ W : : : W Gn.a/� 2 Z
a2Up() Fj .G0.a/; : : : ; Gn.a// D 0; 8 j sendo I.Z/ D hF1; : : : ; Fki
() a 2 Z.H1; : : : ;Hk/ \ Up comHj D Fj .G0.x/; : : : ; Gn.x//:

� 8V
ab:
� Y; ' 2 O.V / verifica-se que .' ı f /j

f �1.V /
2 O.f �1.V //.

Considere x 2 f �1.V / e q D f .x/ 2 V , sendo ' regular em q existem Vq � V
aberto contendo q e ˛q; ˇq 2 KŒx0; : : : ; xn� homogêneos do mesmo grau tais que

'jVq
D ˛q

ˇq
com Z.ˇq/ \ Vq D ;:

Por outro lado, segue da hipótese que existem Ux
ab
� X contendo x e F0; : : : ; Fn

homogêneos do mesmo grau em KŒx0; : : : ; xm� tais que Ux \ Z.G0; : : : :; Gn/ D ; e
f .a/ D ŒG0.a/ W : : : : W Gn.a/� para todo a 2 Ux . Assim, ao considerarmos o aberto
Wx D Ux \ f �1.Vq/ de X tem-se que: x 2 Wx e Wx é um aberto de f �1.V /.

f �1.V / V

f �1.Vq/ Vq

Wx K

fj

fj

'j

fj

.'ıf /j

De fato, para todo a 2 Wx tem-se que

' ı f .a/ D '.f .a// D ˛q.f .a//

ˇq.f .a//
D ˛q.G0.a/; : : : ; Gn.a//

ˇq.G0.a/; : : : ; Gn.a//
D F1.a/

F2.a/

com F1.x/ D ˛q.G0.x/; : : : :Gn.x// e F2.x/ D ˇq.G0.x/; : : : ; Gn.x// polinômios homo-
gêneos do mesmo grau emKŒx� D KŒx0; : : : ; xm�. Além disso, temos queZ.F2/\Wx D
;.84 Assim, ' ı f 2 O.f �1.V //. Portanto, f é um morfismo.

84Suponha que a 2 Z.F2/ \ Wx , então a 2 Wx (logo f .a/ D ŒG0.a/ W : : : W Gn.a/� 2 Vq) e
F2.a/ D 0 D ˇq.G0.a/; : : : ;Gn.a//. Que implica em f .a/ 2 Z.ˇq/\ Vq , o que é absurdo.
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Corolário 1.16. SejamX � P
m
K

, Y � P
n
K

conjuntos algébricos projetivos. SeG0; : : : ; Gn
forem polinômios homogêneos do mesmo grau em KŒx0; : : : ; xm� tais queX\Z.G0; : : : ; Gn/ D
; e ŒG0.x/ W : : : W Gn.x/� 2 Y para todo x 2 X , então f W X �! Y dada por
f .x/ D ŒG0.x/ W : : : W Gn.x/� é um morfismo.

Demonstração. Observe que o fato de G0; : : : ; Gn serem polinômios homogêneos do
mesmo grau, digamos d atrelado ao fato que X \ Z.G0; : : : :; Gn/ D ;, garante a boa
definição de f .85

Para concluir, segue da Proposição 1.32, ao escolhermos para cada x 2 X o aberto
Ux D X e os polinômios homogêneos G0; : : : ; Gn do enunciado (os quais satisfazem as
condições requeridas) que f é um morfismo.

Exemplo 1.75. Sejam X D
n
Œa0 W a1 W a2� 2 P

2ja0a2 D a21

o
e f W P

1 �! X dada por
f .Œs W t �/ D Œs2 W st W t2�, então f é um morfismo.

Basta observar que as funções coordenadas são polinômios, definidas a partir dos po-
linômios homogêneos G0 D x20 , G1 D x0x1 e G2 D x21 2 CŒx0; x1�. Além disso, a boa
definição de f segue, visto que:
�Z.G0; G1; G2/ D Z.x20 ; x0x1; x

2
1/ D Z.x0; x1/ D ;. Logo, P1\Z.G0; G1; G2/ D ;.

� Para todo a D Œs W t � 2 P
1 tem-se que f .a/ D ŒG0.a/ W G1.a/ W G2.a/� 2 X .

Exemplo 1.76. Considere X D
n
Œa0 W a1 W a2� 2 P

2ja20 C a22 D a21

o
e f W X �! P

1

dada por

p D Œa0 W a1 W a2� 7�!
�
Œa0 W a1 � a2�; se p ¤ Œ0 W 1 W 1�;

Œ1 W 0� ; se p D Œ0 W 1 W 1�

Vamos aplicar o critério da Proposição 1.32 para concluir que f é um morfismo.

Temos que mostrar que para todo q 2 X existeUq
ab
� X contendo q eG0; G1 homogê-

neos do mesmo grau em CŒx0; x1; x2�; tais que Uq \ Z.G0; G1/ D ; e f .a/ D ŒG0.a/ W
G1.a/� para todo a 2 Uq .

De fato, considere q 2 X .

.i/ Se q ¤ Œ0 W 1 W 1� então considere Uq D X �fŒ0 W 1 W 1�g,G1 D x0 eG2 D x1�x2.
Observe que:
� Z.G0; G1/ D Z.x0; x1 � x2/ D fŒ0 W 1 W 1�g. Logo, Uq \ Z.G0; G1/ D ;.
� Para todo a D Œa0 W a1 W a2� 2 Uq tem-se que f .a/ D ŒG0.a/ W G1.a/�.

85Visto que, seG0; : : : ;Gn são homogêneos de grau d eX\Z.G0; : : : :;Gn/ D ;, então para todo� ¤ 0
em C , tem-se que f .a/ D f .Œ� �a0 W : : : W � �am�/ D Œ�d �G0.a/ W : : : W �d �Gn.a/� D ŒG0.a/ W : : : : W
Gn.a/� se, a D Œa0 W : : : : W am� 2 X .
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.ii/ Se q D Œ0 W 1 W 1� então considere Uq D X � fŒ0 W 1 W �1�g, G0 D x1 C x2 e
G1 D x0.
Observe que:
� Z.G0; G1/ D Z.x1 C x2; x0/ D fŒ0 W 1 W �1�g. Logo, Uq \ Z.G0; G1/ D ;.
� Para todo a D Œa0 W a1 W a2� 2 Uq � fŒ0 W 1 W 1�g tem-se que

f .a/ D Œa0 W a1�a2� D Œa0.a1Ca2/ W a21�a22� D Œa0.a1Ca2/ W a20� D Œa1Ca2 W a0�:
E para a D Œ0 W 1 W 1� tem-se que f .a/ D Œ1 W 0� D Œ2 W 0� D ŒG0.a/;G1.a/�:

Pergunta

Sejam X � P
m
K
, Y � P

n
K
conjuntos algébricos projetivos e f W X �! Y um

morfismo. Podemos afirmar que existem polinômios homogêneos G0; : : : ; Gn 2
KŒx0; : : : ; xm� do mesmo grau, tais que Y \ Z.G0; : : : :; Gn/ D ; e f .a/ D
ŒG0.a/ W : : : W Gn.a/�; 8 a 2 X?

O Exemplo 1.75 verifica essa propriedade. Mas não verdadeira em geral. De fato, se
considerarmosX D

n
Œa0 W a1 W a2� 2 P

2ja20Ca22 D a21

o
e o morfismo (do Exemplo 1.76)

f W X �! P
1 dado por

p D Œa0 W a1 W a2� 7�!
�
Œa0 W a1 � a2�; se p ¤ Œ0 W 1 W 1�;

Œ1 W 0� ; se p D Œ0 W 1 W 1�;

mostremos que não existemG0; G1 2 KŒx0; x1; x2� homogêneos do mesmo grau, tais que
X \ Z.G0; G1/ D ; e f .a/ D ŒG0.a/ W G1.a/�; 8 a 2 X .

Pelo absurdo, suponha que existem G0; G1 2 KŒx0; x1; x2� homogêneos do mesmo
grau, tais que X \ Z.G0; G1/ D ; e f .a/ D ŒG0.a/ W G1.a/�; 8 a 2 X . Assim, no
aberto U D X � fŒ0 W 1 W 1�g temos que

f .a/ D Œa0 W a1 � a2� D ŒG0.a/ W G1.a/�; 8 a 2 U:

De onde concluímos que

a0 �G1.a/ � .a1 � a2/ �G0.a/ D 0; 8 a 2 U H) U � Z.x0 �G1 � .x1 � x2/ �G0/:
SendoU aberto não vazio eX uma variedade projetiva, ao tomar o fecho, concluímos que

X � Z.x0 �G1 � .x1 � x2/ �G0/ H) x0 �G1 � .x1 � x2/ �G0 2
DI.X/‚ …„ ƒ˝

x20 � x21 C x22
˛
:

Logo, existeH 2 CŒx0; x1; x2� homogêneo tal que

x0 �G1 � .x1 � x2/ �G0 D H � .x20 � x21 C x22/: (1.52)
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A seguir usaremos o seguinte resultado.

Afirmação: Se C1 e C2 são curvas planas projetivas,86 então C1 \ C2 ¤ ;.87
Considere q D Œ0 W 1 W �1� 2 X . Temos duas possibilidades:

X \ Z.G0/ ¤ fqg ou X \ Z.G0/ D fqg:

� X \ Z.G0/ ¤ fqg.
Segue da Afirmação que X \ Z.G0/ ¤ ;. Logo existe b D Œb0 W b1 W b2� ¤ q na

interseçãoX \Z.G0/. Agora, segue de (1.52) ao calcular em b que b0G1.b/ D 0. Como
estamos assumindo que X \ Z.G0; G1/ D ;, então necessariamente b0 D 0. Assim,

b 2 X \ Z.x0/ D fq; p D Œ0 W 1 W 1�g b¤qH) b D p:

Se b D p então G0.p/ D 0„ ƒ‚ …
AbsurdoŠ

(pois f .p/ D Œ1 W 0� D ŒG0.p/ W G1.p/�).

� X \ Z.G0/ D fqg.
Temos duas possibilidades:88 q 2 Sing.Z.G0// ou q 62 Sing.Z.G0//.

.I/ q 2 Sing.Z.G0//. Logo
@G0

@xi
.q/ D 0; para i D 0; 1; 2.

Segue da relação de Euler89 queG0.q/ D 0. Agora ao calcularmos
@

@x0
.q/ em (1.52),

concluímos queG1.q/ D 0, o que implica em q 2 X \Z.G0; G1/ (o que é absurdo, visto
que X \ Z.G0; G1/ D ;).
.II/ q 62 Sing.Z.G0//.

Segue de (1.52) que x0 � .G1 � H � x0/ D .x1 � x2/.G0 � H � .x1 C x2//. Agora,
como mdc.x0; x1 � x2/ D 1 segue que existe A 2 CŒx0; x1; x2� tal que

G1 D H � x0 C A � .x1 � x2/ e G0 D H � .x1 C x2/C Ax0 (1.53)

Agora, se grau.G0/ D 1 então H e A na igualdade acima são constantes. Assim, vamos
escrever G0 D ˛.x1 C x2/C ˇx0 com ˛; ˇ 2 C não ambos nulos. Neste caso, estamos
na seguinte situação: Z.G0/ é uma reta que encontra X num único ponto, o q. Ou seja,
Z.G0/ é uma reta tangente à curva X no ponto q.

86C � P2 é uma curva (plana) projetiva, se C D Z.F / com F 2 CŒx0; x1; x2� homogêneo e não
constante.

87Uma demonstração desta afirmação pode ser encontrada no texto Introdução às Curvas Algébricas Planas
(Vainsencher (2017)).

88Seja C D Z.F / � P2 uma curva definida pelo polinômio homogêneo  F 2 CŒx0; x1; x2� e p 2 C .

Dizemos que p é um ponto singular de C , se
@F

@xi

.p/ D 0 para i D 0; 1; 2. Caso contrário, p é denominado

ponto não singular de C . Usaremos a notação Sing.C/ para indicar o conjunto de todos os pontos singulares
da curva C .

89Se F 2 KŒx0; : : : ; xn� for homogêneo de grau d , então x0 �
@F

@x0

C � � � C xn �
@F

@xn

D d �F
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q�

X

Z.G0/

A seguir vamos introduzir a noção de reta tangente a uma curva num ponto não sin-
gular.

Seja C D Z.F / � P
2 uma curva plana e p 2 C � Sing.C /. A reta tangente à curva

C no ponto p, que denotaremos por TpC é definida pelos zeros em P
2

TpC WD Z

�
@F

@x0
.q/ � x0 C @F

@x1
.q/ � x1 C @F

@x2
.q/ � x2

�
:

Observe que a reta tangente TqX D Z.�2x1 � 2x2/ D Z.x1 C x2/. Assim,

TqX D Z.x1 C x2/ D Z.G0/ D Z.˛.x1 C x2/C ˇx0/ H) ˇ D 0 e ˛ ¤ 0:

Logo,
@G0

@x0
.q/ D 0 e ao calcularmos

@

@x0
.q/ em (1.52), concluímos que G1.q/ D 0

o que implica em q 2 X \ Z.G0; G1/ (o que é absurdo, visto que X \ Z.G0; G1/ D ;).
Continuando, se grau.G0/ ⩾ 2 e q 62 Sing.Z.G0//, vamos apelar para o seguinte

resultado:

Lema 1.20. Sejam C1 e C2 curvas planas projetivas tais que grau.C1/ D d1 ⩾ 2,
grau.C2/ D d2 ⩾ 2.90 Se C1 \ C2 D fqg e q 62 Sing.Ci / para i D 1; 2, então
TqC1 D TqC2.91

Estamos na seguinte situação:

90Se C é uma curva plana tal que I.C/ D hF i, então grau.C/ D grau.F /.
91Para entender a demonstração deste Lema, o leitor irá precisar dos conceitos de multiplicidade e número de

interseção de curva planas. Primeiramente, notemos que:�
mq.Ci / D 1 para i D 1; 2I
I.qIC1 \C2/ D d1 � d2 ⩾ 2

H) I.qIC1 \C2/ > 1 D mq.C1/ �mq.C2/:

Agora, pela propriedade .5/ de Número de Interseção (cf. p. 37 em Fulton (1989)) as curvas C1 e C2 têm
retas tangentes comuns no ponto q. Como o ponto q é não singular, seque que TpC1 D TpC2.
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q�

X

Reta tangente

Z.G0/

E segue do Lema 1.20 que TqX D Z.x1 C x2/ D TqZ.G0/. Entretanto, de (1.53)
temos queG0 D H �.x1Cx2/CAx0. Logo TqZ.G0/ é definido pelos zeros do polinômio

A.q/x0 CH.q/x1 CH.q/x2:

Agora, a partir do fato que TqX D Z.x1 C x2/ D TqZ.G0/, concluímos que A.q/ D 0
eH.q/ ¤ 0. Agora, a partir de (1.53) tem-se que

G1 D H � x0 C A � .x1 � x2/ H) G1.q/ D 0; o que é absurdo:

Exercício 1.79. Considere X D
n
Œa0 W a1 W a2� 2 P

2ja20 C a22 D a21

o
e g W X �! P

1

dada por

p D Œa0 W a1 W a2� 7�!
�
Œa0 W a1 � a2�; se p ¤ Œ0 W 1 W 1�;

Œ0 W 1� ; se p D Œ0 W 1 W 1�:

É g um morfismo?

Morfismo dominante

Sejam X , Y conjuntos algébricos quase afins ou quase projetivos. Um morfismo
f W X �! Y é dominante se Im.f / D Y .

Exemplo 1.77. O morfismo f W P
n �! A

1 dado por p 7�! 0 não é dominante (visto
que Im.f / D f0g é um fechado e não denso em A

1).

Exemplo 1.78. A função f W Z.xy � 1/ �! A
1 dada por .a; b/ 7�! a é um morfismo

dominante. De fato, note que Im.f / D A
1 � f0g e A1 � f0g D A

1.

Proposição 1.33. Considere a notação do Teorema 1.6. Sejam X � A
m
K

e Y � A
n
K

variedades afins. Verifica-se que

f W X �! Y é um morfismo dominante () f � W A.Y / �! A.X/ é injetor.
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Demonstração. Vamos usar o isomorfismo entre o anel de coordenadas de uma variedade
afim e a K-álgebra determinada pelas funções regulares sobre essa variedade afim (Teo-
rema 1.2). Assim, temos

A.Y /

Š
O.Y /

A.X/

Š

O.X/
f �

dada por  7�!  ı f:

H) Considere  2 O.Y / tal que f �. / Db0 (x
b07�! 0). Assim,

f �. /.x/ D 0; 8 x 2 X H)  .f .x// D 0; 8 x 2 X
  !gH)
g 2A.Y /

g.f .x// D 0; 8 x 2 X

H) Im.f / � Z.g/

f dominanteH) Y D Im.f / � Z.g/
H) g 2 I.Y /

H) g D 0

H)  Db0 .Y 3 y
b07�! 0/

Portanto, f � é injetora.
(H Lembre que para todo W � A

n
K
verifica-se que W D Z.I.W //.

Assim, precisamos mostrar que Y D Im.f / D Z.I.Im.f ///.
Assuma que f W X �! Y é dada por x 7�! .f1.x/; : : : ; fn.x//. Lembre que fi D

bxi ı f D f �.bxi / sendo bxi 2 O.Y / dada pela projeção na i -ésima coordenada, ou seja,
.b1; : : : ; bn/ 7�! bi .

Considere p 2 KŒx1; : : : ; xn� e observe que

p 2 I.Im.f // () p.f .x// D 0; 8 x 2 X
() p.f1.x/; : : : ; fn.x// D 0; 8 x 2 X
() p

�
f �.cx1 /; : : : ; f �.bxn/

�
.x/ D 0; 8 x 2 X

() f �.p.cx1 ; : : : ; bxn//.x/ D 0; 8 x 2 X
() f �.p.cx1 ; : : : ; bxn// Db0 2 O.X/

f injetora() p.cx1 ; : : : ; bxn/ Db0 2 O.Y /
A.Y /ŠO.Y /H) p D 0 2 A.Y /

H) p 2 I.Y /:

Assim,

I.Im.f // � I.Y / H) Y D Z.I.Y // � Z.I.Im.f /// D Im.f / H) Y D Im.f /:

Portanto, f é dominante.
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Exercício 1.80. Considere X D Z.xy � z2/ � A
3
R
: A função f W X �! A

2
R
dada por

.x; y; z/ 7�! .x; y/ é um morfismo dominante?

Exercício 1.81. Seja fL1; L2; L3; L4g uma base de S1, sendo S D CŒx0; x1; x2; x3�. A
função f W P

3 �! P
3 dada por p 7�! ŒL1.p/ W L2.p/ W L3.p/ W L4.p/� é um morfismo

dominante?

Observação 1.19. O conceito de morfismo dominante foi introduzido por ser o pré-requi-
sito que um morfismo deve atender para podermos usar o Teorema da dimensão das fibras
(cf. Teorema 1.7). Esse Teorema é importante (em nosso contexto) pois nos permitirá
concluir o seguinte resultado

Sejam X D Z.F / é uma superfície não singular em P
3 tal que I.X/ D hF i com

F 2 CŒx0; x1; x2; x3� homogêneo de grau d ⩾ 1 e

L.X/ D
n
` � P

3j` é uma reta contida em X
o
:

Então L.X/ é um conjunto finito se d ⩾ 3. Ou seja, toda superfície não singular em P
3

de grau d ⩾ 3 contém um quantidade finita de retas (podendo não conter nenhuma reta se
d ⩾ 4).

Uma classe importante de isomorfismos de P
n
K
em P

n
K
são as mudanças de coordena-

das projetivas (MCP), que iremos introduzir a seguir. Cabe salientar que tais isomorfismos
preservam variedades lineares, entre outras propriedades, motivo pelo qual são muito uti-
lizadas para facilitar certas contas.

Mudanças de coordenadas projetivas

Seja V um espaço vetorial sobre o corpo K, então denotaremos por

Iso.V / D
n
T W V �! V jT é um isomorfismo K-linear

o
:

Uma função f W P
n
K

�! P
n
K
será denominada de mudanças de coordenadas projetivas

(MCP) se existe T 2 Iso.KnC1/ tal que f .Œv�/ D ŒT .v/� para todo Œv� 2 P
n
K
.

Exemplo 1.79. A função f W P
3 �! P

3 dada por
Œa0 W a1 W a2 W a3� 7�! Œa0 C a1 � a2 C a3 W a1 � 2a2 C 3a3 W a2 � a3 W a3�

é uma MCP, pois existe T 2 Iso.C4/ dada por

T .x; y; z; t/ D .x C y � z C t; y � 2z C t3; z � t; t /

tal que f .Œv�/ D ŒT .v/� para todo Œv� 2 P
3.

Exemplo 1.80. Se ` é uma reta em P
3, então existe uma (MCP) f W P

3 �! P
3 tal que

f .`/ D Z.x0; x1/.
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Se ` D Z.x0; x1/ considere f D idP3 (a função identidade em P
3). Do contrário,

considere W 2 G2.C
4/ tal que ` D P .W / e fixe uma base fw1;w2g de W . A seguir,

escolha w3;w4 2 C
4 de modo que ˛ D fw1;w2;w3;w4g seja uma base de C

4. Observe
que Z.x0; x1/ D P .U /, sendo U D Œe3; e4� com ˇ D fe1; e2; e3; e4g a base canônica de
C
4. Lembremos que existe um único isomorfismo linear

T W C
4 �! C

4

wi 7�! eiC2 i D 1; 2;
wi 7�! ei�2 i D 3; 4:

E neste caso T .W / D U . Assim, a (MCP) f W P
3 �! P

3 definida a partir de T satisfaz
a condição f .`/ D Z.x0; x1/.

Exercício 1.82. Considere p 2 P
3. Mostre que existe uma (MCP) f W P

3 �! P
3 tal

que f .p/ D Œ1 W 0 W 0 W 0�.
Exercício 1.83. Sejam `i D P .Wi / comWi 2 G2.C3/ retas em P

2, i D 1; 2. Se `1 ¤ `2
determine uma MCP f W P

2 �! P
2; tal que f .`1/ D Z.x1/ e f .`2/ D Z.x2/.

Observação 1.20. Usaremos a seguinte notação

Aut.Pn
K
/ WD

n
f W P

n
K

�! P
n
K

jf é uma mudanças de coordenadas projetivas
o
:

Verifica-se que

.a/ As mudanças de coordenadas projetivas são funções bijetoras.92

.b/ As mudanças de coordenadas projetivas são isomorfismos.93

.c/ As mudanças de coordenadas projetivas preservam variedades projetivas lineares.
Se � � P

n
K
é uma variedade projetiva linear não vazia de dimensão d , 0 ⩽ d ⩽ n,

então existe W 2 GdC1.KnC1/ tal que � D P .W /.
Observe que para todo T 2 Iso.KnC1/ verifica-se que T .W / 2 GdC1.KnC1/. De
fato, se f 2 Aut.Pn

K
/ for determinada a partir de T 2 Iso.KnC1/, então f .�/ D

P .T .W // sendo P .T .W // uma variedade projetiva linear de dimensão d .

.d/ Aut.Pn
K
/ é um grupo se considerarmos a operação composição.

A seguir mostraremos que mudanças de coordenadas projetivas preservam conjuntos
algébricos projetivos, o grau das hipersuperfícies e pontos singulares. Para isso, vamos
introduzir uma ação do grupo Iso.KnC1/ em KŒx0; : : : ; xn�.

92De fato se f 2 Aut.Pn
K
/ for determinada por T 2 Iso.KnC1/, então f �1.Œu�/ D ŒT�1.u/�.

93O ponto chave é entender que as funções coordenadas fi de uma MCP f .p/ D ŒL0.p/ W L1.p/ W : : : W
Ln.p/� são funcionais lineares nas coordenadas homogêneas do ponto p, tais queZ.L0; : : : ;Ln/ D ;. Assim,
a Proposição 1.32 nos garante que f e sua inversa f �1 são morfismos.
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Ação de Iso.KnC1/ em KŒx0; : : : ; xn�

Para cada T 2 Iso.KnC1/ e F 2 KŒx0; : : : ; xn� definimos T�F 2 KŒx0; : : : ; xn� por

T�F.x0; : : : ; xn WD F.T �1.x0; : : : ; xn//:

Exemplo 1.81. Considere F D 1C x1 � x0x2 2 CŒx0; x1; x2� e T 2 Iso.C3/ dado por
T .x; y; z/ D .x;�z; y/.

Observe que T �1.x; y; z/ D .x; z;�y/. Logo,

T�F.x0; x1; x2/ D F.T �1.x0; x1; x2// D F.x0; x2;�x1/
D 1C x2 � x0.�x1/
D 1C x2 C x0x1:

Observação 1.21. A função

� W Iso.KnC1/ � KŒx0; : : : ; xn� �! KŒx0; : : : ; xn� dada por .T; F / 7�! T�F:

define uma ação pela esquerda do grupo Iso.KnC1/ em KŒx0; : : : ; xn�.

De fato, se id D idKnC1 é a função identidade em K
nC1, então id�F D F para todo

F 2 KŒx0; : : : ; xn�.
A seguir, considere F 2 KŒx0; : : : ; xn� e T; S 2 Iso.KnC1/. Note que:

.S ı T /�F.x0; : : : ; xn/ D F..S ı T /�1.x0; : : : ; xn//
D F.T �1 ı S�1.x0; : : : ; xn//
D F.T �1.S�1.x0; : : : ; xn///
D T�F.S�1.x0; : : : ; xn//
D S�.T�F /.x0; : : : ; xn/

Portanto, .S ı T /�F D S�.T�F /.

Proposição 1.34. Seja T 2 Iso.KnC1/ tal que

ŒT �1� D

2
664

b00 b01 � � � b0n
b10 b11 � � � b1n
:::

:::
:::

bn0 bn1 � � � bnn

3
775

é a matriz de T �1 da base canônica na base canônica. Considere

L0 D b00x0 C b01x1 � � � C b0nxn; : : : ; Ln D bn0x0 C bn1x1 � � � C bnnxn:

Então T W KŒx0; : : : ; xn� �! KŒx0; : : : ; xn� dado por xi 7�! Li para i D 0; : : : ; n e
a 7�! a se, a 2 K é um o isomorfismo de K-álgebras tal que:



1.3. Morfismos caso afim/projetivo 127

.i/ T.F / D T�F .

.ii/ T�.F CG/ D T�F C T�G e T�.F �G/ D T�F � T�G 8F;G 2 KŒx0; : : : ; xn�.

.iii/ Se F é homogêneo de grau d então T�F é homogêneo de grau d .

Demonstração. Segue do item (ii) do Lema 1.14 que existe um único homomorfismo de
anéis satisfazendo as condições xi 7�! Li para i D 0; : : : ; n e a 7�! a se, a 2 K.
Observe que T.F / D T�F . Além disso,
T é injetora.94

T é sobrejetora. Dado F 2 KŒx0; : : : ; xn�, basta considerar G D .T �1/�F .

Portanto T é um isomorfismo de anéis. De fato, T é um isomorfismo de K-álgebras.95

.ii/ Segue do fato de T ser um homomorfismo de anéis tal que T.F / D T�F .

.iii/ É suficiente considerar o monômio u D x
i0
0 x

i1
1 � � � xinn tal que i0C i1C� � �C in D d

e verificar que T.u/ 2 Sd sendo S D KŒx0; : : : ; xn�.
De fato,

T.u/ D .T.x0//i0.T.x1//i1 � � � .T.xn//in D L
i0
0 � Li11 � � �Linn visto que T�xi D Li ; 8 i:

Assim,

grau.T.u// D i0 � grau.L0/C i1 � grau.L1/C � � � C in � grau.Ln/
D i0 C i1 C � � � C in D d; pois grau.Li / D 1; 8 i:

Proposição 1.35. Seja ' 2 Aut.Pn
K
/ definido por T 2 Iso.KnC1/. Então

'.Z.F // D Z.T�F /; 8F 2 Sd sendo S D KŒx0; : : : ; xn�:

Demonstração. Considere p 2 P
n
K
e observe que

p 2 '.Z.F // () p D '.Œv�/ e Œv� 2 Z.F /
() p D ŒT .v/� e F.v/ D 0
wDT.v/() p D Œw�; e F.T �1.w// D 0
() p D Œw�; e T�F.w/ D 0
() p 2 Z.T�F /:

94De fato, considere F 2 ker.T/, logo

T�F D 0
.T �1/�H) .T�1/�.T�F / D .T�1/�0

ação
H) .

D id‚ …„ ƒ
T�1 ı T /�F D 0 H) F D 0:

95Basta observar que a estrutura de K-álgebra em KŒx0; : : : ; xn� é dada pela inclusão k
�7�! k e T ı � D �.
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Corolário 1.17. Se X D Z.F1; : : : ; Fk/ � P
n
K

um conjunto algébrico projetivo sendo
F1; : : : ; Fk polinômios homogêneos, então '.X/ D Z.T�F1; : : : ; T�Fk/ para todo ' 2
Aut.Pn

K
/. Em particular, se X for uma variedade projetiva, então '.X/ também é uma

variedade projetiva.

Demonstração. Deixamos a cargo do leitor.96

Corolário 1.18. Mudança de coordenadas projetivas preservam grau de hipersuperfícies.

Demonstração. Se Z.F / é uma hipersuperfície de grau d e ' 2 Aut.Pn
K
/, segue da Pro-

posição 1.35 que '.Z.F // D Z.T�F /, que é uma hipersuperfície de grau grau.T�F / D
grau.F / D d (pelo item (iii) da Proposição 1.34).

A seguir, mostraremos que as mudanças de coordenadas projetivas preservam pontos
singulares.97

Proposição 1.36. Seja Z.F / � P
n
K

uma hipersuperfície e ' 2 Aut.Pn
K
/. Considere

p 2 P
n
K

. Verifica-se que

p 2 Sing.Z.F // () '.p/ 2 Sing.'.V.F ///

Demonstração. Assuma que T 2 Iso.KnC1/ determina ' 2 Aut.Pn
K
/ e p D Œv�. Assim,

queremos mostrar que

Œv� 2 Sing.Z.F // () ŒT .v/� 2 Sing.Z.T�F //;

ou equivalentemente,

@F

@xi
.v/ D 0; para todo i () @.T�F /

@xi
.T .v// D 0; para todo i:

Observe que o funcional linear associado ao polinômio T�F é dado pela composta

K
nC1 T�1

�! K
nC1 F�! K:

Além disso, segue da regra da cadeia que

d.T�F /.u/ D dF.T �1.u// � d.T �1/.u/; 8 u 2 K
nC1:

96Lembre que as funções contínuas levam conjuntos irredutíveis em conjuntos irredutíveis e que todo mor-
fismo é uma função contínua.

97SeX D Z.F / � P
n
K
for uma hipersuperfície tal que I.X/ D hF i com  F 2 KŒx0; : : : ; xn� e p 2 X .

Dizemos quep é um ponto singular deX , se
@F

@xi

.p/ D 0 para i D 0; : : : ; n. Caso contrário,p é denominado

ponto não singular de X . Usaremos a notação Sing.X/ para indicar o conjunto de todos os pontos singulares
da hipersuperfícieX .
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Entretanto, sendo T �1 uma transformação linear, vale que d.T �1/.u/ D T �1. Assim,
na sua forma matricial temos que:

�
@.T�F /

@x0
.u/ : : :

@.T�F /

@xn
.u/
�

D
�
@F

@x0
.T �1.u// : : :

@F

@xn
.T �1.u//

�
� ŒT �1�:

Ao calcular a igualdade acima em u D T .v/, obtemos
�
@.T�F /

@x0
.T .v// : : :

@.T�F /

@xn
.T .v//

�
D
�
@F

@x0
.v/ : : :

@F

@xn
.v/
�

� ŒT �1�: (1.54)

Como ŒT �1� é invertível, segue de (1.54) que

Œv� 2 Sing.Z.F // () ŒT .v/� 2 Sing.Z.T�F //:

Retas em superfícies projetivamente equivalentes em P
3

Sejam X e Y conjuntos algébricos projetivos em P
n
K
. Dizemos que X e Y são projetiva-

mente equivalentes se existe ' 2 Aut.Pn
K
/ tal que '.X/ D Y .

Exemplo 1.82. Considere X D Z.x0x3�x1x2/, Y D Z.x0x1/ superfícies quádricas em
P
3.

.a/ As superfícies quádricasZ.x20Cx21Cx22Cx23/ e X são projetivamente equivalentes.
Considere ' 2 Aut.P3/ dada por

Œa0 W a1 W a2 W a3� 7�! Œa0 C ia1 W �a2 � ia3 W a2 � ia3 W a0 � ia1�:
Note que '.Z.x20 C x21 C x22 C x23// D X.

.b/ As superfícies quádricas Z.x20 C x21/ e Y são projetivamente equivalentes. De fato,
' W P

3 �! P
3 dada por

Œa0 W a1 W a2 W a3� 7�! Œa0 C ia1 W a0 � ia1 W a2 W a3�
é uma MCP tal que '.Z.x20 C x21// D Y.

O exemplo acima traz à tona um resultado geral que diz respeito à classificação das
hipersuperfícies quádricas em P

n
K
(cf. Teorema 4, p. 411 em Cox, Little e O’Shea (1997))

que utilizaremos no Capítulo 3 para contar retas em superfícies quádricas, uma vez que
superfícies projetivamente equivalentes possuem a mesma quantidade de retas, conforme
mostraremos a seguir.

Considere X � P
3 um conjunto algébrico. Vamos denotar por L.X/ o conjunto de

todas as retas contidas em X

L.X/ WD
n
` � P

3j` é uma reta contida em X
o
:



130 1. Fundamentos de Geometria Algébrica Clássica

Fixada uma reta ` em P
3, defina L`.X/ WD

n
m 2 L.X/j` \ m ¤ ;

o
: Ou seja, L`.X/ é

formado por todas as retas que estão contidas na superfície X e encontram à reta `.

Proposição 1.37. Com as notações acima. Para cada ' 2 Aut.P3/ verifica-se que

˝ W L.X/ �! L.X1/ dada por ` 7�! '.`/ sendo X1 D '.X/

é uma bijeção que satisfaz

.i/ Se `;m 2 L.X/ então ` \m D ; se, e somente se, '.`/ \ '.m/ D ;.

.ii/ ˝.L`.X// D L`1
.X1/; sendo `1 D '.`/ e ` uma reta em P

3.

Demonstração. Note que:

• ˝ está bem definida. Basta lembrar que as MCP preservam retas, ou seja, levam
retas em retas.98 Além disso, se ' 2 Aut.P3/ for determinada por T 2 Iso.C4/, e
X D Z.F / � P

3; então X1 D '.X/ D Z.T�F / é uma superfície em P
3 definida

por T�F 2 CŒx0; x1; x2; x3�.

• ˝ é uma bijeção. Observe que L.X1/ 3 m 7�! '�1.m/ 2 L.X/ define a inversa
de ˝ sendo '�1 2 Aut.P3/ a inversa da MCP '.

(i) Segue de forma direta ao aplicar ' (respectivamente, '�1) na igualdade ` \m D ;
(respectivamente, '.`/ \ '.m/ D ;).
(ii) Observe que:

m1 2 ˝.L`.X// () m1 D '.m/ para algum m 2 L`.X/
`\m¤;() m1 \ '.`/ ¤ ;
`1D'.`/() m1 \ `1 ¤ ;
() m1 2 L`1

.X1/:

Corolário 1.19. Superfícies projetivamente equivalentes possuem a mesma quantidade
de retas.

Demonstração. Segue da definição de projetivamente equivalentes e da Proposição 1.37.

Corolário 1.20. Superfícies projetivamente equivalentes possuem a mesma quantidade
de retas duas a duas disjuntas.

Demonstração. Basta aplicar o Corolário 1.19 e o item (ii) da Proposição 1.37.
98Visto que todo MCP preserva variedades lineares projetivas. De fato, se ' 2 Aut.P3/ for determinada por

T 2 Iso.C4/ e� D P.W / é uma variedade linear projetiva, então '.�/ D P.T .W //.
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1.3.2 Teorema da dimensão das fibras
A seguir colocamos o enunciado do Teorema da dimensão das fibras (que iremos denomi-
nar também porTDF) e iremos discutir alguns exemplos calculando a dimensão das assim
denominadas fibras f �1.y/, de um dado morfismo f W X �! Y . Por simplicidade fa-
remos a demonstração no caso em que X e Y são variedades afins, mas que o resultado
também é válido para variedades quase projetivas como indicado a seguir.

Teorema 1.7. .TDF/ Se X e Y são variedades quase projetivas e f W X �! Y um
morfismo dominante, então

.i/ dimY ⩽ dimX .

.ii/ Para todo y 2 Im.f / e Z � f �1.y/ componente irredutível de f �1.y/, verifica-
-se que dimZ ⩾ dimX � dimY .

.iii/ Existe U � Y aberto não vazio tal que

dimf �1.y/ D dimX � dimY; 8y 2 U:

ATENÇÃO: Toda variedade quase afim pode ser considerada como uma variedade quase
projetiva (via o homemorfismo '0 cf. Proposição 1.25), visto que, se Y é uma variedade

quase afim em A
n
K
; então Y D Y1 \ V sendo Y1 fechado em A

n
K
e V

ab
� A

n
K
. Assim, ao

considerarmos o homeomorfismo

'�10 W A
n
K

�! U0 dado por .b1; : : : ; bn/ 7�! Œ1 W b1; : : : ; bn�;

obtemos W D '�10 .V / aberto de U0 (logo W é aberto de P
n
K
) e X1 D '�10 .Y1/ fechado

de U0, ou seja, X1 D X \ U0 sendo X fechado em P
n
K
. Logo,

'�10 .Y / D '�10 .Y1/ \ '�10 .V / D X1 \W D .X \ U0/ \W D X \W:

De onde concluímos que '�10 .Y / é uma variedade quase projetiva em P
n
K
.

Exemplo 1.83. Considere f W A
2
R

�! A
3
R
dado por .a; b/ 7�! .a; b; ab/.

Observe que f é ummorfismo tal que Im.f / D Z.z�xy/. Assim, f não é dominante.
Agora, g W A

2
R

�! Z.z � xy/ � A
3
R
definida por g.p/ D f .p/ é uma bijeção, logo g é

dominante e para todo q 2 Im.g/ tem-se que dimg�1.q/ D 0.

Exemplo 1.84. Considere o morfismo f W A
2 �! A

2 dado por .a; b/ 7�! .b; ab/.
Note que:

� f é dominante.
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Vamos mostrar que Im.f / D
D .A2 � Z.x//

Sf.0; 0/g � .0; 0/

A
2

Z.x/

Observe que: .0; y/ 2 Im.f / () 9 .a; b/ 2 A
2 tal que f .a; b/ D .b; ab/ D .0; y/.

Logo, b D 0 e y D 0, ou seja, Im.f / \ Z.x/ D f.0; 0/g. Agora, se considerarmos
.u; v/ 2 A

2 � Z.x/ verifica-se que f
�
v
u
; u
�

D .u; v/. Portanto,

Im.f / D .A2 � Z.x//
[

f.0; 0/g H) Im.f / D A
2:

� Vamos determinar as fibras de f (ou seja, f �1.u; v/).
Sabemos que f

�
b
a
; a
�

D .a; b/ se, a ¤ 0 e que f .a; 0/ D .0; 0/ para todo a 2 C.
Logo,

f �1.u; v/ D

8
ˆ̂<
ˆ̂:

n�v
u
; u
�o
; se u ¤ 0

Z.y/; se u D v D 0

;; se u D 0; v ¤ 0:

Neste exemplo as fibras são irredutíveis tais que dimf �1.0; 0/ D 1 e dim f �1.u; v/ D 0
se u ¤ 0. Além disso, no aberto U D A

2 � Z.x/ verifica-se que

dimf �1.u; v/ D dimA
2 � dimA

2 D 0 8 .u; v/ 2 U:

Exercício 1.84. Considere f W A
3
R

�! Z.x3/ � A
3
R
dada por .a; b; c/ 7�! .ab; bc; 0/.

(a) f é dominante?
(b) Existe U aberto não vazio de Z.x3/ tal que dimf �1.q/ D 1; 8 q 2 U ?

Preliminares para prova do item (i) do TDF

Lema 1.21. Sejam k um corpo e A;B domínios de integridade que são k-álgebras. Se
 W B �! A for um homomorfismo de k-álgebras injetor, então

 1 W Frac.B/ �! Frac.A/ dado por
b

s
7�!  .b/

 .s/

também é um homomorfismo de k-álgebras injetor. Ou seja, obtemos uma extensão de
corpos Frac.B/ Frac.A/:

Demonstração. Deixamos a cargo do leitor a verificação de que  1 está bem definida e é
um homomorfismo de anéis. Observe que:
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�  1 é um homomorfismo de k-álgebras.
Sejam 'A W k �! A e 'B W k �! B os homomorfismos de anéis que definem a

estrutura de k-álgebra em A e B . Então

f'A W K �! Frac.A/ e f'B W K �! Frac.B/

� 7�! 'A.�/

1A
� 7�! 'B.�/

1B

são os homomorfismo de anéis que definem a estrutura de k-álgebra em Frac.A/ e Frac.B/.
Lembre que  ı 'B D 'A; visto que  é um homomorfismo de k-álgebras. Ou seja, é
comutativo o seguinte diagrama

B A

k

 

'A
'B

Assim, temos que
 1 ı f'B.�/ D  1

�
'B.�/

1B

�
D  .'B.�//

 .1B/
D 'A.�/

1A
D f'A.�/; 8 � 2 k:

�  1 é injetora.

Considere
b

s
2 ker. 1/. Assim,

 1

�
b

s

�
D 0

1A
()  .b/

 .s/
D 0

1A
()  .b/ D 0

 inj:H) b D 0 H) b

s
D 0

1B
2 Frac.B/:

Demonstração do item (i) do TDF

Demonstração. Sejam X , Y variedades afins e f W X �! Y um morfismo dominante.
Nosso objetivo é mostrar que dimY ⩽ dimX .

Segue da Proposição 1.33 que f � W A.Y / �! A.X/ é injetor. Portanto, f � W
A.Y / �! A.X/ é um homomorfismo injetor deK-álgebras. Assim, a partir do Lema 1.21
obtemos as extensões de corpos

K Frac.A.Y // Frac.A.X//:

Segue da definição de grau de transcendência que

trdegKFrac.A.Y // ⩽ trdegKFrac.A.X//:

Agora, a partir do Lema 1.16, segue que

dim
Krull
A.Y / D trdegKFrac.A.Y // ⩽ trdegKFrac.A.X// D dim

Krull
A.X/:

Por outro lado, a Proposição 1.10 nos garante que dim
Krull
A.Y / D dimY e dim

Krull
A.X/ D

dimX . Portanto, dimY ⩽ dimX .
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Preliminares para prova dos itens (ii) e (iii) do TDF

Vamos começar fazendo algumas observações e introduzindo algumas notações e defini-
ções. Considere Z e X variedades afins em A

n
K
.

(i) Sejam f 2 KŒx1; : : : ; xn� e I ideal, defina

ZX .f / WD
n
x 2 X jf .x/ D 0

o
D X \ Z.f /:

ZX .I / WD
n
x 2 X jf .x/ D 0; 8f 2 I

o
D X \ Z.I /:

(ii) Se Z � X; então I.X/ � I.Z/. Assim, pela correspondência entre V.I.X// e
Spec.A.X// dada por p 7�! p D fa 2 A.X/ja 2 pg, obtemos o ideal I.Z/ o qual
denotaremos por IX .Z/. Ou seja,

IX .Z/ WD I.Z/ D
n
g 2 A.X/jg 2 I.Z/

o
2 Spec.A.X//:

(iii) Se Z � X então 	 W A.X/ �! A.Z/ dada por g 7�! gC I.Z/ está bem definida
e é um homomorfismo de K-álgebras sobrejetor. Além disso, o núcleo de 	 é dado
por

ker.	/ D
n
g 2 A.X/jg 2 I.Z/

o
D I.Z/ D IX .Z/:

Portanto,
A.X/

IX .Z/
Š A.Z/:

(iv) Se Z � X então definimos a codimensão de Z em X por

codimXZ WD dimX � dimZ:

(v) Se W � Z � X são conjuntos algébricos, então

codimXW D codimZW C codimXZ (1.55)

Teorema 1.8 (Teorema do ideal principal de Krull). Sejam A um anel noetheriano e x 2
A � f0g não invertível. Então todo ideal primo minimal dentre os que contém x possui
altura igual a um.

Demonstração. Veja a seção (12.I), p. 77 em Matsumura (1970).

Proposição 1.38. Sejam Z � X variedades afins. Então

codimXZ D 1 () 9 f ¤ 0 em A.X/ não invertível tal que
Z é componente irredutível de ZX .f/.
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Demonstração. H) Como codimXZ D 1 então Z � X . Assim,

I.X/ � I.Z/ H) IX .Z/ D I.Z/ 2 Spec.A.X// e IX .Z/ ¤ f0g:

Assim, podemos escolher f ¤ 0 em IX .Z/. Note que
� f não é invertível, visto que IX .Z/ é um ideal primo de A.X/.

� ZX .f/ � X .99

� Z � ZX .f/ � X .
De fato, como f 2 IX .Z/ D I.Z/, segue-se que f 2 I.Z/. Assim,

Z � Z.f/
\XH)
Z�X

Z � Z.f/ \X D ZX .f/:

A seguir, assuma que ZX .f/ D Z1 [ � � � [ Zk ; sendo Z1; : : : ; Zk as componentes
irredutíveis de ZX .f/. Como Z é irredutível e Z � ZX .f/ existe i 2 f1; : : : ; kg tal que
Z � Zi . Assim, temos que

Z � Zi � ZX .f/ � X H) dimZ ⩽ dimZi ⩽ dimZX .f/
Ex:1:26
< dimX: (1.56)

Agora, como codimXZ D dimX � dimZ D 1, a partir de (1.56) concluímos que

dimZ ⩽ dimZi ⩽ dimZX .f/ < dimZ C 1 H) dimZ D dimZi D dimZX .f/:

Tendo em consideração que Z � Zi e Zi é irredutível, (cf. Exercício 1.28) segue que
Z D Zi . Portanto, Z é uma componente irredutível de ZX .f/.

(H Considere f ¤ 0 em A.X/ não invertível. Seja Z uma componente irredutível de
ZX .f/. Assim, temos

Z � ZX .f/ D Z.f/ \X H) Z � Z.f/ H) f 2 I.Z/ H) f 2 IX .Z/ 2 Spec.A.X//:

Queremos mostrar que IX .Z/ é um primo minimal dentre os que contêm f. Considere q
ideal primo contendo I.X/ tal que

f 2 q � IX .Z/ D I.Z/:

De fato, f 2 q (visto que f D a com a 2 q, logo f� a 2 I.X/ � q) e q � I.Z/. Assim,

f 2 q � I.Z/ H) Z � Z.q/ � Z.f/
\XH) Z �

fech: irred:‚ …„ ƒ
ZX .q/ D Z.q/ � ZX .f/ H) Z D Z.q/:

(visto que Z é componente irredutível de ZX .f/). Assim, I.Z/ D q, de onde concluí-
mos que IX .Z/ D I.Z/ D q. Portanto, IX .Z/ é um ideal primo de A.X/ minimal

99Se ZX .f/ D X então Z.f/\X D X . Logo,X � Z.f/ que implica em f 2 I.X/, ou seja, f D 0, o que
é absurdo.
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entre os ideais primos que contêm f. Segue do Teorema do ideal principal de Krull (cf.
Teorema 1.8) que ht.IX .Z// D 1.

Para finalizar, observe que

dimZ D dim
Krull
A.Z/

isom:D dim
Krull

A.X/

IX .Z/
Lema 1:5D dim

Krull
A.X/ � ht.IX .Z//

D dimX � 1:
Portanto, codimXZ D 1.

Corolário 1.21. Sejam Z e X variedades afins tais que Z � X . Se codimXZ D r ⩾ 1,
então existe uma cadeia de variedades afins

Zr D Z � Zr�1 � � � � � Z2 � Z1 � X

tais que codimXZi D i para cada i 2 f1; : : : ; rg.
Demonstração. Faremos por indução em r .
r D 1 O resultado segue visto que Z1 D Z � X e codimXZ1 D 1.

H. I.: r D k Se W e Y são variedades afins tais que W � Y e codimYW D k ⩾ 1,
então existe uma cadeia de variedades afins

Wk D W � Wk�1 � � � � � W2 � W1 � Y

tais que codimYWi D i para cada i 2 f1; : : : ; kg.
Tese: r D k C 1 Sejam Z � X variedades afins tais que codimXZ D k C 1 ⩾ 1.

Como Z � X , tem-se que I.X/ � I.Z/. Desse modo podemos escolher f 2 I.Z/-
� I.X/. Observe que:

� f ¤ 0 em A.X/ (visto que f 62 I.X/). Além disso, f não é invertível.100

� Z � Z.f/ (visto que f 2 I.Z/).

� Existe W componente irredutível de ZX .f/ contendo Z.
De fato, se ZX .f/ D W1 [ � � � [W`; sendo W1; : : : ; W` as componentes irredutíveis

de ZX .f/. Como Z é um subconjunto irredutível de ZX .f/, segue-se que Z � Wj para
algum j 2 f1; : : : ; `g. Considere W WD Wj .

Segue da Proposição 1.38 que codimXW D 1. Assim temos Z � W � X e segue de
(1.55) que

codimXZ D codimWZCcodimXW () kC1 D codimWZC1 H) codimWZ D k:

100Suponha, por absurdo, que f 2 A.X/ é invertível, logo existe h 2 A.X/ tal que fh D 1, o que implica em
fh� 1 2 I.X/ � I.Z/. Agora, como f 2 I.Z/ segue-se que 1 2 I.Z/, o que é absurdo.
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Assim, segue da hipótese de indução (H.I.) que existe uma cadeia de variedades afins

Yk D Z � Yk�1 � � � � � Y2 � Y1 � W (1.57)

tais que codimW Yi D i para cada i 2 f1; : : : ; kg.
Entretanto a partir de (1.57) obtemos a cadeia de variedades afins

ZkC1 D Z � Zk WD Yk�1 � � � � � Z2 WD Y1 � Z1 WD W � X

tais que codimXZi D i para cada i 2 f1; : : : ; kC1g, visto que codimXZ1 D codimXW D
1 e para i ⩾ 2 tem-se que

codimXZi D codimXZ1 C codimZ1
Zi D codimXW C codimW Yi�1 D 1C i � 1 D i:

Corolário 1.22. ConsidereX uma variedade afim e f1; : : : ; fr 2 A.X/ tais queZX .f1; : : : ; fr / ¤
;. Se Z é uma componente irredutível de ZX .f1; : : : ; fr /; então codimXZ ⩽ r .

Demonstração. Faremos indução em r .

r D 1 Neste caso, Z é uma componente irredutível de ZX .f1/ D Z.f1/\X . Note que:
� Se f1 D 0; então Z D X . Logo, codimXZ D 0 ⩽ r D 1.

De fato, se f1 D 0 então f1 2 I.X/. Logo X � Z.f1/ e Z
comp:

� ZX .f1/ D X .
Portanto, Z D X e codimXZ D 0 ⩽ r D 1.
� Se f1 2 A.X/ é invertível então ZX .f1/ D ;.

Se f1 2 A.X/ é invertível então existe h 2 A.X/ tal que f1 � h D 1, o que implica em
f1 � h � 1 2 I.X/. Logo,

X � Z.f1 � h � 1/ Z.f1/\H) ZX .f1/ � Z.f1/ \ Z.f1 � h � 1/ D ; H) ZX .f1/ D ;:

� Se f1 2 A.X/ é não nulo e não é invertível, então codimXZ D 1 ⩽ r D 1 (conforme
Proposição 1.38).

H. I.: r D k ConsidereX uma variedade afim e f1; : : : ; fk 2 A.X/ tais queZX .f1; : : : ; fk/ ¤
;. Então toda componente irredutível Z de ZX .f1; : : : ; fk/ satisfaz codimXZ ⩽ k.

Tese: r D k C 1 SejaX uma variedade afim e f1; : : : ; fkC1 2 A.X/ tais queZX .f1; : : : ; fkC1/ ¤
;. Considere Z componente irredutível de ZX .f1; : : : ; fkC1/. Assim,

Z � ZX .f1; : : : ; fkC1/ D ZX .f1/\� � �\ZX .fkC1/ H) Z � ZX .fi /; 8 i 2 f1; : : : ; kC1g:

De fato, como Z � ZX .f1/ e Z é irredutível, existe Y � ZX .f1/ componente irredutível
contendo Z.

Afirmação 1: codimXY ⩽ 1.



138 1. Fundamentos de Geometria Algébrica Clássica

Segue do caso r D 1 (na indução), visto que Y é componente irredutível de ZX .f1/.
Com isso concluímos a prova da Afirmação 1.

Por outro lado, observe que Y é uma variedade afim contida emX e f1 2 I.Y /. Assim,
podemos considerar o homomorfismo de K-álgebras sobrejetor

	 W A.X/ �! A.Y / dado por h 7�! h C I.Y / WDeh

Considere ef2; : : : ; gfkC1 2 A.Y / e observe que

Z � ZX .f1/ \ Z.f2; : : : ; fkC1/
Y \H) Z � Y \ Z.f2; : : : ; fkC1/:

De fato,
Z � Y \ Z.f2; : : : ; fkC1/ � ZX .f1; f2; : : : fkC1/

Afirmação 2: Z é componente irredutível de ZY .f2; : : : ; fkC1/ D Y \ Z.f2; : : : ; fkC1/.

De fato, assuma que

ZY .f2; : : : ; fkC1/ D W1 [ � � � [Ws e ZX .f1; : : : ; fkC1/ D Z [Z1 [ � � � [Zt
sendo W1; : : : ; Ws as componentes irredutíveis de ZY .f2; : : : ; fkC1/ tais que Wi 6� Wj
sempre que i ¤ j , eZ0 D Z;Z1; : : : ; Zt as componentes irredutíveis deZX .f1; : : : ; fkC1/
tais que Zi 6� Zj para todo i ¤ j .

Como Z é irredutível e Z � ZY .f2; : : : ; fkC1/ segue que existe i 2 f1; : : : ; sg tal
que Z � Wi . Analogamente, como Wi é irredutível e Wi � ZX .f1; : : : ; fkC1/ segue que
Wi � Z ou Wi � Zj para algum j 2 f1; : : : ; tg. Portanto,101 Z D Wi .

Assim temos queZ é componente irredutível deZY .f2; : : : ; fkC1/. Segue da hipótese
de indução (H. I.) que codimYZ ⩽ k. Visto que Z � Y � X , segue de (1.55) que

codimXZ D codimYZ C codimXY
Af:1H) codimXZ ⩽ k C 1:

Corolário 1.23. Sejam Z � X variedades afins. Se codimXZ D r ⩾ 1, então existem
f1; : : : ; fr 2 A.X/ tais que Z é uma componente irredutível de ZX .f1; : : : ; fr / e toda
componente irredutível de ZX .f1; : : : ; fr / tem codimensão r em X .

Demonstração. Faremos indução em r .

r D 1 Neste caso, temos Z � X variedades afins tais que codimXZ D 1. Segue
da Proposição 1.38 que existe f ¤ 0 em A.X/ não invertível tal que Z é componente
irredutível de ZX .f/. Além disso, a mesma proposição nos garante que toda componente
irredutível de ZX .f/ tem codimensão 1 em X .
101Do contrário, teríamos queWi � Zj para algum j 2 f1; : : : ; tg, o que implica em Z � Wi � Zj ; o

que é absurdo.
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H. I.: Sejam Z � X variedades afins tais que codimXZ D j; com 2 ⩽ j ⩽ r . Então
existem f1; : : : ; fj 2 A.X/ tais que Z é uma componente irredutível de ZX .f1; : : : ; fj /, e
toda componente irredutível de ZX .f1; : : : ; fj / tem codimensão j em X .

Tese: Sejam Z � X variedades afins tais que codimXZ D r C 1.

Como codimXZ D r C 1 ⩾ 1 segue do Corolário 1.21 que existe uma cadeia de
variedades afins

ZrC1 D Z � Zr � � � � � Z2 � Z1 � X

tais que codimXZi D i; para cada i 2 f1; : : : ; r C 1g.
Observe que ZrC1 D Z � Zr � X . Assim, codimXZ D codimXZr C codimZr

Z;
ou seja,

r C 1 D r C codimZr
Z H) codimZr

Z D 1: (1.58)

Agora, como codimXZr D r segue da hipótese de indução (H.I.) que existem q1; : : : ; qr 2
A.X/ tais que Zr é uma componente irredutível de ZX .q1; : : : ; qr /; e toda componente
irredutível de ZX .q1; : : : ; qr / tem codimensão r em X .

Assuma queZX .q1; : : : ; qr / D Y1[� � �[Y`; sendo Y1 D Zr ; : : : ; Y` as componentes
irredutíveis de ZX .q1; : : : ; qr / tais que Yi 6� Yj para todo i ¤ j . Note que

ZrC1 D Z � Zr D Y1 H) dimZ < dimY1
H) dimZ < dimY1 D dimX � codimXY1
H) dimZ < dimY1 D dimX � r:

Afirmação 1: Para todo j 2 f1; : : : ; `g verifica-se que Yj 6� Z.
De fato, suponha que existe j 2 f1; : : : ; `g tal que Yj � Z. Se j D 1 segue que Y1 �

Z sendo que Z � Y1; o que é absurdo. Agora, se j ⩾ 2 concluímos que Yj � Z � Y1
com j ¤ 1 (Absurdo, visto que Yi 6� Yj para todo i ¤ j ).

Segue da Afirmação 1 que I.Z/ 6� I.Yj /; para todo j 2 f1; : : : ; `g. De onde concluí-
mos que IX .Z/ 6� IX .Yj / para todo j 2 f1; : : : ; `g. Sendo IX .Yj / ideais primos para
todo j 2 f1; : : : ; `g, concluímos que102

IX .Z/ 6�
[̀

jD1
IX .Yj /:

Assim, podemos escolher qrC1 2 IX .Z/ (mais precisamente qrC1 2 I.Z/) tal que
qrC1 62 IX .Yj / para todo j 2 f1; : : : ; `g.
Afirmação 2: Z é uma componente irredutível de ZY1

.qrC1/ D Z.qrC1/ \ Y1 tal que
codimY1

Z D 1.
102Sejam A um anel comutativo com unidade, p1,…, p` ideais primos de A. Se I é um ideal de A tal que
I �

S`
j D1 pj então I � pj para algum j 2 f1; : : : ; `g (cf. Proposição 1.11, p. 8 em Atiyah e Macdonald

(1969))
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Assuma que, ZY1
.qrC1/ D W1 [ � � � [Wt sendo W1; : : : ; Wt as componentes irredu-

tíveis de ZY1
.qrC1/ tais que Wi 6� Wj para todo i ¤ j .

Como Z � Y1 e qrC1 2 I.Z/ segue-se que Z � ZY1
.qrC1/. Sendo Z irredutível

concluímos que existe i 2 f1; : : : ; tg tal que Z � Wi . Por outro lado, tendo em consi-
deração que qrC1 62 I.Y1/ (caso contrário, qrC1 2 IX .Y1/) e qrC1 C I.Y1/ WD gqrC1
não é invertível em A.Y1/

103, segue da Proposição 1.38 que codimY1
Wj D 1 para todo

j 2 f1; : : : ; tg. Visto que Z � Wi � Y1, podemos concluir que

codimY1
Z D codimWi

Z C codimY1
Wi

.1:58/()
Y1DZr

codimWi
Z D 0 () dimZ D dimWi :

Assim, temos Z � Wi , dimZ D dimWi e Wi irredutível. Portanto, Z D Wi . Logo, Z é
uma componente irredutível de ZY1

.qrC1/ D Z.qrC1/ \ Y1 e codimY1
Z D 1.

Lembre queZX .q1; : : : ; qr / D Y1[� � �[Y`; sendo Y1 D Zr ; : : : ; Y` as componentes
irredutíveis de ZX .q1; : : : ; qr / tais que Yi 6� Yj para todo i ¤ j .

Assim, hq1; : : : ; qri � I.Y1/ \ � � � \ I.Y`/. Portanto, qrC1 62 hq1; : : : ; qri.
Afirmação 3: SeW é uma componente irredutível deZX .q1; : : : ; qr ; qrC1/, então codimXW D
r C 1.

O Corolário 1.22 nos garante que codimXW ⩽ r C 1. A seguir mostraremos que
codimXW ⩾ r C 1.

Observe que W � ZX .q1; : : : ; qr ; qrC1/ D ZX .q1; : : : ; qr / \ ZX .qrC1/. Assim,

W � ZX .q1; : : : ; qr / D
Comp: irred:‚ …„ ƒ
Y1 [ � � � [ Y` com codimXYj D r; 8 j:

Logo, W � Y� para algum � 2 f1; : : : ; `g. Portanto,
W � Y� \ ZX .qrC1/ D ZY�

.qrC1/:

Sendo W irredutível, existe W� � ZY�
.qrC1/ componente irredutível contendo W . As-

sim, W � W� � Y� � X , implica em

codimXW� D codimY�
W� C codimXY� H) codimXW� D 1C r:

Como W � W� segue que r C 1 D codimXW� ⩽ codimXW .

Afirmação 4: Z é uma componente irredutível de ZX .h1; : : : ; hr ; qrC1/:
Observe que

ZX .q1; : : : ; qr ; qrC1/ D ZX .q1; : : : ; qr / \ ZX .qrC1/

D
Comp: irred:‚ …„ ƒ

.Y1 [ � � � [ Y`/\ZX .qrC1/
D .Y1 \ ZX .qrC1// [ � � � [ .Y` \ ZX .qrC1//;

103Suponha que q̃rC1 é invertível em A.Y1/. Logo existeeh 2 A.Y1/ tal que q̃rC1 �eh D e1, o que implica
em qrC1 � h� 1 2 I.Y1/ � I.Z/. Agora, como qrC1 2 I.Z/ segue-se que 1 2 I.Z/, o que é absurdo.
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e segue da Afirmação 2 que é Z é uma componente irredutível de Y1 \ ZX .qrC1/. As-
sim, Z � ZX .q1; : : : ; qr ; qrC1/. Tendo em consideração que Z irredutível, existe W �
ZX .q1; : : : ; qr ; qrC1/ componente irredutível contendo Z.

Agora a partir daAfirmação 3 temos que codimXW D rC1 e por hipótese codimXZ D
rC1. Portanto, dimZ D dimW . Entretanto, aZ está contida na componente irredutível
W , o que implica em Z D W .

Demonstração do item (ii) do TDF

Demonstração. Seja f W X �! Y um morfismo dominante entre variedades afins. A se-
guir mostraremos que todo y 2 Im.f / eZ � f �1.y/ componente irredutível de f �1.y/,
verifica-se que dimZ ⩾ dimX � dimY .

Segue do item (i) do Teorema 1.7 (TDF) que dimX � dimY ⩾ 0.

Afirmação: Sejam r D dimX � dimY e W � Y fechado irredutível. Se Z é uma
componente irredutível de f �1.W /; tal que f .Z/ D W , então dimZ ⩾ dimW C r:

De fato, seja s D codimYW . Segue do Corolário 1.23 que existem f1; : : : ; fs 2 A.Y / tais
que W é uma componente irredutível de ZY .f1; : : : ; fs/.

A seguir considere o homomorfismo de K-álgebras
A.Y /

Š

O.Y /

A.X/

Š

O.X/
f �

dada por  7�!  ı f:

Seja gi D f �.fi / para i D 1; : : : ; s (lembre que fi 2 A.Y / determina a função regular
y

fi7�! fi .y/). Agora, sendo Z componente irredutível de f �1.W / temos que

f .Z/ � W � ZY .f1; : : : ; fs/ D Y \ Z.f1; : : : ; fs/ H) Z � f �1.ZY .f1; : : : ; fs//:

Entretanto, f �1.ZY .f1; : : : ; fs// D X \ Z.g1; : : : ; gs/ D ZX .g1; : : : ; gs/. Assim, Z �
ZX .g1; : : : ; gs/. Tendo em conta que Z é irredutível, segue que existe Z0 componente
irredutível de ZX .g1; : : : ; gs/ contendo Z. Assim,

Z � Z0 � ZX .g1; : : : ; gs/ H) f .Z/ � f .Z0/ � f .ZX .g1; : : : ; gs//

H) f .Z/ � f .Z0/ � f .ZX .g1; : : : ; gs//

H) f .Z/ D W � f .Z0/ � ZY .f1; : : : ; fs/
.�/H) f .Z/ D W D f .Z0/ .W é comp. irred./

.�/ Z0 irredutível H) f .Z0/ irredutível H) f .Z0/ irredutível.
Assim,

f .Z0/ � W H) Z0 � f �1.W /
Z�Z0H) Z � Z0 � f �1.W /

ZH)
comp:irred:

Z D Z0
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Observe que se f .Z/ D W; então dimZ ⩾ dimW C r .
Como Z0 é componente irredutível de ZX .g1; : : : ; gs/, segue do Corolário 1.22 que

codimXZ ⩽ s (Z D Z0). Para concluir, observe que

dimZ D dimX � codimXZ ⩾ dimX � s D r C dimY � codimYW D r C dimW:

Para finalizar, considerey 2 Im.f / eZ � f �1.y/ componente irredutível def �1.y/.
Vamos aplicar a afirmação acima escolhendo W D fyg; que é um fechado irredutível de
Y . Agora, note que

Z � f �1.y/ H) f .Z/ D fyg H) f .Z/ D fyg D fyg D W:

Portanto, dimZ ⩾ dimW C r
dimWD0H) dimZ ⩾ r D dimX � dimY:

Demonstração do item (iii) do TDF

Demonstração. Sejam X , Y variedades afins e f W X �! Y um morfismo dominante.
A seguir vamos mostrar que existe U � Y aberto não vazio tal que

dimf �1.y/ D dimX � dimY; 8y 2 U:

Usaremos as seguintes notações

K.Y / WD Frac.A.Y // e K.X/ WD Frac.A.X//

para indicar os corpos de frações de A.Y / e A.X/. Lembre que:
� O Lema 1.16 nos garante que dimX D trdegKK.X/ e dimY D trdegKK.Y /.
� Segue da Proposição 1.33 que f � W A.Y / �! A.X/ é um homomorfismo injetor de
K-álgebras. Assim, a partir do Lema 1.21, obtemos as extensões de corpos

K K.Y / K.X/:

Portanto, trdegKK.X/ D trdegK.Y /K.X/C trdegKK.Y /:
104 De onde concluímos que

trdegK.Y /K.X/ D dimX � dimY:

Assuma que X � A
m
K
e A.X/ D KŒx1; : : : ; xm�

I.X/
' KŒx1; : : : ; xm�; sendo xi D

xi C I.X/ 2 A.X/ para cada i . Assim, K.X/ D K.x1; : : : ; xm/,105 ou seja, K.X/ é
104Se L;L1 e L2 são corpos tais que L ,! L1 ,! L2. Então trdegLL2 D trdegL1

L2 C trdegLL1.
105Lembre que se k e L são corpos tais que k � L (ou seja, L é uma extensão de k) e � � L,

então k.� / denota o menor subcorpo de L contendo k e � . De fato, k.� / D
T

K2˙

K sendo ˙ D
f subcorpos de L contendo k e � g.
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gerado por f˛1 D x1; : : : ; ˛m D xmg sobre K
106. Assim, temos as extensões de corpos

K K.Y / K.X/ D K.˛1; : : : ; ˛m/:

Entretanto, observe que K.X/ D K.Y /.˛1; : : : ; ˛m/ visto que K.Y / é um subcorpo
de K.X/ contendo K e K.X/ D K.˛1; : : : ; ˛m/. Assim, f˛1; : : : ; ˛mg também é um
conjunto de geradores de K.X/ sobre K.Y /.

Nessas condições, podemos escolher ˇ � f˛1; : : : ; ˛mg base de transcendência de
K.X/ sobre K.Y /.107

Por simplicidade na demonstração, vamos assumir que ˇ D f˛1; : : : ; ˛rg. Logo,

r D trdegK.Y /K.X/ D dimX � dimY

e ˛i é algébrico sobre K.Y /.˛1; : : : ; ˛r / para todo i > r . Isto implica na existência de
polinômios não nulos hrC1.t/; : : : ; hm.t/ 2 K.Y /.˛1; : : : ; ˛r /Œt � tais que hi .˛i / D 0
para todo i D r C 1; : : : ; m.

Note que podemos escrever cada hi .t/ na forma

hi .t/ D pi .t/
qi .t/

com pi .t/; qi .t/ 2 A.Y /Œ˛1; : : : ; ˛r �Œt � não nulos e pi .˛i / D 0:

A seguir, considere Pi 2 A.Y /Œt1; : : : ; tr ; t � satisfazendo a condição

Pi .˛1; : : : ; ˛r ; t / D pi .t/ 2 A.Y /Œ˛1; : : : ; ˛r �Œt �:

Ou seja, Pi é obtido a partir de pi .t/ ao substituir ˛i por ti no polinômio pi .t/.
ComoPi .t1; : : : ; tr ; t / é não nulo, ao considerarmos uma ordemno anelA.Y /Œt1; : : : ; tr ; t �,

podemos escolher gi 2 A.Y / � f0g, coeficiente líder de Pi . Assim, para todo i 2
fr C 1; : : : ; mg temos

Pi .t1; : : : ; tr ; t / D gimi C monômios de menor grau

Seja Yi D ZY .gi / para cada i 2 fr C 1; : : : ; mg e U D Y � .YrC1 [ � � � [ Ym/. Note que
� Yi � Y .108

� U é aberto não vazio de Y .
106Também tenha em mente que todo elemento de K.X/ pode ser pensado como um quociente da forma
p.˛1; : : : ; ˛m/

q.˛1; : : : ; ˛m/
com p; q 2 KŒx1; : : : ; xm�.

107Seja k ,! K uma extensão de corpos. Se� é um conjunto de geradores deK sobre k (isto é,K D k.� /)
e T � � é algebricamente independente sobre k, então existe uma base de transcendência ˇ deK sobre k tal
que T � ˇ � � . (Lembre que trdegkK D #ˇ )
108Suponha que Yi D Y . Logo, ZY .gi / D Y \ Z.gi / D Y que implica em Y � Z.gi /. De onde

concluímos que gi 2 I.Y /. Portanto, gi D 0; o que é absurdo.
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Sendo YrC1 [ � � � [ Ym uma união finita de fechados em Y; segue que U é aberto de
Y: Suponha que U D ;. Assim,

Y D YrC1 [ � � � [ Ym
YH)

irred:
Y D Yi ; para algum i 2 fr C 1; : : : ; mg; o que é absurdo.

� Para todo y 2 U verifica-se que dim f �1.y/ D r .

O item (ii) do Teorema da dimensão das fibras nos garante que dimf �1.y/ ⩾ r para
todo y 2 U . Assim, basta mostrar que dimf �1.y/ ⩽ r se y 2 U .

Considere y 2 U . Note que f �1.y/ é um subconjunto fechado de X e I.X/ �
I.f �1.y//. Logo, se � W f �1.y/ X é a inclusão, obtemos

�� W

A.X/

Š

O.X/

A.f �1.y//

Š

O.f �1.y// dada por  7�!  ı � D  j
f �1.y/

homomorfismo de K-álgebras sobrejetor. De fato, �� induz o isomorfismo

A.X/

IX .f �1.y//
Š A.f �1.y// () KŒ˛1; : : : ; ˛m�

IX .f �1.y//
Š A.f �1.y//:

SejaZy � f �1.y/ uma componente irredutível def �1.y/ tal que dimZy D dimf �1.y/.
De forma análoga, ao considerarmos a inclusão de Zy em X , obtemos o homomorfismo
de K-álgebras sobrejetor

A.X/ A.Zy/ dado por f 7�! f C I.Zy/ (ou  7�!  jZy
/:

Que induz o isomorfismo

A.X/

IX .Zy/
Š A.Zy/ () KŒ˛1; : : : ; ˛m�

IX .Zy/
Š A.Zy/:

Observe que ˛i D xi 7�! ęi WD xi C I.Zy/ 2 A.Zy/, logo
K.Zy/ D K. ę1; : : : ; f̨m/:

Por outro lado, para todo i 2 fr C 1; : : : ; mg temos
Pi .t1; : : : ; tr ; t / D gimi C monômios de menor grau

com gi 2 A.Y / e mi monômio nas variáveis t1; : : : ; tr ; t; tal que Pi .˛1; : : : ; ˛r ; t / D
pi .t/ 2 A.Y /Œ˛1; : : : ; ˛r �Œt �. Logo, Pi .˛1; : : : ; ˛r ; ˛i / D pi .˛i / D 0.

Observe que 0 D Pi .˛1; : : : ; ˛r ; ˛i / 2 A.Y /Œ˛1; : : : ; ˛r ; ˛i � para cada i 2 fr C
1; : : : ; mg. Assim, Pi .˛1; : : : ; ˛r ; ˛i / é uma expressão polinomial em ˛1; : : : ; ˛r ; ˛i com
coeficientes em A.Y /, ou se preferir, com coeficientes sendo funções regulares em Y .
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Portanto, ao calcularmos esses coeficientes (essas funções regulares) em y 2 U obte-
mos os polinômios não nulos .Pi /y 2 KŒt1; : : : ; tr ; t �

.Pi /y.t1; : : : ; tr ; t / D gi .y/„ƒ‚…
¤0

mi C monômios de menor grau

tais que .Pi /y.˛1; : : : ; ˛r ; ˛i / D 0. O que implica em que f˛1; : : : ; ˛r ; ˛ig são algebrica-
mente dependentes sobre K. Entretanto, ao restringir cada função regular ˛i à subvarie-
dade Zy � X , na expressão .Pi /y.˛1; : : : ; ˛r ; ˛i / D 0, concluímos que

.Pi /y. ę1; : : : ; ęr ; ęi / D 0:

Portanto, para cada i 2 fr C 1; : : : ; mg tem-se que f ę1; : : : ; ęr ; ęig é algebricamente de-
pendente sobreK. Como também, conclui-se que cada ˛i é algébrico sobreK. ę1; : : : ; ęr /,
para i > r . Portanto,K.Xy/ D K. ę1; : : : ; f̨m/ é uma extensão algébrica deK. ę1; : : : ; ęr /,
o que implica em trdegK.f̨1;:::;f̨r /

K.Xy/ D 0. Logo, a partir das extensões

K K. ę1; : : : ; ęr / K.Xy/ D K. ę1; : : : ; f̨m/

concluímos que dimXy ⩽ r , visto que

dimXy D trdegKK.Xy/ D trdegK.f̨1;:::;f̨r /
K.Xy/„ ƒ‚ …

D0

C trdegKK. ę1; : : : ; ęr /„ ƒ‚ …
⩽r

:

Lembre que r D dimX � dimY e Xy é uma componente irredutível de f �1.y/ tal que
dimXy D dimf �1.y/.

Assim, dim f �1.y/ ⩽ dimX � dimY; 8y 2 U . Para concluir, lembre que o item
(ii) do Teorema da dimensão da fibra nos garante que dimf �1.y/ ⩾ dimX � dimY para
todo y 2 Im.f /. Portanto,

dimf �1.y/ D dimX � dimY;

para todo y 2 U .

Sobre a imagem de um morfismo

Sabendo que todo morfismo é uma função contínua, então a imagem inversa de conjun-
tos algébricos projetivos (ou afins) é também um conjunto algébrico projetivo (afim). O
que podemos afirmar com relação a imagem direta de conjuntos algébricos projetivos (ou
afins)? Mais precisamente
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Pergunta

SejamX e Y conjuntos algébricos quase projetivos (ou quase afins) e f W X �! Y
ummorfismo. SeZ � X for um conjunto algébrico (ou seja, um fechado) podemos
concluir que f .Z/ é um conjunto algébrico?

Vamos analisar alguns exemplos.

Exemplo 1.85. Considere o morfismo f W A
2 �! A

1 dado por f .a; b/ D a e Z D
Z.xy � 1/ � A

2. Então f .Z/ D A
1 � f0g e f .Z/ não é um fechado em A

1; embora X
seja uma variedade afim.

ı
.a; a�1/

Z.xy � 1/

A
1 � f0g

�

Exemplo 1.86. Se X for uma variedade projetiva, Y � A
n
K
uma variedade quase afim e

f W X �! Y um morfismo dado por x 7�! .f1.x/; : : : ; fn.x//, ao considerarmos �i 2
O.Y / dada pela projeção na i -ésima coordenada, segue-se que �i ıf D fi 2 O.X/; 8 i .
Logo, fi é uma função constante (cf. Teorema 3.4, p. 18 em Hartshorne (1977)).

X Y

k

f

fi �i

Portanto, os únicosmorfismos que existem de uma variedade projetiva numa variedade
quase afim são as funções constantes, que são morfismos fechados.109

De fato, um resultado que generaliza o resultado que acabamos de comentar, é o se-
guinte.

109A imagem de um subconjunto fechado do domínio é um fechado no contradomínio.
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Proposição 1.39. SeX e Y são variedades projetivas e f W X �! Y um morfismo, então
f é um morfismo fechado.

Demonstração. Veja o Teorema 1.10, p. 57 em Shafarevich (1974).

A seguir vamos mostrar o que poderíamos pensar como uma “recíproca” da Proposi-
ção 1.39, sob a condição de que todas as fibras são irredutíveis e tem a mesma dimensão.

Proposição 1.40. Sejam X um conjunto algébrico projetivo, Y uma variedade projetiva
e f W X �! Y um morfismo fechado tal que f �1.y/ é irredutível de dimensão r para
todo y 2 Y . Então X é irredutível.

Demonstração. Assuma que X D X1 [ � � � [ Xk , sendo X1; : : : ; Xk as componentes
irredutíveis de X .

Como todas as fibras têm a mesma dimensão, segue que f é sobrejetora. Assim,

Y D f .X/ D f .X1/ [ � � � [ f .Xk/:
Agora, como f é contínua e fechada, segue que f .Xi / é um fechado irredutível de Y para
cada i . A irredutibilidade de Y nos garante que Y D f .Xj / para algum j 2 f1; : : : ; kg.

A seguir, para cada i 2 f1; : : : ; kg considere fi W Xi �! Y o morfismo restrição de
f a Xi . A partir de cada fi vamos determinar um aberto não vazio Ui de Y , da seguinte
forma

• Se f .Xi / � Y; então considere Ui D Y � f .Xi /.
• Se f .Xi / D Y; então fi é sobrejetora e o Teorema da dimensão das fibras nos
garante a existência de aberto não vazio Ui de Y tal que

dimf �1i .y/ D dimXi � dimY; 8y 2 Ui : (1.59)

Como Y é irredutível, podemos considerar o aberto não vazio U D U1 \ � � � \ Uk de Y .
A seguir, considere u 2 U e observe que

f �1.u/ � X D X1 [ � � � [Xk ; Xi � X componente irredutível 8 i:
Sendo f �1.y/ irredutível de dimensão r para todo y 2 Y , concluímos que existe ` 2
f1; : : : ; kg tal que f �1.u/ � X`.

Afirmação 1: f` W X` �! Y é sobrejetora.
Suponha, pelo absurdo, que f` não é sobrejetora. Neste caso, f .X`/ � Y .
Como f �1.u/ � X`; segue que u 2 f .X`/. Agora, u 2 U � U` D Y � f .X`/; o

que é absurdo.
Afirmação 2: X D X`.

Sendo f` sobrejetora f �1` .y/ ¤ ; para todo y 2 Y . Além disso, para todo y 2 Y
tem-se que

f �1` .y/ D
n
x 2 X`jf`.x/ D y

o
D
n
x 2 X`jf .x/ D y

o
D X` \ f �1.y/ � f �1.y/:
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Em particular, f �1
`
.u/ D f �1.u/ visto que f �1.u/ � X`: Como u 2 U � U` segue de

(1.59) que
r D dimf �1.u/ D dimf �1` .u/ D dimX` � dimY: (1.60)

Por outro lado, segue do Teorema da dimensão das fibras e (1.60) que

dimf �1` .y/ ⩾ dimX` � dimY D r; 8y 2 Y:

Entretanto, dimf �1
`
.y/ ⩽ r (pois f �1

`
.y/ � f �1.y/). Assim,

dimf �1` .y/ D dimf �1.y/ D r; 8y 2 Y:

Agora tendo em consideração que f �1
`
.y/ � f �1.y/ e f �1.y/ é irredutível, concluímos

que
f �1` .y/ D f �1.y/; 8y 2 Y H) X` D X;

visto que X` D S
y 2Y

f �1
`
.y/ D S

y 2Y
f �1.y/ D X . Logo, X é irredutível.

Proposição 1.41. Sejam X um conjunto algébrico projetivo, Y uma variedade projetiva
e f W X �! Y um morfismo tal que f �1.y/ é irredutível de dimensão r para todo
y 2 Y: Então existe uma componente irredutívelZ deX que é união de fibras de f e cuja
imagem é densa em Y . Além disso, dimZ D dimX .

Demonstração. Assuma que X D X1 [ � � � [ Xk ; sendo X1; : : : ; Xk as componentes
irredutíveis de X .

Como todas as fibras tem a mesma dimensão, segue que f é sobrejetora. Assim,

Y D f .X/ D f .X1/ [ � � � [ f .Xk/:

Além disso, f .Xi / é um fechado irredutível de Y para cada i , visto que f é contínua.
Assim temos,

Y D f .X1/ [ � � � [ f .Xk/:

A irredutibilidade de Y nos garante que Y D f .Xj / para algum j 2 f1; : : : ; kg.
A seguir, para cada i 2 f1; : : : ; kg considere o morfismo restrição fi W Xi �! Y e

seja Ui um aberto não vazio de Y , determinado da seguinte forma:

• Se f .Xi / � Y então considere Ui D Y � f .Xi /.

• Se f .Xi / D Y então fi é dominante e o Teorema da dimensão das fibras nos
garante a existência de aberto não vazio Ui de Y tal que

dimf �1i .y/ D dimXi � dimY; 8y 2 Ui : (1.61)
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Como Y é irredutível, podemos considerar o aberto não vazio U D U1 \ � � � \ Uk de Y .
A seguir, considere u 2 U e observe que

f �1.u/ � X D X1 [ � � � [Xk ; Xi � X componente irredutível 8 i:

Sendo f �1.y/ irredutível de dimensão r para todo y 2 Y , concluímos que existe ` 2
f1; : : : ; kg tal que f �1.u/ � X`.

Afirmação 1: f` W X` �! Y é dominante.
Suponha, pelo absurdo, que f` não é dominante. Neste caso, f .X`/ � Y:

Como f �1.u/ � X` segue que u 2 f .X`/ � f .X`/. Agora, u 2 U � U` D Y -
� f .X`/; o que é absurdo.
Afirmação 2: X` D S

y 2 Im.f`/

f �1.y/.

Observe que para todo y 2 Y tem-se que

f �1` .y/ D
n
x 2 X`jf`.x/ D y

o
D
n
x 2 X`jf .x/ D y

o
D X` \ f �1.y/ � f �1.y/:

Em particular, f �1
`
.u/ D f �1.u/ visto que f �1.u/ � X`: Como u 2 U � U` segue de

(1.61) que
r D dimf �1.u/ D dimf �1` .u/ D dimX` � dimY: (1.62)

Por outro lado, segue do Teorema da dimensão das fibras e (1.62) que

dimf �1` .y/ ⩾ dimX` � dimY D r; 8y 2 Im.f`/:

Entretanto, para todo y 2 Im.f`/, temos que dimf �1` .y/ ⩽ r (pois f �1
`
.y/ � f �1.y/).

Assim, dim f �1
`
.y/ D dimf �1.y/ D r para todo y 2 Im.f`/. Agora, tendo em conside-

ração que f �1
`
.y/ � f �1.y/ e f �1.y/ é irredutível, concluímos que

f �1` .y/ D f �1.y/; 8y 2 Im.f`/ H) X` D
[

y 2 Im.f`/

f �1` .y/ D
[

y 2 Im.f`/

f �1.y/:

Afirmação 3: dimX` D dimX .
Segue de (1.62) que dimX` D r C dimY . Por outro lado, segue do Teorema da

dimensão das fibras que existe um aberto não vazio V de Y tal que

r D dimf �1.y/ D dimX � dimY; 8y 2 V H) r D dimX � dimY:

Portanto, dimX` D dimX .



2 Toda superfície
contém retas?

Agora estamos munidos da linguagem e resultados básicos do universo da geometria al-
gébrica clássica que nos permitirão explorar, antes mesmo de nos debruçar na contagem,
a seguinte

Pergunta

Toda superfície no espaço projetivo complexo contém retas?

Para isso, a partir deste momento, vamos considerar nosso espaço ambiente como
sendo o espaço projetivo complexo P

3 D P
3
C
e, por simplicidade, assumir que S WD

CŒx; y; z; t � é o anel de coordenadas homogêneas de P
3:

Os principais pontos que abordaremos neste capítulo, que nos conduzirão na resposta
da questão previamente formulada, são

• Mostrar que o conjunto constituído pelas retas em P
3 pode ser identificado com

uma hipersuperfície de grau 2 em P
5, denominada quádrica de Plücker.

• Tendo em vista que uma superfície no espaço projetivo complexo é o conjunto dos
zeros de um polinômio em Sd , sendo d ⩾ 1 (e que um múltiplo escalar não nulo de
tal polinômio define a mesma superfície), é natural pensar nas superfícies de grau d
em P

3 como pontos em P .Sd /, a projetivização de Sd . Isso motiva a revisão dos
espaços projetivos P .V /; sendo V um espaço vetorial complexo de dimensão finita
mC1, no que se refere à topologia que utilizaremos (reflexo da topologia de Zariski
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no espaço projetivo P
m), como também o conceito de conjunto algébrico em P .V /

e sua dimensão.

• Após estabelecer a identificação deP .Sd / como espaço projetivoP
Nd sendoNd WD

dimSd �1 e sabendo que dispomos também da noção de conjunto algébrico no pro-
duto cartesiano de espaços projetivos, especificamente em P

Nd �P
5, introduzimos

os conjuntos algébricos e morfismos (essencialmente morfismos dados por projeção
numa das coordenadas) que utilizaremos no momento de aplicar o teorema da di-
mensão das fibras, para concluirmos que se X � P

3 é uma superfície de grau d ⩾ 1
e

L.X/ D
n
` � P

3j` é uma reta contida em X
o
;

então L.X/ ¤ ;; se d ⩽ 3. Como também concluímos que superfícies de grau
d ⩾ 4 nem sempre contêm retas (cf. Teorema 2.1).

Concluímos este capítulo, com um prelúdio para contagem de retas em superfícies não
singulares em P

3, onde serão apresentados resultados que são válidos para superfícies
não singulares de grau d ⩾ 3, o que possibilitará que o leitor compreenda uma dentre as
abordagens utilizadas para a contagem de retas em grau 4 (cf. Rams e Schütt (2015)), e
porque não, plausível de ser utilizada em grau d ⩾ 5. Por exemplo, consta nesse prelúdio,
que as retas numa superfície não singular X que são incidentes a uma reta prefixada ` � X,
podem ser contadas a partir dos planos H que contém a reta `. De fato, tais retas aparecem
como componentes irredutíveis de uma curva C; tal que H \ X D ` [ C , denominada
curva residual à reta ` no plano H.

2.1 Retas em P
3 e quádrica de Plücker

A seguir, mostraremos que ˙ WD f retas em P
3g está em bijeção com os pontos de uma

hipersuperfície não singular de grau 2 em P
5 (cf. Proposição 2.1).

Lema 2.1. Sejam˙ D f retas em P
3g eG2.C4/ é a 2-grassmanniana em C

4. Para cada
` 2 ˙ , considere C.`/ o cone afim1 sobre `.

Então
C W ˙ �! G2.C

4/; dada por ` 7�! C.`/;

é uma bijeção.

Demonstração. Observe que:

• C está bem definida.
Afirmação: Se ` é uma reta em P

3 tal que ` D P .W / para algum W 2 G2.C
4/,

então C.`/ D W:

1Se Y � P
n
K
é um conjunto algébrico projetivo, então o cone afim sobre Y é o conjunto algébrico afim dado

por C.Y / WD
n
.a0; : : : ; an/ 2 A

nC1
K
jŒa0 W : : : W an� 2 Y

oSn
.0; : : : ; 0/

o
.
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De fato, temos que ` D
n
Œw� 2 P

3jw 2 W � f.0; 0; 0; 0/g
o
. Ou seja, se considerar-

mos a D Œa0 W a1 W a2 W a3� 2 P
3 e Ea D .a0; a1; a2; a3/ 2 C

4 temos que

Ea 2 C.`/ � f.0; 0; 0; 0/g () a 2 ` () Ea 2 W � f.0; 0; 0; 0/g:

Portanto, a função C está bem definida.

• C é injetora. Deixamos a cargo do leitor.

• C é sobrejetora.

Dado W 2 G2.C4/, basta considerar ` D P .W / 2 ˙ .

Lema 2.2. A função ! W G2.C4/ �! P
5; dada por

Œu; v� 7�! Œw01 W w02 W w03 W w12 W w13 W w23�

sendo wij WD uivj � uj vi para 0 ⩽ i < j ⩽ 3, se u D .u0; u1; u2; u3/ e v D
.v0; v1; v2; v3/ é injetora e tem por imagem Q D Z.y0y5 � y1y4 C y2y3/.

Demonstração. Observe que:

• ! está bem definida.

Primeiro observe que sendo u D .u0; u1; u2; u3/ e v D .v0; v1; v2; v3/ linearmente
independentes, algum wi;j ¤ 0. Além disso, se u0 D .u00; u

0
1; u
0
2; u
0
3/ e v0 D

.v00; v
0
1; v
0
2; v
0
3/ são tais que Œu; v� D Œu0; v0� 2 G2.C4/, então existem ˛; ˇ; 
; ı 2 C

tais que

u D ˛ � u0 C ˇ � v0; v D 
 � u0 C ı � v0 com ˛ı � ˇ
 ¤ 0:

Ou seja, temos o sistema nas coordenadas dos vetores u; v; u0; v0

ui D ˛u0i C ˇv0i ; vi D 
u0i C ıv0i ; 8 i; j 2 f0; 1; 2; 3g:

Assim, para todo 0 ⩽ i < j ⩽ 3, temos que

wij D uivj � uj vi D .˛ı � ˇ
/.u0iv0j � u0j v0i / D .˛ı � ˇ
/w0ij :

Como ˛ı � ˇ
 ¤ 0; segue que !.Œu; v�/ D !.Œu0; v0�/. Portanto, ! está bem
definida.
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• Im.!/ D Q; sendo Q D Z.y0y5 � y1y4 C y2y3/.

� Todo elemento de Im.!/ é da forma !.�/; para algum � 2 G2.C
4/. Assim,

considere � D Œu; v� 2 G2.C
4/ sendo u D .u0; u1; u2; u3/ e v D .v0; v1; v2; v3/.

Então
!.�/ D Œw01 W w02 W w03 W w12 W w13 W w23�

sendo wij D uivj � uj vi para 0 ⩽ i < j ⩽ 3. Queremos mostrar que !.�/ 2
Q D Z.y0y5�y1y4Cy2y3/, ou seja, w01w23�w02w13Cw03w12 D 0. De fato,
note que

w01w23 D .u0v1 � u1v0/.u2v3 � u3v2/
D u0u2v1v3 � u0u3v1v2 � u1u2v0v3 C u1u3v0v2;

w02w13 D .u0v2 � u2v0/.u1v3 � u3v1/
D u0u1v2v3 � u0u3v1v2 � u1u2v0v3 C u2u3v0v1;

w03w12 D .u0v3 � u3v0/.u1v2 � u2v1/
D u0u1v2v3 � u0u2v1v3 � u1u3v0v2 C u2u3v0v1:

Assim, verifica-se que w01w23 � w02w13 C w03w12 D 0. Portanto, !.�/ 2 Q.

� Dado q D Œw01 W w02 W w03 W w12 W w13 W w23� 2 Q. Vamos determinar v1 e
v2 em C

4 linearmente independentes, tais que !.Œv1; v2�/ D q.
Considere u D .u0; u1; u2; u3/ e v D .v0; v1; v2; v3/ em C

4 e observe que:

v0u � u0v D .0;�w01;�w02;�w03/I
v1u � u1v D .w01; 0;�w12;�w13/I (2.1)
v2u � u2v D .w02;w12; 0;�w23/I
v3u � u3v D .w03;w13;�w23; 0/:

A seguir vamos considerar uma partição (ou estratificação) de P
5 que poderá ser

utilizada para a contagem de retas em superfícies, como veremos mais adiante. De
fato,

P
5 D V0 P[V1 P[V2 P[V3 P[V4 P[V5 sendo

V0 D P
5 � Z.y0/ V3 D Z.y0; y1; y2/ � Z.y3/

V1 D Z.y0/ � Z.y1/ V4 D Z.y0; y1; y2; y3/ � Z.y4/
V2 D Z.y0; y1/ � Z.y2/ V5 D fŒ0 W 0 W 0 W 0 W 0 W 1�g:

(2.2)

Assim, q D Œw01 W w02 W w03 W w12 W w13 W w23� 2 Q \ Vi para um único valor de
i 2 f0; : : : ; 5g. Vamos analisar cada possibilidade a seguir:

(i) q 2 V0, ou seja, w01 ¤ 0.
Neste caso, a partir de (2.1) obtemos os vetores linearmente independentes v1 D
.0;�w01;�w02;�w03/ e v2 D .w01; 0;�w12;�w13/. Consideremos o plano � D
Œv1; v2� 2 G2.C4/. Note que:
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!.�/ D Œw2
01 W w01w02 W w01w03 W w01w12 W w01w13 W w02w13 � w03w12�:

Como q 2 Q, então w02w13 � w03w12 D w01w23. Assim !.�/ D q.

(ii) q 2 V1, ou seja, w01 D 0 e w02 ¤ 0.
A partir de (2.1), obtemos os vetores L.I. v1 D .0; 0;�w02;�w03/ e
v2 D .w02;w12; 0;�w23/. Consideremos o plano � D Œv1; v2� 2 G2.C

4/. Note
que:

!.�/ D Œ0 W w2
02 W w02w03 W w02w12 W w03w12 W w02w23� D q;

visto que w03w12 D w02w13.

(iii) q 2 Vi com i 2 f2; 3; 4; 5g.
Nesses casos, a partir de (2.1) obtemos os vetores L.I.

q 2 V2 W v1 D .0; 0; 0;�w03/ e v2 D .w03;w13;w23; 0/
q 2 V3 W v1 D .0; 0;�w12;�w13/ e v2 D .0;w12; 0;�w23/
q 2 V4 W v1 D .0; 0; 0;�w13/ e v2 D .0;w13;w23; 0/
q 2 V5 W v1 D .0; 0; 1; 0/ e v2 D .0; 0; 0; 1/:

Deixamos como exercício a verificação de que !.Œv1; v2�/ D q.

Logo, Q � Im.!/. Portanto Q D Im.!/.

• ! é injetora.

Sejam � D Œu; v� e � 0 D Œu0; v0� em G2.C
4/ tais que !.�/ D !.� 0/ 2 Q � P

5.
Assim, wij D �w0ij para algum � 2 C não nulo e para todo 0 ⩽ i < j ⩽ 3.

Se wij D �w0ij ¤ 0, então

� D Œu; v�
D Œvi � u � ui � v; vj � u � uj � v�

D
�
1

�
.vi � u � ui � v/; 1

�
.vj � u � uj � v/

�

D Œv0i � u0 � u0i � v0; v0j � u0 � u0j � v0�
D Œu0; v0� D � 0

Portanto ! é uma bijeção entre G2.C4/ e Q D Z.y0y5 � y1y4 C y2y3/ � P
5.

Observação 2.1. A função !, definida no Lema 2.2, é denominada mergulho de Plücker
e Q D Z.y0y5 � y1y4 C y2y3/ � P

5 quádrica de Plücker.
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Exercício 2.1. Mostre que a quádrica de Plücker Q D Z.y0y5 � y1y4 C y2y3/ � P
5 é

não singular.

Proposição 2.1. O conjunto ˙ D f retas em P
3g está em bijeção com a quádrica de

Plücker Q D Z.y0y5 � y1y4 C y2y3/ � P
5.

Demonstração. Basta considerar a composta das bijeções C e ! nos Lemas 2.1 e 2.2.
Assim, `

	7�! !.C.`// define uma bijeção entre ˙ e quádrica de Plücker Q.

Observação 2.2. Se ` é uma reta em P
3; tal que ` D P .W / com W 2 G2.C

4/ gerado
pelos vetores u D .u0; u1; u2; u3/ e v D .v0; v1; v2; v3/. Então a bijeção 	 W ˙ �! Q é
dada por:

	.`/ D Œw01 W w02 W w03 W w12 W w13 W w23�; sendo wij D uivj � uj vi :

E neste caso, w01;w02;w03;w12;w13;w23 são denominadas coordenadas de Plücker da
reta `. Naturalmente, essas coordenadas não são únicas, pois são as coordenadas homo-
gêneas de um ponto em P

5.

Exemplo 2.1. Considere a reta ` D P .W / em P
3, sendo W 2 G2.C

4/ gerado pelos
vetores u D .1; 2; 3;�1/ e v D .2; 0; 3; 1/. Sabemos que 	.`/ é determinada pelos
menores 2 � 2 da matriz �

1 2 3 �1
2 0 3 1

�

Assim, 	.`/ D Œ�4 W �3 W 3 W 6 W 2 W 6� e �4;�3; 3; 6; 2; 6 são as coordenadas de Plücker
da reta `.

Exercício 2.2. Considere a reta ` D Z.x � 5y C t; z C t � 7y/ � P
3. Determine as

coordenadas de Plücker de `.

Exemplo 2.2. Considere q D Œ1 W 2 W 1 W 2 W 1 W 0� 2 Q D Z.y0y5�y1y4Cy2y3/ � P
5.

Vamos determinar a reta ` em P
3; tal que 	.`/ D q.

Como a primeira coordenada de q é não nula, podemos assumir que ` D P .W / e W
tem por base vetores da forma u D .1; 0; a; b/ e v D .0; 1; c; d/. Além disso, 	.`/ é
determinada pelos menores 2 � 2 da matriz

�
1 0 a b
0 1 c d

�

Assim, 	.`/ D Œ1 W c W d W �a W �b W ad � bc� D Œ1 W 2 W 1 W 2 W 1 W 0�. De onde
concluímos que

c D 2; d D 1; a D �2 e b D �1:
Portanto, ` D P .W /; sendo W D Œ.1; 0;�2;�1/; .0; 1; 2; 1/�:
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Sobre a dimensão de ˙ e G2.C4/

Por conta das bijeções C e !; temos que dim˙ D dimG2.C4/ D dimQ D 4, visto que
Q é uma hipersuperfície em P

5.

Uma forma mais intuitiva de enxergar que dim˙ D 4 é por meio do que os geôme-
tras algébricos denominam de contagem de parâmetros. Por exemplo, nós sabemos que
dimA

3 D 3; visto que todo ponto a 2 A
3 se representa por meio de três parâmetros,

digamos a1; a2 e a3 que são suas coordenadas, isto é, a D .a1; a2; a3/.
No caso projetivo, precisamos ser mais cuidadosos e fazermos a contagem de pa-

râmetros em abertos. Usualmente, no caso de subconjuntos de P
m se usa a cobertura

aberta fUigmiD0 sendo Ui D .Pm � Z.xi // Š A
m (cf. Proposição 1.25). Por exemplo,

dimP
2 D 2 pois no aberto U0 todo ponto se representa de forma única utilizando dois

parâmetros.2

Retornando ao caso das retas em P
3. Como aparecem os 4 parâmetros?

Se ` 2 ˙ é tal que ` D P .W / com W 2 G2.C
4/ gerado pelos vetores u D

.u0; u1; u2; u3/ e v D .v0; v1; v2; v3/, então 	.`/ é determinada pelos menores 2 � 2
da matriz �

u0 u1 u2 u3
v0 v1 v2 v3

�
(2.3)

Agora, se 	.`/ está no aberto V0 D P
5�Z.y0/, ou seja, se a coordenada de Plücker w01

da reta ` é diferente de zero, então
ˇ̌
ˇ̌u0 u1
v0 v1

ˇ̌
ˇ̌ ¤ 0:

Assim, ao realizar operações linhas (que é equivalente, a modificar a base deW ) obtemos
uma matriz da forma �

1 0 a b
0 1 c d

�

sendo a, b, c e d os parâmetros que determinam uma reta ` tal que 	.`/ pertence ao
aberto V0.

Superfícies de grau d como pontos de um espaço projetivo

A seguir, considere Nd D dimSd � 1, para cada d ⩾ 0.3 Assim, (cf. Exercício 1.41)

Nd D
 
3C d

3

!
� 1 D .d C 1/.d C 2/.d C 3/

6
� 1:

2De fato, U0 3 a D Œa0 W a1 W a2� D
�
1 W a1

a0

W a2

a0

�
e, neste caso, os parâmetros

a1

a0

e
a2

a0

são

unicamente determinados (não dependem do representante do ponto a).
3Lembre que Sd é um subespaço vetorial de S gerado pelos monômios de grau total d . Assim, S0 D C D

Œ1�, S1 D Œx; y; z; t�, S2 D Œx2; xy; xz; xt; y2; : : : ; t2� e assim por diante.
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Ao fixar a base

˛ D
n
xd ; xd�1y; xd�1z; xd�1t; : : : ; zd ; zd�1t; zd�2t2; : : : ; ztd�1; td

o

ordenada lexicograficamente4 de Sd , podemos definir o isomorfismo linear T˛ W Sd �!
C
NdC1 como em (2.4). O que nos leva a identificar P .Sd / com P

Nd . De fato, se F 2 Sd
for não nulo, e representarmos

F D P
iCjCkClDd

ai;j;k;lx
iyj zkt l

então
P .Sd / 3 ŒF � 7�! Œad;0;0;0 W ad�1;1;0;0 W : : : W a0;0;0;d � 2 P

Nd :

Observação 2.3. Observe que a identificação entre P .Sd / e P
Nd nos permite definir uma

topologia em P .Sd /, como também o conceito de conjunto algébrico e sua dimensão.

A seguir, mostraremos o conceito de conjunto algébrico em P .V / que vamos introdu-
zir via a identificação de P .V / com P

m induzida por uma base ordenada ˛ de um espaço
vetorial complexo V de dimensão mC 1 a qual independe da base fixada.

Identificação de P .V / com P
m se dimV D mC 1

Sejam V é um espaço vetorial complexo e ˛ D fv0; v1; : : : ; vmg uma base ordenada de
V . Então existe um único isomorfismo C-linear

T˛ W V �! C
mC1

vi 7�! ei
(2.4)

sendo fe0; e1; : : : ; emg a base canônica ordenada de C
mC1. Assim, T˛ induz a bijeção

B˛ W P .V / �! P
m dada por Œv� 7�! ŒT˛.v/�

sendo P .V / a projetivização de V:
De fato, se v D a0v0 C a1v1 C � � � C amvm então T˛.v/ D .a0; a1; : : : ; am/. Logo, a

bijeção B˛ é dada por

B˛ W P .V / �! P
m

Œv� 7�! Œa0 W a1 W : : : W am�: (2.5)

Observação 2.4. Com as notações acima. Se ˇ D fu0; u1; : : : ; umg é uma outra base
ordenada de V: Então obtemos o isomorfismo linear Tˇ W V �! C

mC1 tal que ui 7�! ei :
Além disso, temos o isomorfismo linear

T˛;ˇ W V �! V
vi 7�! ui

4As variáveis são ordenadas porx < y < z < t . Assim, xd < xd�1y < xd�1z < xd�1t < � � � < td .
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satisfazendo a condição T˛ D Tˇ ı T˛;ˇ . Observe que T˛;ˇ induz a bijeção B˛;ˇ W
P .V / �! P .V / dada por Œv� 7�! ŒT˛;ˇ .v/�: Desse modo, temos que B˛ D Bˇ ı B˛;ˇ ,
ou seja, o seguinte diagrama comuta

V V

C
mC1

T˛

T˛;ˇ

Tˇ H)
P .V / P .V /

P
m

B˛

B˛;ˇ

Bˇ

Topologia em P .V /

Sejam V é um espaço vetorial complexo de dimensão mC 1 e ˛ uma base de V .
Dizemos que Y � P .V / é aberto (resp. fechado) se, e somente se, B˛.Y / � P

m é
um conjunto aberto (resp. fechado) sendo B˛ definida em (2.5).

Assim, obtemos uma topologia em P .V / denominada topologia induzida por ˛.
Observe que, independentemente da base que escolhermos para V; temos que os con-

juntos unitários, ; e o próprio P .V / são fechados em P .V /.

De fato, para quaisquer ˛ e ˇ bases de V e Y � P .V / verifica-se que
B˛.Y / é aberto (resp. fechado) () Bˇ .Y / é aberto (resp. fechado).5

Conjuntos algébricos em P .V /

SejamV um espaço vetorial complexo de dimensãomC1 e ˛ uma base deV . Dizemos
que X � P .V / é um conjunto algébrico se, e somente se, B˛.X/ � P

m é um conjunto
algébrico. Além disso, seX é um conjunto algébrico em P .V /, então definimos dimX D
dimB˛.X/.

Exercício 2.3. Seja V um espaço vetorial complexo de dimensão m C 1 e X � P .V /.
Considere ˛, ˇ bases de V e a notação em (2.5). Mostre que:6

.a/ B˛.X/ � P
m é conjunto algébrico () Bˇ .X/ � P

m é conjunto algébrico.

.b/ dimB˛.X/ D dimBˇ .X/; se X � P .V / é um conjunto algébrico.
5De fato, se B˛.Y / é fechado em Pm; então existem polinômios homogêneos F1; : : : ; Fk 2

CŒx0; : : : ; xm�; tais que B˛.Y / D
kT

iD1

Z.Fi /, logo Y D
n
Œv� 2 P.V /jFi .T˛.v// D 0; 8 i 2

f1; : : : ; kg
o
. Observe que, Fi .T˛.v// D Fi ..T˛ ı T�1

ˇ
/.Tˇ.v/// para todo i e T˛ ı T�1

ˇ
2 Iso.CmC1/.

Logo, Gi D .Tˇ ı T�1
˛ /�Fi são homogêneos, tais que Y D

n
Œv� 2 P.V /jGi .Tˇ.v// D 0; 8 i 2

f1; : : : ; kg
o
. Portanto, Bˇ.Y / D

kT
iD1

Z.Gi /. A outra implicação é análoga e fica a cargo do leitor.
6Observe que B˛;ˇ é um homeomorfismo se considerarmos no domínio a topologia induzida por ˛ e no

contradomínio a topologia induzida por ˇ .
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Exemplo 2.3. Sejam V um espaço vetorial complexo de dimensão mC 1 e U um subes-
paço de V: Então P .U / é um conjunto algébrico irredutível de dimensão dimU � 1 ao
considerarmos a topologia induzida em P .V / por uma base ˛ de V .

De fato, se U é um subespaço vetorial de V de dimensãoN , então T˛.U / é um subes-
paço vetorial de C

mC1 de dimensão N . Assim,

B˛.P .U // D P .T˛.U // � P
m

é uma variedade linear de dimensão N � 1.

2.2 Aplicando o teorema da dimensão das fibras

Considere � D
n
.ŒF �; `/j` � Z.F /

o
� P

Nd � Q � P
Nd � P

5: Essencialmente, o que
faremos a seguir é aplicar o teorema da dimensão das fibras para os morfismos definidos
pelas projeções de � em P

Nd e em P
5, respectivamente (cf. Teorema 2.1). Para isto,

vamos mostrar que � é um conjunto algébrico e calcular sua dimensão.

Estudando o conjunto �

Lema 2.3. Se W D Œu; v� 2 G2.C
4/; com u D .u0; u1; u2; u3/ e v D .v0; v1; v2; v3/;

então tem-se que:

.i/ W D
n
uL.v/ � vL.u/ 2 C

4jL 2 S1
o
;7

.ii/ Sewij D uivj �uj vi com i; j 2 f0; 1; 2; 3g e L D ˛0xC˛1yC˛2zC˛3t , então
uL.v/ � vL.u/ D .z0; z1; z2; z3/ sendo

zi D
3X

jD0
˛jwij :

Demonstração. .i/ Observe que L.u/; L.v/ 2 C para todo L 2 S1. Logo, uL.v/ �
vL.u/ 2 Œu; v� D W .

Para provar a outra inclusão considere w 2 W . Assim, existem ˛; ˇ 2 C tais w D
˛u C ˇv. A seguir, escolha L 2 S1 tal que L.v/ D ˛ e L.u/ D �ˇ.8

7Se L D ˛0xC ˛1y C ˛2zC ˛3t , então L.u/ D ˛0u0 C ˛1u1 C ˛2u2 C ˛3u3.
8De fato, como u e v são L.I existem i < j tais quewij D uivj �uj vi ¤ 0. Agora, se ˛ ¤ 0 ou ˇ ¤ 0

então existem únicos ˛i e ˛j em C tais que ˛iui C ˛juj D �ˇ e ˛ivi C ˛j vj D ˛. Neste caso, escolha
L D ˛ixi C ˛jxj 2 S1 sendo x0 D x; x1 D y; x2 D z e x3 D t .
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ii Considere L D ˛0x C ˛1y C ˛2z C ˛3t 2 S1. Assim,

uL.v/ � vL.u/ D
�
u0.

3P
jD0

˛j vj / � v0.
3P
jD0

˛juj /; : : : ; u3.
3P
jD0

˛j vj / � v3.
3P
jD0

˛juj /
�

D
� 3P
jD0

˛j .u0vj � uj v0/; : : : ;
3P
jD0

˛j .u3vj � uj v3/
�

D
� 3P
jD0

˛jw0j ;
3P
jD0

˛jw1j ;
3P
jD0

˛jw2j ;
3P
jD0

˛jw3j

�
:

Assim, uL.v/ � vL.u/ D .z0; z1; z2; z3/:

Proposição 2.2. O conjunto

� D
n
.ŒF �; `/j` � Z.F /

o
� P

Nd � P
5

é um conjunto algébrico projetivo.

Demonstração. Considere F D P
I aIx

i0yi1zi2 t i3 2 Sd não nulo e ` D P .W / sendo
W D Œu; v� 2 G2.C4/ com u D .u0; u1; u2; u3/ e v D .v0; v1; v2; v3/. Assim,

.ŒF �; `/ 7�! .Œad;0;0;0 W ad�1;1;0;0 W : : : W a0;0;0;d �; Œw01 W w02 W w03 W w12 W w13 W w23�/

sendo wij D uivj � uj vi .
Lembre que p 2 ` se, e somente se, p D Œw� para algum w 2 W . Assim, o Lema 2.3

nos garante que existem ˛0; ˛1; ˛2; ˛3 2 C nem todos nulos tais que

p D
h 3X

jD0
˛jw0j W

3X

jD0
˛jw1j W

3X

jD0
˛jw2j W

3X

jD0
˛jw3j

i
:

Comowj i D �wij se i < j , concluímos que as coordenadas homogêneas do ponto p 2 `
são expressões lineares nas coordenadas de Plücker wij da reta `.

Agora, note que

` � Z.F / () F.p/ D 0; 8 p 2 `

() F

 
3P
jD0

˛jw0j ;
3P
jD0

˛jw1j ;
3P
jD0

˛jw2j ;
3P
jD0

˛jw3j

!
D 0;

8 Œ˛0 W ˛1 W ˛2 W ˛3� 2 P
3

() P
I

aI

� 3P
jD0

˛jw0j

�i0� 3P
jD0

˛jw1j

�i1� 3P
jD0

˛jw2j

�i2� 3P
jD0

˛jw3j

�i3 D 0;

8 Œ˛0 W ˛1 W ˛2 W ˛3� 2 P
3:
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Observe quePi D
3P
jD0

˛jwij é uma expressão polinomial bihomogênea de grau 1 nas coor-

denadas˛0; ˛1; ˛2; ˛3 e tambémde grau 1 nas coordenadas de Plückerw01; w02; w03; w12; w13; w23
para cada i 2 f0; 1; 2; 3g.

Assim, P i00 P
i1
1 P

i2
2 P

i3
3 é uma expressão polinomial bihomogêneo de bigrau .d; d/ nas

coordenadas ˛0; ˛1; ˛2; ˛3 e nas coordenadas de Plückerw01; w02; w03; w12; w13; w23 da
reta `.

Portanto, podemos escrever

P
i0
0 P

i1
1 P

i2
2 P

i3
3 D

X

J

bJ .w01; w02; w03; w12; w13; w23/˛
j0

0 ˛
j1

1 ˛
j2

2 ˛
j3

3

com bJ 2 CŒy0; : : : ; y5� homogêneo de grau d . Concluímos que,

` � Z.F / ()
X

I

aI

�X

J

bJ .w01; w02; w03; w12; w13; w23/˛
j0

0 ˛
j1

1 ˛
j2

2 ˛
j3

3

�
D 0

para todo Œ˛0 W ˛1 W ˛2 W ˛3� 2 P
3. Ou seja,

` � Z.F / () P
I aI

�P
J

bJ .w01; w02; w03; w12; w13; w23/z
j0

0 z
j1

1 z
j2

2 z
j3

3

�
D 0

em CŒz0; z1; z2; z3�
() P

I aIbJ .w01; w02; w03; w12; w13; w23/ D 0; 8J:
Observe que para cada J o polinômio acima é bihomogêneo de grau 1 nas coordena-
das ad;0;0;0; : : : ; a0;0;0;d de ŒF � e de grau d nas coordenadas de Plücker w01; w02; w03;
w12; w13; w23 da reta `. Portanto, � é um conjunto algébrico projetivo (conforme o Teo-
rema 1.3).

Proposição 2.3. Considere d ⩾ 1 inteiro. Se ` é uma reta em P
3 então

�` D
n
ŒF � 2 P .Sd /j` � Z.F /

o

é um conjunto algébrico irredutível de dimensão dim I.`/d � 1.9

Demonstração. Assuma que ` D Z.L1; L2/ com L1; L2 2 S1 linearmente independen-
tes. Considere F 2 Sd não nulo. Lembre que

` � Z.F / () F 2 I.`/:

Como grau.F / D d; temos que ` � Z.F / () F 2 I.`/d : De onde concluímos que

�` D
n
ŒF � 2 P .Sd /jF 2 I.`/d

o
D P .I.`/d /:

9Lembre-se que I.`/d WD I.`/ \ Sd é subespaço vetorial de Sd e estamos calculando a dimensão deste
subespaço.



162 2. Toda superfície contém retas?

Logo, o Exemplo 2.3 nos garante que �` é um conjunto algébrico irredutível de dimensão
dim I.`/d � 1.

Observe que, se ` é uma reta em P
3 tal que I.`/ D hL1; L2i ; então I.`/0 D f0g e

I.`/1 D ŒL1; L2�. Logo, dim I.`/0 D 0 e dim I.`/1 D 2.
Lema 2.4. Se d ⩾ 2 inteiro e ` é uma reta em P

3; então

dim I.`/d D d.d C 1/.d C 5/

6
:

Demonstração. Assuma que ` D Z.L1; L2/ com L1; L2 2 S1 linearmente independen-
tes. Considere

	 W Sd�1 � Sd�1 �! I.`/d ; dada por .A;B/ 7�! A � L1 C B � L2:
Observe que 	 é uma transformação C-linear sobrejetora, cujo núcleo é dado por

ker.	/ D
n
.A;B/ 2 Sd�1 � Sd�1jA � L1 C B � L2 D 0

o
:

Afirmação: ker.	/ D
n
.�C � L2; C � L1/ 2 Sd�1 � Sd�1jC 2 Sd�2

o
:

� Considere .A;B/ 2 Sd�1 � Sd�1 e note que

.A;B/ 2 ker.	/ () A�L1 D �B �L2
mdc.L1;L2/D1H)

L1 jB

�
B D C � L1
A D �C � L2 ; com C 2 Sd�2:

� Deixamos a cargo do leitor.
Observe que Sd�2 3 C 7�! .�C �L2; C �L1/ 2 ker.	/ define um isomorfismo linear.

Assim, dim ker.	/ D dimSd�2.
Por outro lado, (visto que 	 é linear e sobrejetora) segue do teorema do núcleo e da

imagem que
dim I.`/d D dim.Sd�1 � Sd�1/ � dim ker.	/:

Portanto,

dim I.`/d D 2 � dimSd�1 � dimSd�2

D 2 �
 
3C d � 1

3

!
�
 
3C d � 2

3

!

D 2d.d C 1/.d C 2/

6
� .d � 1/d.d C 1/

6

D d.d C 1/.2d C 4 � d C 1/

6

D d.d C 1/.d C 5/

6
:
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Corolário 2.1. Se d ⩾ 1 inteiro e ` é uma reta em P
3; então

dim�` D d.d C 1/.d C 5/

6
� 1:

Demonstração. Segue da Proposição 2.3 que dim�` D dim I.`/d � 1; se d ⩾ 1 inteiro.

Observe que a expressão
d.d C 1/.d C 5/

6
é igual a dim I.`/d ; se d ⩾ 2 (conforme o

Lema 2.4). Por outro lado, para d D 1 essa expressão é igual a 2 D dim I.`/1. Assim, o
resultado segue.

Proposição 2.4. O conjunto algébrico � D
n
.ŒF �; `/j` � Z.F /

o
� P

Nd � P
5 tem

dimensão igual a
d.d C 1/.d C 5/

6
C 3:

Demonstração. Considere o morfismo �2 W � �! ˙ ' G2.C
4/ � P

5 dado pela
projeção na segunda coordenada, isto é, .ŒF �; `/ 7�! `.

Observe que
� �2 é sobrejetora.

De fato, dada a reta ` D Z.L1; L2/ com L1; L2 2 S1 linearmente independentes,
então F D Ld1 � Ld2 2 Sd é diferente de zero e satisfaz a condição ` � Z.F /.10 Assim,
.ŒF �; `/ 2 � e �2..ŒF �; `// D `. Portanto, �2 é sobrejetora.

� ��12 .`/ é uma variedade projetiva de dimensão dim I.`/d � 1; 8 ` 2 ˙ .

Observe que ��12 .`/ D �` � f`g sendo

�` WD
n
ŒF � 2 P .Sd /j` � Z.F /

o
:

Como �` � f`g Š �` (via o isomorfismo .ŒF �; `/ 7�! ŒF �, lembre que ` foi fixada).
Assim, segue da Proposição 2.3, que ��12 .`/ é uma variedade projetiva de dimensão

dim I.`/d � 1.
Segue do teorema da dimensão das fibras (cf. Teorema 1.7) que existe U � ˙ aberto

não vazio, tal que dim�2�1.`/ D dim� � dim˙; 8 ` 2 U:
De onde concluímos que

dim� D dim�2�1.`/C dim˙:

Agora, sabemos que dim�2�1.`/ D dim I.`/d � 1 D d.d C 1/.d C 5/

6
� 1 (veja o

Corolário 2.1) e já comentamos que dim˙ D 4. Assim,

dim� D d.d C 1/.d C 5/

6
� 1C 4 D d.d C 1/.d C 5/

6
C 3:

10Visto que, ` D Z.L1;L2/ � Z.F /() F 2 I.`/ D hL1;L2i.
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Utilizaremos na demonstração do próximo teorema o exemplo a seguir.

Exemplo 2.4. A superfície X D Z.F / � P
3; sendo F D xd C yztd�2 com d ⩾ 3; é

singular e contém exatamente 3 retas. De fato,

• X é uma superfície singular.
Seja a D Œa0 W a1 W a2 W a3� 2 P

3. Assim,

a 2 Sing.X/ () @F

@u
.a/ D 0; u 2 fx; y; z; tg ()

8
ˆ̂<
ˆ̂:

dad�10 D 0;

a2a
d�2
3 D 0;

a1a
d�2
3 D 0;

.d � 2/a1a2ad�33 D 0:

Portanto,

Sing.X/ D
�

fŒ0 W 1 W 0 W 0�; Œ0 W 0 W 1 W 0�; Œ0 W 0 W 0 W 1�g; se d D 3I
Z.x; t/ [ fŒ0 W 0 W 0 W 1�g; se d ⩾ 4:

• As retas `1 D Z.x; y/, `2 D Z.x; z/ e `3 D Z.x; t/ estão contidas na superfície
X.11

• A seguir vamos mostrar que L.X/ D f`1; `2; `3g.
Seja ` uma reta contida na superfície X. Considere os planos coordenados H0 D
Z.x/,H1 D Z.y/,H2 D Z.z/ eH3 D Z.t/.
Temos duas possibilidades:12

` � Hi ; para algum i„ ƒ‚ …
.a/

ou ` 6� Hi ; 8 i„ ƒ‚ …
.b/

.a/ ` � H0. Neste caso, ` D Z.x; L/ com L D b1y C b2z C b3t e bi 2 C nem
todos nulos. Agora,

` � X () F D xd C yztd�2 2 hx;Li () F D A � x C B � L
com A;B 2 CŒx; y; z; t �. De onde concluímos que L 2 hui para algum u 2
fy; z; tg.13 Portanto, ` D `i para algum i 2 f1; 2; 3g.

11Lembre que ` � S() I.S/ � I.`/. Ou seja, ` � S() F 2 I.`/.
12De fato, ao considerarmos um plano H e uma reta ` em P3, então existem duas possibilidades para a

posição relativa: ` �H ou `\H consiste de um único ponto (cf. Exercício 1.50).
13Observe que,

xd C yztd�2 D A � xCB �L
x D 0
H) yztd�2 D B.0; y; z; t/ �L;

sendo L um fator irredutível (no lado direito) da última igualdade, concluímos que L 2 hui para algum u 2
fy; z; tg (visto que CŒy; z; t� é um DFU domínio de fatoração única).
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` � Hi para algum i 2 f1; 2; 3g.
Neste caso, podemos assumir que ` D Z.u; L/ para algum u 2 fy; z; tg e L uma
forma linear na qual não comparece a variável u. Logo, a condição ` � X nos leva
a concluir que

F D xd C yztd�2 D A � uC B � L uD0H) xd D B1 � L H) L D ax
a¤0H) ` D `i :

.b/ Neste caso, a reta ` encontra o plano H0 D Z.x/ num único ponto. Digamos
que ` \H0 D fpg sendo p D Œ0 W p1 W p2 W p3�. Agora, p 2 X (visto que ` � X)
implica que F.p/ D p1p2p

d�2
3 D 0, ou seja, p 2 `i para algum i 2 f1; 2; 3g.

Além disso, se q D Œq0 W q1 W q2 W q3� 2 ` e q ¤ p, então qi ¤ 0 para todo
i 2 f0; 1; 2; 3g. De onde concluímos que a reta ` não encontra todos os outros
planos coordenados Hi para todo i 2 f1; 2; 3g (o que é um absurdo, pois toda reta
está contida ou intersecta um dos planos coordenados).

Teorema 2.1. Considere o morfismo �1 W � �! P .Sd / ' P
Nd dado pela projeção na

primeira coordenada, isto é, .ŒF �; `/ 7�! ŒF �. Então

.i/ Toda superfícieZ.F / � P
3 comF 2 Sd contém pelo menos uma reta se, e somente

se, �1 for sobrejetor.

.ii/ Se d ⩾ 3 então dim� D dim Im.�1/.

.iii/ �1 é sobrejetor se, e somente se, d ⩽ 3.

Demonstração. .i/ Deixamos a cargo do leitor.

.ii/ Considere Y D Im.�1/ e p1 W � �! Y � P .S3/ ' P
19; definida por .ŒF �; `/ 7�!

ŒF � (ou seja, p1 é definida a partir de �1).

Observe que para cada ŒF � 2 Im.�1/ tem-se que

p�11 .ŒF �/ D ��11 .F / D fŒF �g � L.Z.F //:

Por outro lado, se X D Z.G/ � P
3 sendo G D xd0 C x1x2x

d�2
3 ; então o Exemplo 2.4

nos garante que #.L.X// D 3. Portanto, p�11 .ŒG�/ D ��11 .ŒG�/ é um conjunto finito, logo

dimp�11 .ŒG�/ D dim��11 .ŒG�/ D 0:

Entretanto, sendo p1 um morfismo dominante, o teorema da dimensão das fibras nos
garante que:

� dim� � dimY ⩾ 0.

� Para todo ŒF � 2 Im.p1/ D Im.�1/ verifica-se que

dimp�11 .ŒF �/ ⩾ dim� � dimY:
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Assim, ao escolher G D xd0 C x1x2x
d�2
3 , concluímos que

0 D dimp�11 .ŒG�/ ⩾ dim� � dimY ⩾ 0 H) dim� D dimY:

Como dimY D dim Im.�1/ (visto que Y D Im.�1/) segue que dim� D dim Im.�1/.

.iii/ H) Se �1 é sobrejetora segue do item .i/ do teorema da dimensão das fibras (cf.
Teorema 1.7) que dim� ⩾ dimP .Sd /. Agora, sendo

dimP .Sd / D Nd D
 
3C d

d

!
� 1 D .d C 1/.d C 2/.d C 3/

6
� 1;

segue que

dim� D d.d C 1/.d C 5/

6
C 3 ⩾ dimP .Sd / D .d C 1/.d C 2/.d C 3/

6
� 1:

Portanto,

d.d C 1/.d C 5/

6
� .d C 1/.d C 2/.d C 3/

6
C 4 ⩾ 0 H) d ⩽ 3:

.iii/ (H
No próximo capítulo veremos que os planos (d D 1) e as quádricas (d D 2) contém

infinitas retas. Logo, �1 é sobrejetor nesses casos.
Se d D 3; então dim� D 19 e N3 D 20. Além disso, segue do item .ii/ que

dim� D 19 D dim.Im.�1//: Logo, dim.Im.�1// D dimP
19.

Lembre que � é irredutível, logo Im.�1/ � P
19 é um subconjunto fechado (cf. Pro-

posição 1.39) irredutível de dimensão 19. Assim, Im.�1/ D P
19. Portanto, �1 é sobreje-

tor.

Corolário 2.2. Toda superfície de grau 3 em P
3 contém pelo menos uma reta.

Demonstração. O Teorema 2.1 nos garante que se d D 3 então �1 W � �! P .Sd / '
P
Nd dada pela projeção na primeira coordenada .ŒF �; `/ 7�! ŒF � é sobrejetor. Assim,

para toda superfície Z.F / � P
3 com F 2 CŒx; y; z; t � homogêneo de grau 3, verifica-se

que ��11 .ŒF �/ ¤ ;. Logo, existe uma reta ` contida na superfície Z.F /.
Observação 2.5. O Teorema 2.1 mostra que se d ⩾ 4; então �1 não é sobrejetor. Desta
forma, existem superfícies em P

3 de grau d que não contém retas.
Por exemplo, se d ⩾ 4 e F D td C xyd�1 C yzd�1 C zxd�1 2 CŒx; y; z; t �; então

Z.F / � P
3 é uma superfície não singular que não contém retas (cf. Shioda (1981) e

Rêgo (2016)). No Apêndice B, fornecemos alguns procedimentos utilizando o software
de computação algébrica Maxima, cujo referencial teórico é o método de estratificação
das retas em P

3 (que será explicado na Seção 3.2.1), que o leitor poderá utilizar, no caso
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de grau d D 4, para verificar que tal superfície não contém retas (cf. Exercício B.3), como
também no caso d ⩾ 5 (um desafio para o leitor).

No caso em que a superfície venha conter retas, somos levados a pensar nas seguintes
Perguntas

Quantas retas uma superfície de grau d ⩾ 4 pode conter? Em particular, existe um
limite superior para o número de retas que uma superfície de grau d pode conter?

Outro aspecto que merece destaque, é que as superfícies de grau d que contém retas,
formam uma subvariedade de dimensão Nd � d C 3 e grau

 
d C 1

4

!
� 3d

4 C 6d3 C 17d2 C 22d C 24

24

(cf. Maia et al. (2013)).
Antes de começar a explorar a cardinalidade máxima de L.X/; sendo X uma super-

fície de grau d em P
3, vamos apresentar alguns resultados que nos permitirão abordar a

contagem de retas em superfícies não singulares em P
3; especialmente no caso cúbicas

não singulares, como também nos auxiliar na tarefa de deduzir cotas para superfícies não
singulares em P

3 de grau maior que 4.

2.3 Prelúdio para contagem de retas em superfícies não
singulares

Sobre a posição relativa entre uma reta e uma superfície em P
3

Sejam X � P
3 uma superfície reduzida14 de grau d ⩾ 1 e ` � P

3 uma reta. Ao analisar
a posição relativa entre ` e X, temos que ` � X ou ` 6� X. Mais precisamente, se
X D Z.F / � P

3; com F 2 Sd livre de quadrados, então para essas possibilidades temos
` � X O teorema dos zeros de Hilbert (cf. Teorema 1.4) nos garante que I.X/ D

p
hF i.

Entretanto, como F é livre de quadrados, conclui-se que I.X/ D hF i. Logo,
` � X () I.`/ � I.X/ D hF i () F 2 I.`/: (2.6)

` 6� X Neste caso, verifica-se que15

` 6� X () F 62 I.`/ () 1 ⩽ #.` \ X/ ⩽ d: (2.7)
14Z.F / � P3 é dita reduzida se o polinômio F 2 Sd é livre de quadrados.
15A menos de uma MCP podemos assumir que ` D Z.z; t/. Visto que ` 6� X, segue que G.x; y/ WD

F.x; y; 0; 0/ é um polinômio não nulo e homogêneo de grau d em CŒx; y�. Assim, o Lema 1.8 nos garante
que o conjunto `\ X D Z.z; t;G.x; y// é finito e sua cardinalidade varia entre 1 e d .
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Sobre retas concorrentes em L.X/

Seja X � P
3 uma superfície tal que I.X/ D hF i com F 2 Sd e d ⩾ 3. Para cada ponto

p 2 X � Sing.X/, o plano tangente à superfície X no ponto p é TpX D Z.Lp/ no qual

Lp WD @xF.p/ � x C @yF.p/ � y C @zF.p/ � z C @tF.p/ � t: (2.8)

Lema 2.5. Seja ` uma reta contida na superfície reduzida X � P
3 que passa pelo ponto

p 2 X � Sing.X/, então ` � TpX:

Demonstração. Assuma que ` D Z.L1; L2/; sendo L1 e L2 formas lineares L.I., dadas
por Li D ˛i;0x C ˛i;1y C ˛i;2z C ˛i;3t para i D 1; 2. Como ` � X, existem A;B 2 S
tais que F D A �L1 CB �L2. Visto que Li .p/ D 0 para i D 1; 2 (pois p 2 `), segue que

@xF.p/ D A.p/ � ˛1;0 C B.p/ � ˛2;0; @zF.p/ D A.p/ � ˛1;2 C B.p/ � ˛2;2;
@yF.p/ D A.p/ � ˛1;1 C B.p/ � ˛2;1; @tF.p/ D A.p/ � ˛1;3 C B.p/ � ˛2;3: (2.9)

Ao substituirmos os valores em (2.9) na forma linear que define TpX em (2.8), concluímos
que

Lp D A.a/ � L1 C B.a/ � L2:
Portanto, ` � TpX.

Lema 2.6. Seja H D Z.F / um plano em P
3. Verifica-se que

` 2 L.H/ () I.`/ D hF;Li; com fF;Lg � S1 linearmente independente.

Demonstração. Seja ` uma reta em P
3 tal que I.`/ D hL1; L2i; sendo L1 e L2 em

S1 linearmente independentes. Se ` � H, segue de (2.6) que F D ˛L1 C ˇL2; sendo
˛; ˇ 2 C não ambos nulos. A seguir vamos analisar os seguintes casos:
˛ D 0 W Neste caso, F D ˇL2 com ˇ 2 C não nulo. Assim,

I.`/ D hL1; L2i D hL1; ˇL2i D hL1; F i:

Observe que L1 e F são linearmente independentes.16

˛ ¤ 0 W Neste caso, segue que L1 D ˛�1F � ˛�1ˇL2. Assim,

I.`/ D hL1; L2i D h˛�1F � ˛�1ˇL2; L2i D h˛�1F;L2i D hF;L2i

com F;L2 linearmente independentes.
Reciprocamente, se ` for uma reta tal que I.`/ D hF;Li, então F 2 I.`/. Logo (2.6)

nos garante que ` � H.
16De fato, caso não o fossem, existiria 
 2 C tal que L1 D 
F ou F D 
L1: Em ambos os casos

concluiríamos que L1 e L2 seriam linearmente dependentes, o que é um absurdo.
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Exercício 2.4. Considere a reta ` D Z.x; y/. Seja

˝` D fH � P
3jH é um plano contendo a reta `g:

Mostre que:
.a/ H 2 ˝` () H D Z.�x C �y/; com Œ� W �� 2 P

1:

.b/ A função 	 W P
1 �! ˝`; dada por Œ� W �� 7�! Z.�x C �y/; é uma bijeção.

Proposição 2.5. SejaX � P
3 uma superfície não singular de grau d ⩾ 3. Se `1; :::; `r 2

L.X/ com r ⩾ 2 são concorrentes,17 então `1; :::; `r são coplanares18 e r ⩽ d .

Demonstração. Sendo `1; :::; `r retas concorrentes com r ⩾ 2, então existe um ponto
comum p 2 `i para todo i 2 f1; :::; rg. Seja H D TpX o plano tangente à superfície X
no ponto p. Segue do Lema 2.5, que `i � H para cada i 2 f1; :::; rg. Portanto, as retas
`1; :::; `r são coplanares.

Por outro lado, como H D TpX D Z.Lp/ sendo Lp a forma linear definida em
(2.8) e `i � H para cada i 2 f1; :::; rg: Então o Lema 2.6 nos garante que existem
L1; :::; Lr 2 S1; tais que `i D Z.Lp; Li / para cada i 2 f1; :::; rg. Assim,
`1 [ � � � [ `r D Z.Lp; L1 � L2 � � � Lr / � X D Z.F / H) F 2

˝
Lp; L1 � L2 � � � Lr

˛

Lp FH) r ⩽ d D grau.F /:

�
p

`d`2`1 � � �

H D TpX

Corolário 2.3. Uma superfície não singular X em P
3 de grau d ⩾ 3 contém no máximo

d retas concorrentes.

Curvas residuais a uma reta num dado plano

Vamos começar mostrando que a família de planos contendo uma reta pré-fixada está em
bijeção com a reta projetiva complexa.

Para cada reta ` em P
3, considere

˝.`/ WD
n
H � P

3
ˇ̌
ˇH é um plano contendo a reta `

o
:

17Sejam `1; :::; `r retas distintas em Pn com r; n ⩾ 2. Dizemos que as retas `1; :::; `r são concorrentes se
todas passam por um ponto p, ou seja, `1 \ � � � \ `r D fpg.

18Se `1; :::; `r com r ⩾ 2 forem retas distintas em Pn com n; r ⩾ 2, então dizemos que `1; :::; `r são
coplanares se existe um planoH em Pn contendo as retas `1; :::; `r .
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Lema 2.7. ˝.`/ está em bijeção com P
1.

Demonstração. Assuma que a reta ` D Z.L1; L2/; com L1; L2 2 S1 linearmente inde-
pendentes. Note que, se H � P

3 é um plano, então H D Z.L/ com L 2 S1 não nulo.
Além disso, seH 2 ˝.`/, segue de (2.6) que

L 2 hL1; L2i D I.`/ () 9 ˛; ˇ 2 C;„ ƒ‚ …
˛¤0ouˇ¤0

tais queL D ˛L1 C ˇL2: (2.10)

Essa descrição dos planos que contêm a reta ` nos leva a definir

	 W P
1 �! ˝.`/ dada por Œ˛ W ˇ� 7�! Z.˛L1 C ˇL2/:

Observe que 	 está bem definida.19 Além disso, segue de (2.10) que 	 é sobrejetora. A
seguir, vamos mostrar que 	 é injetora.

Considere a D Œa0 W a1� e b D Œb0 W b1� 2 P
1 tais que 	.a/ D 	.b/, ou seja,

Z.a0L1 C a1L2/ D Z.b0L1 C b1L2/:

Ao calcularmos o ideal associado dos planos acima e aplicarmos o teorema dos zeros
Hilbert (cf. Teorema 1.4), obtemos

p
ha0L1 C a1L2i D

p
hb0L1 C b1L2i. Entretanto,

esses ideais são primos. Logo,

ha0L1 C a1L2i D hb0L1 C b1L2i H) a0L1 C a1L2 D �.b0L1 C b1L2/;
para algum � 2 C � f0g

H) ai D �bi ; para i D 0; 1
H) a D b:

Proposição 2.6. Seja X D Z.F / uma superfície não singular em P
3 com F 2 S homo-

gêneo de grau d ⩾ 3. Se ` 2 L.X/ eH é um plano em P
3 contendo `, então

H \ X D ` [ CH ;

sendo CH uma curva plana reduzida20 de grau d � 1.
19De fato, se P1 3 a D Œ˛ W ˇ� D Œ�˛ W �ˇ� então 	.Œ˛ W ˇ�/ D Z.˛L1 C ˇL2/ D Z.�˛L1 C

�ˇL2/ D 	.Œ�˛ W �ˇ�/, ou seja, o valor de 	.a/ é independente do representante escolhido para o ponto a.
Além disso, segue de (2.10) que 	.a/ D Z.˛L1 C ˇL2/ 2 ˝.`/.

20Seja C � P3 um conjunto algébrico projetivo. Dizemos que C é um curva plana se existeH plano em
P3 contendoC e dimC D 1. De fato, se a curvaC �H D Z.L/ entãoC D Z.L;G/ comG homogêneo
não nulo tal queL G. A curva planaC D Z.L;G/ é dita reduzida se I.C/ D hL;Gi (ou seja,G é livre de
quadrados). Neste caso, o grau da curva C é dado por grau.C/ D grau.G/.
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Demonstração. A menos de uma MCP podemos assumir que ` D Z.z; t/. Como ` 2
L.X/, podemos escrever F na forma

F D A � t C B � z com A 2 S D CŒx; y; z; t � e B 2 CŒx; y; z�

homogêneos de grau d � 1.
Por ouro lado, como o plano H contém a reta `, então existe Œ˛ W ˇ� 2 P

1 tal que
H D Z.˛ � z C ˇ � t /. Temos duas possibilidades para o valor de ˇ (ˇ D 0 ou ˇ ¤ 0).

ˇ D 0 Neste caso,H D Z.z/. Logo,

H \ X D Z.z; F / D Z.z; A � t/ D Z.z; t/„ ƒ‚ …
D`

[Z.z; A/:„ ƒ‚ …
WDCH

Observe que A ¤ 0 e z A visto que F é irredutível (cf. Lema 1.13). Assim, CH D
Z.z; A/ é uma curva plana. A seguir, vamos mostrar que CH é reduzida.

Suponha, pelo absurdo, que curva CH D Z.z; A/ não é reduzida, então A não é livre
de quadrados, ou seja, A D R2 � T com R; T 2 S homogêneos tais que grau.A/ D
d � 1 D 2grau.R/C grau.T /. Neste caso, F D R2 � T � t C B � z, logo

@xF D 2.@xR/ �R � T � t C .@xT / �R2 � t C .@xB/ � z
@yF D 2.@yR/ �R � T � t C .@yT / �R2 � t C .@yB/ � z
@zF D 2.@zR/ �R � T � t C .@zT / �R2 � t C .@zB/ � z C B

@tF D 2.@tR/ �R � T � t C .@tT / �R2 � t C .@tB/ � z CR2 � T:
(2.11)

Agora, visto que R ¤ 0 e z R (lembre que z A), segue que C D Z.z; R/ é uma curva
plana. Além disso,

Z.z; R;B/ D
�

C; se zjB;
C \D; se z B; sendoD D Z.z; B/ uma curva plana.

Em ambos dos casos21 acima, chegamos na conclusão que Z.z; R;B/ ¤ ;. Assim, ao
escolher p 2 Z.z; R;B/, segue de (2.11) que p 2 Sing.X/, o que é um absurdo.

Portanto,CH D Z.z; A/ é uma curva plana reduzida de graud�1 (visto que grau.A/ D
d � 1).
ˇ ¤ 0 Neste caso,H D Z.t � �z/. Logo,

H \ X D Z.t � �z;A � t C B � z/ D Z.t � �z; .�AC B/z/

D Z.t � �z; z/„ ƒ‚ …
D`

[Z.t � �z;�AC B/„ ƒ‚ …
WDCH

:

21O segundo caso segue do Teorema de Bézout para curvas planas projetivas. O qual nos garante que se
C1; C2 � P2 são curvas projetivas, então C1 \ C2 ¤ ;. Além disso, #.C1 \ C2/ ⩽ d1 � d2 sendo
di D grau.Ci /.



172 2. Toda superfície contém retas?

Note que�ACB ¤ 0 e t��z �ACB .22 Assim,CH D Z.t��z;�ACB/ é uma curva
plana. Suponha, pelo absurdo, que curva CH D Z.t��z;�ACB/ não é reduzida, então
�AC B não é livre de quadrados, ou seja, �AC B D R2 � T com R; T 2 CŒx; y; z; t �
homogêneos.

Neste caso, F D A � t C .R2 � T � �A/ � z D A � .t � �z/CR2 � T � z. Logo,

@xF D .@xA/ � .t � �z/CR � .2.@xR/ � T C .@xT / �R/ � z
@yF D .@yA/ � .t � �z/CR �

�
2.@yR/ � T C .@yT / �R

�
� z

@zF D .@zA/ � .t � �z/CR � .2.@zR/ � T C .@zT / �R/ � z � �ACR2 � T
@tF D .@tA/ � .t � �z/CR � .2.@tR/ � T C .@tT / �R/ � z C A

(2.12)

Sendo F irredutível (cf. Lema 1.13), segue que R ¤ 0 e t � �z não divide R. L,ogo
C D Z.t � �z;R/ é uma curva plana. Além disso,

Z.t � �z;R;A/ D
�

C; se t � �zjA
C \D; se t � �z A; sendoD D Z.t � �z;A/:

De forma análoga ao caso anterior (ˇ D 0), segue-se que Z.t � �z;R;A/ ¤ ;. Assim,
ao escolher p 2 Z.t � �z;R;A/, segue de (2.12) que p 2 Sing.S/, o que é um absurdo.
Portanto, CH D Z.t � �z;�AC B/ é uma curva plana reduzida de grau d � 1.

A curva CH na Proposição 2.6 é denominada curva residual à reta ` no planoH .

A seguir vamos apresentar um exemplo que elucidará alguns aspectos que aparecerão
na contagem de retas no caso geral.

Exemplo 2.5. Seja X D Z.G/ � P
3 sendo G D x3 C y3 C z3 C t3 2 S . Fixe a reta

` D Z.xC y; zC t / � X. A seguir vamos determinar a curva residual à reta ` para cada
plano contendo `.

Lembremos que seH é um plano em P
3, então

` � H () H D Z.˛.x C y/ � ˇ.z C t//; com Œ˛ W ˇ� 2 P
1:

Entretanto a curva residual a ` no planoH D Z.˛.xCy/�ˇ.zC t // aparece ao calcular
a interseçãoH \ X. De fato,

H \ X D Z
�
˛.x C y/ � ˇ.z C t/; x3 C y3 C z3 C t3

�
D ` [ CH :

Vamos analisar os casos ˇ D 0 e ˇ ¤ 0.

ˇ D 0. Neste caso,H D Z.x C y/.

22 .a/ Suponha que �AC B D 0. Logo, B D ��A e F D A � t C B � z D A.t � �z/ é redutível,
o que é um absurdo. .b/ Suponha que �AC B D .t � �z/G para algum G 2 CŒx; y; z; t�. Neste caso,
F D A � tCB �z D A � tC .t ��z/G �z��A �z D .t ��z/.G �zCA/ é redutível, o que é um absurdo.
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Observe que

H \ X D Z.x C y; x3 C y3 C z3 C t3/

D Z.x C y; z3 C t3/

D Z.x C y; .z C t/.z2 � zt C t2//

D Z.x C y; z C t /„ ƒ‚ …
`

[Z.x C y; z2 � zt C t2/„ ƒ‚ …
CH

Observe que a curva residual CH D m1 [ m2 é uma cônica singular no plano H D
Z.xCy/; visto que z2� zt C t2 D .zC �t/.zC �2t / com � 2 C tal que �3 D 1 e � ¤ 1.

H D Z.x C y/

`
m2

m1

CH D m1 [m2

ˇ ¤ 0. Neste caso,H D Z.t C z � �.x C y// sendo � D ˛

ˇ
. Logo,

H \ X D Z.t C z � �.x C y/; x3 C y3 C z3 C t3/
D Z.t C z � �.x C y/; .x C y/ � f�/
D Z.t C z; x C y/„ ƒ‚ …

`

[Z.t C z � �.x C y/; f�/„ ƒ‚ …
CH

sendo f� D .�3 C 1/x2 C .2�3 � 1/xy � 3�2xz C .�3 C 1/y2 � 3�2yz C 3�z2.
Agora, sendoCH uma cônica reduzida no planoH , temos duas possibilidades: CH D

m1 [m2 união de retas distintas (como no caso ˇ D 0) ou CH é uma cônica não singular.

H

CH

`

Vamos determinar os pontos singulares da cônica Z.f�/ � P
2 Š H .23

23Observe que ' W P3 �! P3 dada por a 7�! Œa0 W a1 W a2 W a3 C a2 � �.a0 C a1/� é um MCP tal
que '.H/ D Z.t/ e '.CH / D Z.t; f�/. Além disso,H Š Z.t/ Š P2.
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Considere a D Œa0 W a1 W a2� 2 P
2. Note que

a 2 Sing.Z.f�// ()

8
<̂

:̂

@xf�.a/ D 2.�3 C 1/a0 C .2�3 � 1/a1 � 3�2a2 D 0;

@yf�.a/ D .2�3 � 1/a0 C 2.�3 C 1/a1 � 3�2a2 D 0

@zf�.a/ D �3�2a0 � 3�2a1 C 6�a2 D 0:

Ou seja, Ea D .a0; a1; a2/ está no núcleo do operador linear T� W C
3 �! C

3 dado por
Ea 7�!

�
@xf�.Ea/; @yf�.Ea/; @zf�.Ea/

�
. Se ŒT�� é a matriz associada a T� da base canônica

na base canônica, tem-se que

detŒT�� D 18�.�C 1/.�2 � �C 1/:

Assim,

Z.f�/ � P
2 Š H é singular () � 2

(
0;�1; 1C

p
3i

2
;
1 �

p
3i

2

)
:

Observação 2.6. Na superfície não singular X D Z.x3 C y3 C z3 C t3/ � P
3; sendo

` D Z.xCy; zCt/ � X, existem exatamente 5 planos contendo a reta ` tais que a cônica
residual é união de duas retas distintas. Assim, obtemos 2 � 5 retas distintas na superfície
X. Este não é um fato que só vale para essa superfície cúbica. Com efeito, mostraremos
no Capítulo 3 que a existência de exatamente 5 planos nos quais a cônica residual é união
de retas distintas, vale para toda superfície cúbica não singular em P

3.

Exercício 2.5. Sejam `1 e `2 retas distintas em P
3: Seja h`1; `2i a menor subvariedade

linear de P
3 contendo `1 [ `2. Mostre que

.a/ Se `1 \ `2 ¤ ; (i.e. `1 e `2 são concorrentes), então h`1; `2i é um plano.

.b/ Se `1 \ `2 D ; (ou seja, `1 e `2 são transversais), então h`1; `2i D P
3.

Lembre que fixada uma reta ` em P
3,

L`.X/ WD
n
m 2 L.X/

ˇ̌
` \m ¤ ;

o
:

Proposição 2.7. Seja X D Z.F / uma superfície não singular em P
3 com F 2 S ho-

mogêneo de grau d ⩾ 3 e ` 2 L.X/. Se H é um plano em P
3 contendo ` tal que

H \ X D ` [ CH , então

.i/ ` não é uma componente irredutível da curva residual CH .

.ii/ Se m 2 L`.X/ � f`g e H D h`;mi então m é uma componente irredutível de
CH . Mais ainda, CH D m [ C 0H sendo C 0H determinada pela união de todas as
componentes irredutíveis de CH distintas de m.
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C 0H H

m

Demonstração. (i) A menos de uma MCP podemos assumir que ` D Z.z; t/. Como
` 2 L.X/, podemos escrever F na forma

F D A � t C B � z; com A 2 CŒx; y; z; t � e B 2 CŒx; y; z�

homogêneos de grau d � 1. Neste caso, temos que

@xF D @xA � t C @xB � z
@yF D @yA � t C @yB � z
@zF D @zA � t C @zB � z C B
@tF D @tA � t C A:

(2.13)

Agora, se H é um plano contendo a reta `, então existe Œ˛ W ˇ� 2 P
1 tal que H D

Z.˛z C ˇt/. Assim,

H D Z.t � �z/; sendo � D �˛
ˇ

ou H D Z.z/:

• SeH D Z.t � �z/; então CH D Z.t � �z;�AC B/.
Suponha, pelo absurdo, que a reta ` é uma componente da curva CH . Neste caso,
` � CH implica em

�A.p/C B.p/ D 0; 8 p 2 `: (2.14)

Note que A ¤ 0; visto que F é irredutível (cf. Lema 1.13). Logo Z.A/ é uma
superfície em P

3. Considere q 2 `\Z.A/ (pois segue de (2.7) que `\Z.A/ ¤ ;).
Logo, de (2.14) segue que B.q/ D 0. Assim, segue do sistema em (2.13) que
q 2 Sing.X/, o que é um absurdo.

• SeH D Z.z/; então CH D Z.z; A/.
Suponha, pelo absurdo, que a reta ` é uma componente da curva CH . Neste caso,
` � CH implica em

A.p/ D 0; 8 p 2 `: (2.15)

Neste caso B ¤ 0 (visto que F é irredutível segundo o Lema 1.13), logo Z.B/ é
uma superfície em P

3. Considere q 2 `\Z.B/ (`\Z.B/ ¤ ; por conta de (2.7)).
Mais uma vez, a partir de (2.13), segue que q é um ponto singular da superfície X,
o que é um absurdo.
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(ii) Como m 2 L`.X/ e m ¤ `, então H D h`;mi é o único plano em P
3 contendo as

retas ` e m (cf. Exercício 2.5). Agora, sabendo que ` � H , então

H \ X D ` [ CH ;

sendo CH uma curva plana reduzida de grau d � 1 ( cf. Proposição 2.6). Por outro lado,

m � H \ X D ` [ CH H) m D m \ ` [m \ CH
mirred:H) m � CH :

Assim,24 CH D m [ C 0H sendo

C 0H D
k[

iD1
Ci ;

no qual Ci ¤ m é componente irredutível de CH :

Corolário 2.4. Seja X � P
3 uma superfície não singular de grau d ⩾ 3 contendo as

retas distintas `1 e `2. Se `1 e `2 são concorrentes eH D h`1; `2i, então

H \ X D `1 [ `2 [ C 0H ; sendo C 0H uma curva plana reduzida de grau d � 2:

Demonstração. Ao considerar o planoH D h`1; `2i, segue da Proposição 2.6 que

H \ X D `1 [ CH

sendo CH uma curva plana reduzida de grau d � 1. Assim, CH D Z.L;G/; com H D
Z.L/ e G homogêneo de grau d � 1; livre de quadrados, tais que L G.

Por outro lado, a partir do item (ii) da Proposição 2.7, segue queCH D `2[C 0H sendo
a reta `2 uma componente irredutível deCH . De fato, as condições `2 � CH componente
irredutível e CH reduzida de grau d � 1, nos leva a concluir que C 0H D Z.L;Q/ sendo
Q homogêneo de grau d � 2 e livre de quadrados.25 Portanto, C 0H é uma curva plana
reduzida de grau d � 2.

Considere ` 2 L.X/ e CH a curva residual à reta ` no plano H (cf. Proposição 2.6).
Usaremos a notação

LCH
.X/ WD

n
m 2 L.X/

ˇ̌
ˇCH \m ¤ ;

o
:

24Sendo m irredutível e CH uma curva plana reduzida, segue que todas suas componentes irredutíveis tem
dimensão 1. Assim,m é uma componente irredutível de CH :

25Note que, `2 � CH é equivalente a I.CH / D hL;Gi � I.`2/ WD hL;M i. De onde concluímos
que G D L � P CM � Q com P e Q homogêneos de grau d � 2. Além disso, I.CH / D hL;Gi D
hL;L �P CM �Qi D hL;M �Qi comQ livre de quadrados, visto que I.CH / é um ideal radical.
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Proposição 2.8. Seja X uma superfície não singular em P
3 de grau d ⩾ 3 e ` 2 L.X/.

Se H é um plano em P
3 contendo ` e CH é a curva residual à reta ` no plano H (i.e.

H \ X D ` [ CH ). Então L.X/ D L`.X/ [ LCH
.X/.

Demonstração. Das definições deL`.X/ eLCH
.X/; segue queL`.X/[LCH

.X/ � L.X/.
Assim, basta mostrar a inclusão oposta.

Considere m 2 L.X/. Temos duas possibilidades
m � H:Neste caso, as retasm e ` estão contidas no planoH . Logo,m D ` oum\` D fpg.
Em qualquer um desses casos, segue que m 2 L`.X/.
m 6� H: Neste caso, m \ H D fqg. Assim, a partir da igualdade H \ X D ` [ CH ao
interceptar com a reta m � X, concluímos que

H \m D .` \m/ [ .CH \m/
m\HDfqg

H) q 2 ` \m ou q 2 CH \m:

Portanto, m 2 L`.X/ [ LCH
.X/.

Corolário 2.5. Sejam X � P
3 uma superfície não singular de grau d ⩾ 3 e `1; :::; `r 2

L.X/ retas coplanares distintas com r ⩾ 2. Então,

L.X/ D L`1
.X/ [ � � � [ L`r

.X/:

Demonstração. Deixamos a cargo do leitor.

Curvas residuais como fibras de um morfismo

A seguir, mostraremos que as curvas residuais à reta ` nos planos em˝.`/, aparecem como
as fibras de um morfismo �` W X �! P

1 (cf. (2.16)). Além disso, vamos estabelecer que
o conjunto

C WD
n
CH

ˇ̌
ˇCH é uma curva singular residual à reta ` no planoH 2 ˝.`/

o

é finito. Este fato será muito importante na hora de mostrarmos que uma superfície cúbica
não singular em P

3 contém exatamente 27 retas.

Lema 2.8. Sejam ` uma reta e p um ponto em P
n; com n ⩾ 2. Então

p 62 ` () 9Š H � P
n plano contendo a reta ` e o ponto p:

Demonstração. Assuma que ` D P .W /; com W 2 G2.CnC1/ e p D Œv�.
H) A condição p 62 ` é equivalente a v 62 W . Assim,

dim.W C Œv�/ D dimW C dim Œv� � dimW \ Œv� D 2C 1 � 0 D 3:



178 2. Toda superfície contém retas?

Portanto,H D P .W C Œv�/ é um plano contendo a reta ` e o ponto p. De fato, tal plano é
único.26

(H Suponha, pelo absurdo, que p 2 `. Neste caso, v 2 W . Logo, para todo vetor
Eu 62 W; tem-se que U D W ˚ Œu� 2 G3.C

nC1/ define um plano contento a reta ` e o
ponto p (visto que p 2 `). Assim, obtemos infinitos planos contento a reta ` e o ponto p
(o que contradiz a unicidade).

Definição do morfismo �` W X �! P
1.

A seguir, h`; pi denotará o plano determinado pelo ponto p e a reta ` sempre que p 62 `
(cf. Lema 2.8). Conforme ilustra a figura

�p

`

h`; pi

Seja X uma superfície não singular em P
3 de grau d ⩾ 3 contendo a reta `. Considere

�` W X �! ˝.`/ dada por

p 7�! Hp sendoHp D
�

h`; pi ; se p 62 `;
TpX; se p 2 `:

Defina,
�` W X �! P

1 por p 7�! 	�1.Hp/ (2.16)

sendo	 W P
1 �! ˝.`/ a bijeção dada por Œ˛ W ˇ� 7�! Z.˛L1CˇL2/; se ` D Z.L1; L2/

(cf. Lema 2.7). Assim, �` D 	�1 ı �`.

Proposição 2.9. Com as notações acima. A função �` W X �! P
1 é um morfismo, tal

que ��1
`
.a/ é a curva residual à reta ` no plano Ha D Z.a0L1 C a1L2/ para todo

a D Œa0 W a1� 2 P
1.

Demonstração. Sem perda de generalidade vamos assumir27 que ` D Z.t; z/.

Assuma que X D Z.F; / com F 2 Sd irredutível (visto que X é não singular, cf.
Lema 1.13). Como ` 2 L.X/, segue que F 2 I.`/ D ht; zi. Logo,

F D A � t C B � z; com A 2 CŒx; y; z; t � e B 2 CŒx; y; z�

26SeH1 D P.U / for um plano contendo a reta ` e o ponto p, então U 2 G3.C
nC1/,W � U e v 2 U .

Logo,W C Œv� � U com dim.W C Œv�/ D 3 D dimU . De onde concluímos que U D W C Œv�. Portanto,
H1 DH .

27Do contrário, escolha ' 2 Aut.Pn/ tal que '.`/ D Z.t; z/ e troque X por X1 D '.X/.
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homogêneos de grau d � 1. Além disso, calculando as derivadas parciais de F , obtemos

@xF D @xA � t C @xB � z
@yF D @yA � t C @yB � z
@zF D @zA � t C @zB � z C B
@tF D @tA � t C A:

A seguir, considere p 2 X tal que p 2 ` D Z.t; z/. A partir do sistema acima, obtemos
que

@xF.p/ D 0; @yF.p/ D 0; @zF.p/ D B.p/ e @tF.p/ D A.p/:

Visto que X é não singular, então ŒB.p/ W A.p/� 2 P
1 e Lp D B.p/z C A.p/t é a forma

linear que define o plano tangente TpX (cf. equaçãoLp (2.8)). Portanto, se p D Œp0 W p1 W
p2 W p3� 2 X segue que

Hp D
� h`; pi D Z.p3z � p2t / D 	.Œp3 W �p2�/; 28 se p 62 `;
TpX D Z.B.p/z C A.p/t/ D 	.ŒB.p/ W A.p/�/; se p 2 `:

Portanto, se p D Œp0 W p1 W p2 W p3� 2 X D Z.A � t C B � z/, então

�`.p/ D
(

Œp3 W �p2�; se p 62 `;
ŒB.p/ W A.p/� ; se p 2 `:

(2.17)

Afirmação 1: A função �` W X �! P
1 definida em (2.17) é um morfismo.

De fato, considere q 2 X.

.a/ Se q 62 `, então escolha o aberto Uq D X � ` � X e G0 D t , G1 D �z 2 S . Note
que

Z.G0; G1/ D ` H) Z.G0; G1/ \ Uq D ;:
Além disso, �`.p/ D ŒG0.p/ W G1.p/� para todo p 2 Uq.

.b/ Se q 2 `, então escolha o aberto Uq D X� Z.A;B/ � X e G0 D B , G1 D A 2 S .
Note que Z.G0; G1/ \ Uq D ;: Além disso, �`.p/ D ŒG0.p/ W G1.p/� para todo
p 2 Uq,29

�`.p/ D ŒG0.p/ W G1.p/� D
�

Œp3 W �p2�; se p 2 Uq � `;
ŒB.p/ W A.p/� ; se p 2 ` \ Up:

Portanto, segue da Proposição 1.32, que �` é um morfismo.

Afirmação 2: ��1
`
.a/ é a curva residual à reta ` no planoHa D Z.a0z C a1t / para todo

a D Œa0 W a1� 2 P
1.

29Visto que, se ` 63 p D Œp0 W p1 W p2 W p3� 2 X D Z.A � t C B � z/, então Œp3 W �p2� 2 P1 e
0 D A.p/p3 CB.p/p2. Logo, Œp3 W �p2� D ŒB.p/ W A.p/�.
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De fato, lembre que

Ha \ X D Z.a0z C a1t; A � t C B � z/ D ` [ Ca

sendo Ca é a curva residual à reta ` no planoHa. Assim, temos que:

• Se a1 ¤ 0, então H D Z.t � �z/ sendo � D �a0
a1

e Ca D Z.t � �z;�AC B/.
Ou seja,

Ca D Z.a0z C a1t; a0A � a1B/; se a D Œa0 W a1� e a1 ¤ 0:

• Se a1 D 0, entãoH D Z.z/ e Ca D Z.z; A/.

Portanto, se a D Œa0 W a1� 2 P
1, então a curva residual à reta ` no plano Ha D

Z.a0z C a1t/ é igual a Ca D Z.a0z C a1t; a0A � a1B/.

Por outro lado, se a D Œa0 W a1� 2 P
1 e p D Œp0 W p1 W p2 W p3� 2 X então

��1` .a/ D
n
p 2 X

ˇ̌
ˇ�`.p/ D a

o

D
n
p 2 `

ˇ̌
ˇ�`.p/ D a

o[n
p 2 X � `

ˇ̌
ˇ�`.p/ D a

o

D
n
p 2 `

ˇ̌
ˇ ŒB.p/ W A.p/� D a

o[n
p 2 X � `

ˇ̌
ˇ Œp3 W �p2� D a

o

D
n
p 2 `

ˇ̌
ˇ a0A.p/ � a1B.p/ D 0

o

„ ƒ‚ …
.I/

[n
p 2 X � `

ˇ̌
ˇ a0p2 C a1p3 D 0

o

„ ƒ‚ …
.II/

A seguir vamos mostrar que ��1
`
.a/ D Z.a0z C a1t; a0A � a1B/.

� Considere p D Œp0 W p1 W p2 W p3� 2 ��1
`
.a/.

No caso (I), segue que p D Œp0 W p1 W 0 W 0� e a0A.p/ � a1B.p/ D 0. Portanto,
p 2 Ca D Z.a0z C a1t; a0A � a1B/.

Entretanto, no caso (II) temos que p D Œp0 W p1 W p2 W p3� com Œp2 W p3� 2 P
1;

satisfazendo a equação a0p2 C a1p3 D 0, o que implica em Œp3 W �p2� D a. Agora,
como p 2 X; segue que F.p/ D A.p/p3 C B.p/p2 D 0. Logo, A.p/a0 � B.p/a1 D 0
visto que Œp3 W �p2� D a. Portanto, p 2 Ca D Z.a0z C a1t; a0A � a1B/.
� Considere p D Œp0 W p1 W p2 W p3� 2 Ca D Z.a0z C a1t; a0A � a1B/.

Se p 2 `; então p 2 ��1
`
.a/\` (cf. (I)). Caso contrário, p 2 X�` e satisfaz a equação

a0p2 C a1p3 D 0. Portanto, p 2 ��1
`
.a/ � ` (cf. (II)).
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Proposição 2.10. Considere o morfismo �` W X �! P
1 em (2.16). Existe um aberto não

vazio V � P
1; tal que �`jV W ��1

`
.V / �! V induzida por �` é suave.30

Demonstração. Segue do Corolário 10.7, na p. 272 do Hartshorne (1977).

Corolário 2.6. Com as notações acima. O conjunto

˙ D
n
Ca

ˇ̌
ˇCa é uma curva singular residual à reta ` no planoHa 2 ˝.`/

o

é finito.

Demonstração. Segue da Proposição 2.9 que Ca D ��1
`
.a/ é uma fibra do morfismo �`

definido em (2.16). Por outro lado, a Proposição 2.10 nos garante que existe um aberto
não vazio V � P

1 tal que �`jV W ��1
`
.V / �! V é suave. Temos duas possibilidades

para V : V D P
1 ou V D P

1 � fb1; :::; bkg; para algum k ⩾ 1 inteiro.
Tendo em consideração que as fibras Ca D ��1

`
.a/ são curvas não singulares para

todo a 2 V (visto que �`jV é suave), segue que ˙ D ; ou ˙ � fb1; :::; bkg: Portanto, ˙
é finito.

30A definição formal para ummorfismo suave pode ser encontrada na p. 268 do texto Hartshorne (1977). Vale
salientar que neste momento não dispomos dos pré-requisitos necessários para abordar essa definição. Entretanto,
uma ideia é a seguinte: Se f W X �! Y é um morfismo sobrejetivo entre variedades não singulares, então f
é suave se todas as fibras são não singulares da mesma dimensão.



3 Contagem de
retas em

superfícies de
grau d ⩽ 4

Como foi mencionado na introdução, o problema de determinar a quantidade máxima de
retas que uma superfície de grau d em P

3 pode conter é um problema em aberto para
d ⩾ 5, a despeito da superfície ser singular ou não singular. Neste capítulo, o leitor
poderá apreciar o desenvolvimento de mais de um século de pesquisa, destacando nesse
cronograma histórico
1849 Arthur Cayley eGeorge Salmon provaram que “Toda superfície cúbica não singular
em P

3 contém exatamente 27 retas”.
1882 Friedrich Schur exibe a superfície quártica Z.x4 � xy3 � z4 C zt3/ � P

3 não
singular contendo 64 retas.
1943 Beniamino Segre demonstrou que “Uma superfície quártica não singular contém
no máximo 64 retas”.

Vale salientar que em 2015 Slawoir Rams e Matthias Shütt publicaram um artigo onde
exibem um contraexemplo para um dos pressupostos utilizados por B. Segre para concluir
que superfícies quárticas não singulares contém no máximo 64 retas. Entretanto, utili-
zando algumas técnicas desenvolvidas pelo matemático japonês Kunihiko Kodaira (por
volta de 1950), Rams–Schüt contornaram o erro de Segre, e mostraram que de fato “Toda
superfície quártica não singular contém no máximo 64 retas”.

Levando em consideração a natureza introdutória deste texto, como também a conta-
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gem de retas neste capítulo se remete ao caso de superfícies de grau d , com d 2 f1; 2; 3; 4g,
dividimos o estudo em três seções

• Retas em superfícies de grau 1 e 2. Nesta seção mostramos L.H/ está em bije-
ção com P

2 se H � P
3 for um plano, concluindo assim que todo plano contém

infinitas retas. A seguir, utilizamos o teorema da classificação de quádricas módulo
mudanças de coordenadas projetivas para descrever as retas em superfícies quádri-
cas em P

3. Por exemplo, no caso de uma superfície quádrica não singular em P
3,

suas retas constituem duas famílias disjuntas parametrizadas por pontos de P
1 (cf.

Proposição 3.3), que terão um rol preponderante na determinação de cotas para o
número máximo de retas em superfícies de grau d ⩾ 5 em P

3 (cf. Seção 4.3 do
Capítulo 4).

• Retas em superfícies de grau 3. Nesta seção será introduzido um procedimento
de contagem de retas que denominamos contagem por estratificação, o qual foi
implementado utilizando o pacote de computação Maxima (cf. Apêndice B) e pode
ser utilizado para contagem de retas numa superfície de grau d qualquer em P

3.
Agora, a demonstração de que toda superfície cúbica não singular contém 27 retas,
tem como base o arcabouço teórico da última seção do Capítulo 2.

• Retas em superfícies de grau 4. Esta seção tem um caráter mais exploratório.
Nesse sentido, são apresentados variados exemplos de superfícies quárticas, que
levam a novos questionamentos, como também diversos exercícios para o leitor
praticar a arte da contagem de retas. Concluímos essa seção comentando qual foi o
erro de Segre com relação a contagem de retas em superfícies de grau 4.

3.1 Retas em superfícies de graus 1 e 2

Retas num plano

Lembremos que um plano em P
3 é uma superfície dada por Z.F /; com F 2 S1 não

nulo.1 Considere H � P
3 um plano e

L.H/ D
n
` � P

3j` é uma reta contida em H
o
:

Proposição 3.1. Se H � P
3 é um plano, então existe uma bijeção entre L.H/ e P

2:

Demonstração. Assuma que H D Z.F / � P
3. Defina 	 W L.H/ �! P

�
S1

ŒF �

�
por

` 7�! ŒL� se I.`/ D hF;Li (cf. Lema 2.6). Observe que
1Observe que Z.F / é superfície reduzida e irredutível pois F tem grau 1 e portanto, é livre de quadrados.
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• 	 está bem definida.

Como fF;Lg é L.I., L … ŒF � e assim, L ¤ 0 em S1

ŒF �
. Suponha queM 2 S1 é tal

que hF;Li D hF;M i. EntãoM 2 hF;Li, de onde concluímos queM 2 ŒF; L� e
assim, existem ˛; ˇ 2 C não ambos nulos, tais queM D ˛F C ˇL. Na verdade,
ˇ ¤ 0, caso contrário fM;F g seria linearmente dependente, o que é um absurdo.
Assim, temos:

M D ˇL D ˇL H) M 2 ŒL� H) ŒM � D ŒL�:

• 	 é injetora.

Sejam ` D Z.F;L/ e m D Z.F;M/ retas em L.H/, tais que 	.`/ D 	.m/: Note
que:

	.`/ D 	.m/ () ŒL� D ŒM � () L 2 ŒM � e M 2 ŒL�:

Agora,

L 2 ŒM � () L D 
M; para algum 
 2 C � f0g
() L � 
M D 0 em S1

ŒF �

() L � 
M 2 ŒF �
() L � 
M D ıF; para algum ı 2 C � f0g
() L 2 hF;M i D I.m/:

De forma análoga, a condiçãoM 2 ŒL� implica emM 2 hF;Li D I.`/: De onde
concluímos que I.`/ D I.m/. Portanto, ` D m.

• 	 é sobrejetora.

Seja ŒM � 2 P

�
S1

ŒF �

�
. Assim M ¤ 0, o que implica em M … ŒF �, ou seja, M e

F são linearmente independentes. Logo, a reta ` D Z.F;M/ � Z.F / é tal que
	.`/ D ŒM �.

Finalmente, observe que fixada a base fF;F1; F2; F3g de S1

Œ˛ W ˇ W 
� 7�! Œ˛F1 C ˇF2 C 
F3�

define uma bijeção de P
2 em P

�
S1

ŒF �

�
:

Corolário 3.1. Qualquer plano em P
3 contém infinitas retas.
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Retas numa superfície quádrica
Lembremos que superfícies projetivamente equivalentes2 em P

3 possuem a mesma quan-
tidade de retas (cf. Corolário 1.19). Assim, o teorema de classificação que enunciaremos a
seguir, reduz nosso estudo à contagem de retas nas seguintes superfícies quádricas Z.x2/,
Z.x2 C y2/, Z.x2 C y2 C z2/ e Z.x2 C y2 C z2 C t2/ (cf. Corolário 3.2).
Teorema 3.1 (Forma normal das quádricas). Sejam K um corpo com característica dife-

rente de 2 e F D
nP

i;jD0
aijxixj 2 KŒx0; : : : ; xn� um polinômio homogêneo não nulo de

grau total 2. Então Z.F / é projetivamente equivalente a uma quádrica definida por uma
equação da forma

c0x
2
0 C c1x

2
1 C � � � C cnx

2
n; com c0; c1; : : : ; cn 2 K não todos nulos.

Demonstração. Veja Teorema 4, p. 411, em Cox, Little e O’Shea (1997).

No espaço projetivo complexo temos o seguinte corolário.
Corolário 3.2 (Classificação das quádricas em P

3). Uma superfície quádrica em P
3, a

menos de uma mudança de coordenadas projetivas, é definida por um polinômio que as-
sume uma das seguintes formas

.i/ F1 D x2;

.ii/ F2 D x2 C y2;

.iii/ F3 D x2 C y2 C z2;

.iv/ F4 D x2 C y2 C z2 C t2.

Além disso, toda quádrica não singular é projetivamente equivalente a Z.F4/:

Demonstração. Se F 2 CŒx; y; z; t � for homogêneo de grau 2, então o teorema acima
nos garante que a menos de uma mudança de coordenadas projetivas F D c0x

2Cc1y
2C

c2z
2 C c3t

2 sendo c1; : : : ; c3 números complexos nem todos nulos. Agora, considere
bi 2 C tal que b2i D ci para i D 0; : : : ; 3. Desta forma, podemos escrever F D
.b0x/

2 C .b1y/
2 C .b2z/

2 C .b3t/
2, e considerar ' W P

3 �! P
3 a MCP dada por

Œa0 W a1 W a2 W a3� 7�! Œb0a0 W b1a1 W b2a2 W b3a3�. Assim, '.Z.F // D Z.Fi /
sendo i D #fj jbj ¤ 0g (ou seja, i é a quantidade de coeficientes não nulos de F ). Para
concluir, observe que a única quádrica não singular na lista é Z.F4/.3 Como as mudan-
ças de coordenadas projetivas preservam pontos singulares, toda quádrica não singular é
projetivamente equivalente a Z.F4/.

2As superfícies X;Y em P3 são ditas projetivamente equivalentes se existe uma MCP T W P3 �! P3 tal
que T.X/ D Y:

3As derivadas parciais de F4 são @xF4 D 2x, @yF4 D 2y, @zF4 D 2z e @tF4 D 2t . Lembre que
p D Œa0 W a1 W a2 W a3� 2 P3 é um ponto singular da superfície Z.F4/ se, e somente se, @uF4.p/ D 0
para todo u 2 fx; y; z; tg. Neste caso, p é um ponto singular se, e somente se, ai D 0 para todo i . Portanto,
Z.F4/ não possui pontos singulares.
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Assim basta analisar os casos listados no Corolário 3.2 (ilustrados na Figura 3.1)

Figura 3.1: Superfícies quádricas em P
3:

(i) F1 D x2 define a quádrica não reduzida Z.F1/. Observe que Z.x2/ D Z.x/ é um
plano. Logo contém infinitas retas.

(ii) F2 D x2 C y2 define uma quádrica reduzida, redutível e singular ao longo da reta
Z.x; y/.4 ComoF2 D .xCiy/.x�iy/, segue queZ.F2/ D Z.xCiy/[Z.x�iy/.
Ou seja, é a união dos planos Z.x C iy/ e Z.x � iy/ (logo é redutível). Portanto,
contém infinitas retas.

(iii) F3 D x2Cy2Cz2 define uma quádrica irredutível5 e singular no pontoZ.x; y; z/.6
4As derivadas parciais de F2 são @xF2 D 2x, @yF2 D 2y e @zF2 D @tF2 D 0. Portanto, p D Œa0 W

a1 W a2 W a3� 2 P3 é um ponto singular da superfície Z.F2/ se, e somente se, a0 D a1 D 0. Ou seja,
p 2 Z.x; y/.

5Pelo absurdo, suponha queF3 é um polinômio redutível. Logo,F3 D L �M sendoL eM formas lineares.
Assuma queL D A1xCA2yCA3zCA4t eM D B1xCB2yCB3zCB4t . EntãoAiB4 D 0 D BiA4

para todo i , o que implica em A4 D B4 D 0. Se Bi ¤ 0, segue que Aj D Ak D 0 e Ai ¤ 0; sendo
fi; j; kg D f1; 2; 3g: Neste caso, Bj D Bk D 0 o que implica em F3 D AiBiu

2 para um determinado
u 2 fx; y; zg, o que é um absurdo.

6As derivadas parciais de F3 são @xF3 D 2x, @yF3 D 2y, @zF3 D 2z e @tF3 D 0. Portanto,
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Proposição 3.2. Z.F3/ contém infinitas retas.

Demonstração. Considere v D Œ0 W 0 W 0 W 1� 2 Z.F3/ (o único ponto singular deZ.F3/).
Para cada ponto q 2 Z.F3/, q ¤ v, denotaremos por `v;q a única reta em P

3 que passa
por v e q.
Afirmação 1: A reta `v;q esta contida na superfície Z.F3/.

De fato, assuma que q D Œq0 W q1 W q2 W q3� 2 Z.F3/. Assim, os pontos da reta `v;q
podem ser representados na forma

`v;q D
n
Œˇq0 W ˇq1 W ˇq2 W ˛ C ˇq3� 2 P

3
ˇ̌
ˇ Œ˛ W ˇ� 2 P

1
o
:

Além disso,

F3.Œˇq0 W ˇq1 W ˇq2 W ˛ C ˇq3�/ D ˇ2.q20 C q21 C q22/ D 0; 8 Œ˛ W ˇ� 2 P
1;

visto que q D Œq0 W q1 W q2 W q3� 2 Z.F3/. Portanto, `v;q � Z.F3/.

A seguir, considere a curva plana C D Z.F3; t /. Observe que todo ponto q 2 C

pertence à superfície Z.F3/ e é distinto de v. Se

L W D f` � P
3j` é uma reta contida em Z.F3/ e v 2 `g;

então
˝ W C �! L

q 7�! `v;q

é uma função bem definida. De fato, é uma bijeção, conforme mostraremos a seguir.

• ˝ é injetora. De fato, considere p; q 2 C tais que `v;q D `v;p. Mas p; q 2 C, daí
temos q D Œq0 W q1 W q2 W 0� e p D Œp0 W p1 W p2 W 0�. Visto que p 2 `v;q,
p D Œˇq0 W ˇq1 W ˇq2 W ˛� para algum Œ˛ W ˇ� 2 P

1: Logo, ˛ D 0 e ˇ ¤ 0.
Portanto, q D p:

• ˝ é sobrejetora. Sejam ` 2 L e p 2 ` \ Z.t/: Então p ¤ v, o que implica
em ` D `v;p. Agora, como a reta ` está contida na superfície Z.F3/; segue que
F3.p/ D 0. Logo p 2 Z.F3; t / D C.

Como C é um conjunto infinito, existem infinitas retas contidas na superfície Z.F3/.

(iv) F4 D x2 C y2 C z2 C t4 define uma quádrica não singular em P
3 (em particular,

F4 é um polinômio irredutível).

v D Œa0 W a1 W a2 W a3� 2 P3 é um ponto singular da superfícieZ.F2/ se, e somente se, a0 D a1 D a2 D 0.
Ou seja, v D Œ0 W 0 W 0 W 1�.
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Verifica-se que a superfície quádrica Z.F4/ contém duas famílias de retas L e M

parametrizadas por P
1, definidas da seguinte forma.

Para cada p D Œp0 W p1� em P
1 considere as retas

• Lp 2 L; dada por

Lp D
n
Œi.˛p0 C ˇp1/ W ˛p0 � ˇp1 W i.˛p0 C ˇp1/ W ˛p1 � ˇp0�

ˇ̌
ˇ Œ˛ W ˇ� 2 P

1
o
:

• Mp 2 M; dada por

Mp D
n
Œi.˛p0�ˇp1/ W ˛p0�ˇp1 W i.�˛p1Cˇp0/ W ˛p1Cˇp0�

ˇ̌
ˇ Œ˛ W ˇ� 2 P

1
o
:

Exercício 3.1. Verifique que as retas Lp e Mp estão contidas na superfície quádrica
Z.F4/.

De fato, a proposição que enunciaremos a seguir nos permite concluir queL.Z.F4// D
L P[M.

Proposição 3.3. As famílias de retas L e M contidas na superfície quádrica Z.F4/ sa-
tisfazem as seguintes propriedades

.i/ Retas de mesma família não se intersectam.

.ii/ Retas de famílias diferentes se intersectam em um único ponto.

.iii/ Se r 2 Z.F4/, existem únicas retas Lpr eMqr tais que Lpr \Mqr D frg:

.iv/ Dada uma reta ` � Z.F4/, tem-se que ` 2 L ou ` 2 M.

Demonstração. Confira as páginas 66, 67 em Mendoza e Rojas (2009).

Corolário 3.3. A superfície quádrica Z.F4/ contém infinitas retas.

Demonstração. Segue do item (i) na Proposição 3.3 que P
1

'�! L dada por p 7�! Lp é
uma bijeção. Logo, a superfície quádrica Z.F4/ contém infinitas retas.

De acordo com as análises feitas acima, concluímos que

Proposição 3.4. Toda superfície quádrica em P
3 contém infinitas retas.
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3.2 Retas em superfícies de grau 3

Considere F 2 S3 não nulo e livre de quadrados. Assim, Z.F / � P
3 é uma superfície

cúbica reduzida. Temos duas possibilidades a serem analisadas:

• F é redutível. Neste caso, F D LG com L 2 S1 e G 2 S2. Assim,

Z.F / D Z.LG/ D Z.L/ [ Z.G/:

Como Z.L/ é plano, concluímos que Z.F / contém infinitas retas.

• F é irredutível. Temos a seguinte proposição.

Proposição 3.5. Seja X � P
3 uma superfície cúbica reduzida e irredutível. Verifica-se

que o conjunto Sing.X/ é exatamente uma das seguintes possibilidades

.i/ ;, i.e. X é não singular,

.ii/ um conjunto finito de pontos em P
3,

.iii/ uma reta em P
3.

Demonstração. Se X � P
3 é não singular, então Sing.X/ D ;. Caso contrário, o Teo-

rema 3.1, p. 10 em Assis (2011), nos garante que Sing.X/ é um conjunto finito de pontos
ou uma reta em P

3.

Exemplo 3.1. Seja X � P
3 a superfície cúbica definida por F D txyCz.x2�y2/C
 2

S3 sendo 
 D c0x
3 C c1x

2y C c2xy
2 C c3y

3. Observe que

.a/ X é reduzida.7

.b/ X é irredutível.8

7Pelo absurdo, suponha que F não é livre de quadrados. Neste caso, F D L2M comL;M 2 S1. Agora,
visto que a reta ` D Z.x; y/ � X, segue de (2.6) que L2M 2 I.`/ D hx; yi. Logo, L 2 I.`/ ou
M 2 I.`/ (visto que I.`/ é um ideal primo). Por outro lado, se calcularmos a derivada parcial de F em
relação a t , chegamos em: 2.@tL/LM D xy; seM 2 I.`/, o que implica em L;M 2 hx; yi: Ou seja, as
únicas variáveis que comparecem em F são x e y, o que é um absurdo. Caso contrário, .@tM/L2 D xy, o
que também é um absurdo.

8Pelo absurdo, suponha que F é redutível. Neste caso, F D LG com L 2 S1 e G 2 S2. Tendo em
consideração que a reta ` D Z.x; y/ � X, segue de (2.6) que LG 2 I.`/ D hx; yi. Logo, L 2 I.`/ ou
G 2 I.`/ (visto que I.`/ é um ideal primo). Observe que se L 2 I.`/; então @tF D xy D L.@tG/ e
@zF D x2 C y2 D L.@zG/ o que é absurdo (visto que x; y; x � y; x C y são dois a dois primos entre si).
Do contrário (i.e. L 62 I.`/), segue que @tF D xy D .@tL/G e @zF D x2 C y2 D .@zL/G; o que é
absurdo (visto que @tL e @zL são ambas não nulas, uma vez que as variáveis t e z comparecem em F ).



190 3. Contagem de retas em superfícies de grau d ⩽ 4

.c/ Sing.X/ D Z.x; y/. Lembre que os pontos singulares são determinados porZ.@xF; @yF; @z ,
ou seja, pelas soluções do sistema

8
ˆ̂<
ˆ̂:

@xF D ty C 2zx C 3c0x
2 C 2c1xy C c2y

2 D 0;

@yF D tx � 2zy C c1x
2 C 2c2xy C 3c3y

2 D 0;

@zF D x2 � y2 D 0;
@tF D xy D 0:

Portanto,

p D Œa0 W a1 W a2 W a3� 2 Sing.X/ () a0 D a1 D 0 () p 2 Z.x; y/:

.d/ X contém infinitas retas. Para cada � 2 C considere o plano H� D Z.x � �y/
contendo a reta ` D Z.x; y/ (cf. notações no Exercício 2.4). Note que

H�\X D Z.x��y; F / D Z
�
x � �y; y2Œ�t C .�2 � 1/z C 
.�; 1/y�

�
D `[`�

sendo
`� D Z

�
x � �y;�t C .�2 � 1/z C 
.�; 1/y

�
:

Portanto, `� � X são infinitas retas em X (cf. Exercício 2.4).

A menos de uma MCP, toda superfície cúbica irredutível reduzida, cujo conjunto de
singularidades é uma reta, podemos assumir que tal reta é Z.x; y/. De fato, o exemplo
que acabamos de apresentar é um caso particular da seguinte proposição.

Proposição 3.6. Seja X D Z.F / � P
3 uma superfície cúbica irredutível e reduzida, tal

que Sing.X/ D Z.x; y/ � P
3. Então verifica-se que

.i/ F D t � ˛.x; y/C z � ˇ.x; y/C 
.x; y/; para algum ˛; ˇ; 
 2 CŒx; y�; sendo ˛, ˇ
homogêneos de grau 2 e 
 homogêneo de grau 3.

.ii/ X contém infinitas retas.

Demonstração. Confira a Proposição 3.1, p. 10 em Assis (2011).

Exemplo 3.2. Considere X D Z.F / � P
3; sendo F D xz2 C x2t C y3. Observe que

• X é uma superfície cúbica irredutível e reduzida.

• Sing.X/ D fŒ0 W 0 W 0 W 1�g.9

9Seja @uF a derivada parcial deF em relação a u 2 fx; y; z; tg. Assim, @xF D z2C2xt , @yF D 3y2,
@zF D 2xz e @tF D x3. Portanto, p D Œa0 W a1 W a2 W a3� 2 P3 é um ponto singular da superfície Z.F /
se e somente se a0 D a1 D a2 D 0. Ou seja, p D Œ0 W 0 W 0 W 1�.
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Pergunta

A superfície X D Z.xz2 C x2t C y3/ é cúbica irredutível e reduzida, com uma
singularidade. Observe que ` D Z.x; y/ está contida neste cúbica. Será que
contém mais retas?

Para responder esta pergunta usaremos uma estratificação do conjunto das retas em
P
3; que apresentamos a seguir.

3.2.1 Contagem de retas via estratificação

Aestratificação  da família de retas emP
3 que iremos introduzir a seguir, pode ser utilizada

para a contagem de retas em diversas superfícies. De fato, para facilitar tais cálculos,
poderemos eventualmente utilizar algum pacote de computação (tipo Maxima, Python,
entre outros).

Inicialmente, precisamos lembrar que uma reta ` � P
3 é determinada por um subes-

paço W 2 G2.C4/, mais precisamente, ` D P .W / (cf. Corolário 1.9). Assuma que W é
gerado pelos vetores u D .u0; u1; u2; u3/ e v D .v0; v1; v2; v3/, então 	.`/ 2 Q � P

5 é
determinada10 pelos menores 2 � 2 da matriz

�
u0 u1 u2 u3
v0 v1 v2 v3

�
(3.1)

De fato,
	.`/ D Œw01 W w02 W w03 W w12 W w13 W w23�

sendo wij D uivj � uj vi para 0 ⩽ i < j ⩽ 3. Assim, podemos definir a seguinte
estratificação para ˙ D f retas em P

3g

˙ D V0 P[V1 P[V2 P[V3 P[V4 P[V5 (3.2)

sendo

V0 D f` 2 ˙ jw01 ¤ 0g;
V1 D f` 2 ˙ jw01 D 0; w02 ¤ 0g;
V2 D f` 2 ˙ jw01 D w02 D 0; w03 ¤ 0g;
V3 D f` 2 ˙ jw01 D w02 D w03 D 0; w12 ¤ 0g;
V4 D f` 2 ˙ jw01 D w02 D w03 D w12 D 0; w13 ¤ 0g;
V5 D f` 2 ˙ jw01 D w02 D w03 D w12 D w13 D 0; w23 ¤ 0g D fZ.x; y/g:

10Lembre que se˙ D f retas em P3g e Q � P5 é a quádrica de Plücker, então 	 W ˙ �! Q é a bijeção
da Proposição 2.1.
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Descrição das retas em cada estrato

• Se w01 ¤ 0; então a matriz em (3.1) é equivalente11 a uma matriz da forma
�
1 0 a b
0 1 c d

�
:

Assim,

` 2 V0 () ` D P .W /; sendo W D Œ.1; 0; a; b/; .0; 1; c; d/�; com a; b; c; d 2 C:

• Se w01 D 0 e w02 ¤ 0, então a matriz em (3.1) é equivalente a uma matriz da forma
�
1 a 0 b
0 0 1 c

�
:

Assim,

` 2 V1 () ` D P .W /; sendo W D Œ.1; a; 0; b/; .0; 0; 1; c/�; com a; b; c 2 C:

• Se w01 D w02 D 0 e w03 ¤ 0, então a matriz em (3.1) é equivalente a uma matriz
da forma �

1 a b 0
0 0 0 1

�
:

Assim,

` 2 V2 () ` D P .W /; sendo W D Œ.1; a; b; 0/; .0; 0; 0; 1/�; com a; b 2 C:

• Se w01 D w02 D w03 D 0 e w12 ¤ 0, então a matriz em (3.1) é equivalente a uma
matriz da forma �

0 1 0 a
0 0 1 b

�
:

Assim,

` 2 V3 () ` D P .W /; sendo W D Œ.0; 1; 0; a/; .0; 0; 1; b/�; com a; b 2 C:

• Se w01 D w02 D w03 D w12 D 0 e w13 ¤ 0, então a matriz em (3.1) é equivalente
a uma matriz da forma �

0 1 a 0
0 0 0 1

�
:

Assim,

` 2 V4 () ` D P .W /; sendo W D Œ.0; 1; a; 0/; .0; 0; 0; 1/�; com a 2 C:

11ao realizarmos operações elementares nas suas linhas
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• Se w01 D w02 D w03 D w12 D w13 D 0 e w23 ¤ 0, então a matriz em (3.1) é
equivalente a uma matriz da forma

�
0 0 1 0
0 0 0 1

�
:

Assim,

` 2 V5 () ` D Z.x; y/ D P .W /; sendo W D Œ.0; 0; 1; 0/; .0; 0; 0; 1/�:

Observação 3.1. SejamX D Z.F / uma superfície reduzida de grau d e ` uma reta emP
3.

Assuma que ` D P .W / com W 2 G2.C
4/ gerado pelos vetores p D .p0; p1; p2; p3/ e

q D .q0; q1; q2; q3/, então

` D
n
Œup0 C vq0 W up1 C vq1 W up2 C vq2 W up3 C vq3� 2 P

3
ˇ̌
ˇ Œu W v� 2 P

1
o
:

Neste caso,

` � X () F.up0 C vq0; up1 C vq1; up2 C vq2; up3 C vq3/ D 0; 8 Œu W v� 2 P
1:

Mais precisamente, seja G.u; v/ WD F.up0 C vq0; up1 C vq1; up2 C vq2; up3 C vq3/.
Note que G.u; v/ é uma expressão polinomial homogênea de grau d em u e v da forma

G.u; v/ D A0u
d C A1u

d�1v C � � � C Ad�1uv
d�1 C Adv

d

no qual A0; A1; : : : ; Ad expressões polinomiais nas coordenadas de p e q. Portanto,

` � X () G.u; v/ D 0; 8 Œu W v� 2 P
1 () Ai D 0; 8 i 2 f0; : : : ; dg: (3.3)

Exemplo 3.3. Considere X D Z.F / � P
3 sendoF D xz2Cx2tCy3:Observe que a reta

` D Z.x; y/ � X, visto que F 2 I.`/ D hx; yi. A seguir mostraremos que ` é a única
reta contida na superfície em questão. Isso é equivalente a mostrar que L.X/ \ Vj D ;;
para todo j 2 f0; :::; 4g; sendo Vj o estrato definido em (3.2), uma vez que V5 D f`g. De
fato, considere m uma reta em Vj .

j D 0 Neste estrato, m D P .Œ.1; 0; a; b/; .0; 1; c; d/�/ com a; b; c; d 2 C. Logo,

m � X () F.u; v; auC cv; buC dv/„ ƒ‚ …
.bCa2/u3C.dC2ac/u2vCc2uv2Cv3

D 0; 8 Œu W v� 2 P
1

(3.3)
H) L.X/ \ V0 D ;:

j D 1 Neste estrato, m D P .Œ.1; a; 0; b/; .0; 0; 1; c/�/ com a; b; c 2 C. Logo,

m � X () F.u; au; v; buC cv/„ ƒ‚ …
.bCa3/u3Ccvu2Cuv2

D 0; 8 Œu W v� 2 P
1

(3.3)
H) L.X/ \ V1 D ;:
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j D 2 Neste estrato, m D P .Œ.1; a; b; 0/; .0; 0; 0; 1/�/ com a; b 2 C. Logo,

m � X () F.u; au; bu; v/„ ƒ‚ …
.b2Ca3/u3Cu2v

D 0; 8 Œu W v� 2 P
1

(3.3)
H) L.X/ \ V2 D ;:

j D 3 Neste estrato, m D P .Œ.0; 1; 0; a/; .0; 0; 1; b/�/ com a; b 2 C. Logo,

m � X () F.0; u; v; auC bv/„ ƒ‚ …
u3

D 0; 8 Œu W v� 2 P
1

(3.3)
H) L.X/ \ V3 D ;:

j D 4 Neste estrato, m D P .Œ.0; 1; a; 0/; .0; 0; 0; 1/�/ com a 2 C. Logo,

m � X () F.0; u; au; v/„ ƒ‚ …
u3

D 0; 8 Œu W v� 2 P
1

(3.3)
H) L.X/ \ V4 D ;:

No Exemplo B.4 no Apêndice B você encontrará como calcular os polinômios G.u; v/;
da equação (3.3), em cada estrato no Maxima.

Exemplo 3.4. Considere a superfície de Cayley X D Z.F / � P
3 definida por F D

yzt C xzt C xyt C xyz. Observe que

.a/ # .Sing.X// D 4: De fato, considere p D Œa0 W a1 W a2 W a3� 2 Sing.X/.12 Observe
que

@xF D yz C tz C ty; @zF D xy C ty C tx;

@yF D xz C tz C tx; @tF D yz C xz C xy:

Temos duas possibilidades para a0.
a0 D 0: Neste caso,

@yF.p/ D a2a3 D 0; @zF.p/ D a1a3 D 0 e @tF.p/ D a1a2 D 0:

Cujo conjunto de soluções é
n
Œ0 W 1 W 0 W 0�; Œ0 W 0 W 1 W 0�; Œ0 W 0 W 0 W 1�

o
.

a0 ¤ 0: Neste caso, podemos assumir que p D Œ1 W b1 W b2 W b3� e obtemos:

@xF.p/ D b1b2 C b3b2 C b3b1 D 0; @zF.p/ D b3.1C b1/C b1 D 0;

@yF.p/ D b2 C b3b2 C b3 D 0; @tF.p/ D b2.1C b1/C b1 D 0:

12Lembre que os pontos singulares de X são determinados pelos pontos deZ.@xF; @yF; @zF; @tF / � P3.
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Note que

@zF.p/ � @tF.p/ D .b3 � b2/.1C b1/ D 0 H) b2 D b3:
13

@xF.p/ � @yF.p/ D .b3 C b2/.1 � b1/ D 0 H) b2 D �b3:14

De onde concluímos que b2 D b3 D 0. Agora, segue de @tF.p/ D 0 (após substituir
b2 D 0) que b1 também é zero. Portanto, obtemos o ponto singular Œ1 W 0 W 0 W 0�
neste aberto (a0 6D 0).
Portanto,

Sing.X/ D
n
Œ1 W 0 W 0 W 0�; Œ0 W 1 W 0 W 0�; Œ0 W 0 W 1 W 0�; Œ0 W 0 W 0 W 1�

o
:

.b/ #L.X/ D 9. De fato, considere a reta m no estrato Vj conforme (3.2). Para cada
j 2 f0; :::; 5g tem-se que
j D 0 Neste estrato, m D P .Œ.1; 0; a; b/; .0; 1; c; d/�/ com a; b; c; d 2 C. Logo,
segundo (3.3)

m � X () F.u; v; auC cv; buC dv/ D 0; 8 Œu W v� 2 P
1:

Note que F.u; v; auC cv; buC dv/ D A0u
2v CA1uv

2 CA2uv
2 CA3v

3 sendo
8
<̂

:̂

A0 D ab;
A1 D ad C bc C ab C b C a;
A2 D cd C ad C d C bc C c;
A3 D cd:

Assim, m � X se, e somente se, .a; b; c; d/ 2 C
4 é solução do sistema Ai D 0;

com i D 0; 1; 2; 3, cujas soluções são dadas por15

a b c d

0 0 0 0
0 -1 -1 0
-1 0 0 -1

13Visto que ao substituir b1 D �1 em @zF.p/ D b3.1Cb1/Cb1 D 0, concluímos que b1 D 0; chegando
no absurdo b1 D �1 D 0.

14Se b1 D 1, então substituindo b1 D 1 em @zF.p/ D 0 e @tF.p/ D 0, obtemos b2 D b3 D �1=2, que
não é solução de @yF.p/ D 0.

15Visto que A0 D ab D 0 e A3 D cd D 0. Temos as seguintes possibilidades para analisar: .I/ Se
a D c D 0, então ao substituirmos a D c D 0 em A1 D 0 (resp. A2 D 0), obtemos b D 0 (resp. d D 0).
.II/ Se a D d D 0 e c ¤ 0, então ao substituirmos a D d D 0 em A1 D 0 (resp. A2 D 0), obtemos
b.c C 1/ D 0 (resp. c.b C 1/ D 0). Como c ¤ 0, concluímos que b D c D �1. .III/ Se b D c D 0
e a ¤ 0, então ao substituirmos b D c D 0 em A1 D 0 (resp. A2 D 0), obtemos a.d C 1/ D 0 (resp.
d.a C 1/ D 0). Como a ¤ 0, concluímos que a D d D �1. .IV/ Se b D d D 0 e a ¤ 0, então ao
substituirmos b D d D 0 em A1 D 0, obtemos a D 0, o que é um absurdo.
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Portanto, #.L.X/ \ V0/ D 3.

j D 1 Neste estrato, m D P .Œ.1; a; 0; b/; .0; 0; 1; c/�/ com a; b; c 2 C. Logo,
segundo (3.3)

m � X () F.u; au; v; buC cv/ D 0; 8 Œu W v� 2 P
1:

Note que F.u; au; v; buC cv/ D A0u
2v C A1uv

2 C A2uv
2 C A3v

3 sendo

A0 D ab; A1 D ac C ab C b C a; A2 D .aC 1/c e A3 D 0:

Assim,

m � X ()

8
<
:
ab D 0;
ac C ab C b C a D 0;
.aC 1/c D 0:

() .a; b; c/ 2
n
.0; 0; 0/; .�1; 0;�1/

o
:

Portanto, #.L.X/ \ V1/ D 2.

j D 2 Neste estrato, m D P .Œ.1; a; b; 0/; .0; 0; 0; 1/�/ com a; b 2 C. Logo,

m � X () F.u; au; bu; v/„ ƒ‚ …
abu3C.abCbCa/u2v

D 0; 8 Œu W v� 2 P
1

(3.3)
H) #.L.X/ \ V2/ D 1:

j D 3 Neste estrato, m D P .Œ.0; 1; 0; a/; .0; 0; 1; b/�/ com a; b 2 C. Logo,

m � X () F.0; u; v; auC bv/„ ƒ‚ …
au2vCbuv2

D 0; 8 Œu W v� 2 P
1

(3.3)
H) #.L.X/ \ V3/ D 1:

j D 4 Neste estrato, m D P .Œ.0; 1; a; 0/; .0; 0; 0; 1/�/ com a 2 C. Logo,

m � X () F.0; u; au; v/„ ƒ‚ …
au2v

D 0; 8 Œu W v� 2 P
1

(3.3)
H) #.L.X/ \ V4/ D 1:

j D 5 Neste estrato, m D P .Œ.0; 0; 1; 0/; .0; 0; 0; 1/�/ D Z.x; y/. Visto que F 2
I.m/ D hx; yi ; segue que m 2 L.X/.
Portanto,

#.L.X/ \ V0/ 3 #.L.X/ \ V2/ 1 #.L.X/ \ V4/ 1

#.L.X/ \ V1/ 2 #.L.X/ \ V3/ 1 #.L.X/ \ V5/ 1
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Salientamos que a determinação dessas retas em cada estrato pode ser realizada de
forma mais rápida utilizando o pacote de computação Maxima (on-line disponível em
Maxima). Confira a implementação desses cálculos no Apêndice B, Exemplo B.5.

Exercício 3.2. Considere X D Z.yztCxztCxytCxyz/ � P
3 e seus pontos singulares

p1 D Œ1 W 0 W 0 W 0�; p2 D Œ0 W 1 W 0 W 0�; p3 D Œ0 W 0 W 1 W 0� e p4 D Œ0 W 0 W 0 W 1�. Denote
por `i;j a reta determinada pelos pontos pi e pj ; se 1 ⩽ i < j ⩽ 4.

.a/ Mostre que `i;j 2 L.X/ para todo i; j; tais que 1 ⩽ i < j ⩽ 4.

.b/ Determine I.`/ para toda reta ` 2 L.X/.

.c/ Observe que as retas `1;2 e `3;4 são disjuntas. Determine

max
˚
#C

ˇ̌
C � L.X/ é constituído por retas duas a duas disjuntas

	
:

Exercício 3.3. Considere as superfícies cúbicas X D Z.yzt C xzt C xyt C xyz/ e
Y D Z.G/ definida por G D 4.x3 C y3 C z3 C t3/� .x C y C z C t/3 em P

3. Mostre
que

.a/ Sing.Y/ D
n
Œ�1 W 1 W 1 W 1�; Œ1 W �1 W 1 W 1�; Œ1 W 1 W �1 W 1�; Œ1 W 1 W 1 W �1�

o
:

.b/ X e Y são projetivamente equivalentes.16 Conclua que #L.Y/ D 9:

Exemplo 3.5. Considere X D Z.F / � P
3 sendo F D t .y2�xz/Cy.x2�z2/. Observe

que

.a/ Sing.X/ D fŒ0 W 0 W 0 W 1�g. Verifica-se que

@xF D 2xy � tz; @yF D 2ty C x2 � z2; @zF D �2yz � tx e @tF D y2 � xz:

Visto que a solução do sistema acima é dada por x D y D z D 0 e t 2 C,
concluímos que Œ0 W 0 W 0 W 1� é o único ponto singular da superfície X.

.b/ #L.X/ D 21: Utilizando a estratificação em (3.2) verificamos que:

#.L.X/ \ V0/ 10 #.L.X/ \ V2/ 5 #.L.X/ \ V4/ 0

#.L.X/ \ V1/ 5 #.L.X/ \ V3/ 0 #.L.X/ \ V5/ 1

Conferir Exemplo B.6 no Apêndice B.

Exercício 3.4. Considere a superfície X D Z.t.y2�xz/Cy.x2�z2// � P
3. Determine

16Sugestão: Determine uma MCP ' tal que '.qi / D pi para todo i 2 f1; 2; 3; 4g sendo p1; p2; p3 e p4 os
pontos definidos no Exercício 3.2 e qi para i D 1; 2; 3; 4 o ponto cuja i -ésima coordenada homogênea é -1 e
todas as outras são iguais a 1.

http://maxima.cesga.es/
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.a/ as 21 retas da contidas na superfície X.

.b/ as retas em L.X/ que passam pelo ponto singular Œ0 W 0 W 0 W 1�.

.c/ a quantidade máxima de retas duas a duas disjuntas no conjunto L.X/ \ V1.

Nos Exemplos 3.3 a 3.5 apresentamos superfícies cúbicas, cujo conjunto de singulari-
dades é finito, contendo exatamente 1, 9 e 21 retas, respectivamente. De fato, as superfície
cúbicas singulares com finitas singularidades podem conter 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11,
12, 15, 16, 21 retas (cf. Assis (2011)).

Exemplo 3.6. Considere a superfície F3 D Z.x3 C y3 C z3 C t3/ � P
3. Observe que:

.a/ F3 é uma superfície cúbica não singular.17

.b/ #L.F3/ D 27: Utilizando a estratificação em (3.2) verificamos que:

#.L.F3/ \ V0/ 18 #.L.F3/ \ V2/ 0 #.L.F3/ \ V4/ 0

#.L.F3/ \ V1/ 9 #.L.F3/ \ V3/ 0 #.L.F3/ \ V5/ 0

De fato, se ! 2 C for uma raiz cúbica primitiva da unidade (ou seja, !3 D 1 e
! ¤ 1), as 27 retas em F3 são dadas por:

x C t!k D y C z!j D 0; com j; k 2 f0; 1; 2g;
x C z!k D t C y!j D 0; com j; k 2 f0; 1; 2g;
x C y!k D t C z!j D 0; com j; k 2 f0; 1; 2g:

A superfície cúbica F3 D Z.x3 C y3 C z3 C t3/ � P
3 é denominada superfície

de Fermat de grau 3,18 em homenagem a ao matemático francês Pierre de Fermat (1607–
1665). Uma imagem com a representação dos pontos reais num modelo 3D, encontra-
-se no link Wikipedia - Cúbica de Fermat. Para ver as contas pelo Maxima, confira o
Exemplo B.7 no Apêndice B.

Exercício 3.5. Considere a superfície X D Z.x3Cy3Cz3Ct3�.xCyCzCt /3/ � P
3.

Mostre que X é não singular e #L.X/ D 27.

A superfície cúbica não singular no Exercício 3.5 foi estudada pelomatemático alemão
Rudolf Friedrich Alfred Clebsch (1833–1872) por volta de 1870 (cf. Clebsch (1871)) e
uma das suas peculiaridades é que as 27 retas podem ser definidas por equações (lineares)
com coeficientes reais.19 Na imagem a seguir são representadas as 27 retas na superfície
cúbica de Clebsch.

17De fato, se @uF é a derivada parcial de F em relação a u 2 fx; y; z; tg, então @uF D 3u2 para cada
u 2 fx; y; z; tg, e a única solução desse sistema é a origem. Portanto, Sing.F3/ D ;.

18No Capítulo 4 vamos abordar a contagem de retas nas superfícies de Fermat de grau d , definidas por xd C
yd C zd C td 2 Sd para d ⩾ 5.

19O leitor pode conferir este fato utilizando a estratificação em (3.2).

https://en.wikipedia.org/wiki/Fermat_cubic#/media/File:3D_model_of_Fermat_cubic.stl
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Figura 3.2: Cúbica de Fermat.

Observação 3.2. As superfícies cúbicas de Fermat (cf. Exemplo 3.6) e de Clebsch (cf.
Exercício 3.5) contêm 27 retas. Na verdade, veremos na próxima subseção que toda su-
perfície cúbica não singular contém exatamente 27 retas. Esse resultado é considerado um
dos mais famosos teoremas de Geometria Algébrica do século XIX.

3.2.2 Retas em superfícies cúbicas não singulares
O teorema a seguir foi provado pelo matemático britânico Arthur Cayley (1821–1895)
e o matemático inglês George Salmon (1819–1904) em 1847 (cf. Cayley (1849) e Sal-
mon (1849)). E posteriormente também pelo matemático alemão Rudolf Friedrich Alfred
Clebsch (1833–1872) (cf. Clebsch (1861))

Teorema 3.2. Toda superfície cúbica não singular em P
3 contém exatamente 27 retas.

A demonstração do Teorema 3.2, que vamos expor a seguir, tem como base o Capítulo
7 do Reid (1988).

Lembre que o Corolário 2.2 nos garante que toda superfície cúbica não singular contém
pelo menos uma reta.

Teorema 3.3. Seja X � P
3 uma superfície cúbica não singular e ` 2 L.X/. Então

existem exatamente cinco planosH1; : : : ;H5 contendo a reta `; tais que a curva residual
Ci à reta ` no planoHi é uma cônica singular, isto é,

Hi \ X D ` [ Ci ; com Ci D `i [ `0i .`i ¤ `0i /:

Demonstração. Assuma que I.X/ D hF i. Note que, a menos de uma MCP podemos
assumir que ` D Z.z; t/. Como ` 2 L.X/, podemos escrever F na forma

F D A1 � x2 C B1 � xy C C1 � y2 C A2 � x C B2 � y C A3;



200 3. Contagem de retas em superfícies de grau d ⩽ 4

Figura 3.3: A Cúbica de Clebsch e suas 27 retas

com Ai ; Bi e Ci 2 CŒz; t � homogêneos de grau i .

Agora, se o planoH contém a reta `, então existe Œ˛ W ˇ� 2 P
1 tal queH D Z.˛z C

ˇt/. Temos assim duas possibilidades.

ˇ ¤ 0 Neste caso,H D Z.t � �z/ com � D � ˛
ˇ
. Observe que

Ai .z; �z/ D ziAi .1; �/; Bi .z; �z/ D ziBi .1; �/ e C1.z; �z/ D zC1.1; �/:

Assim,
H \ X D Z.t � �z; z � F�/ H) CH D Z.t � �z; F�/

sendo
F� WD a1 � x2 C b1 � xy C c1 � y2 C a2 � xz C b2 � yz C a3 � z3;

com ai WD Ai .1; �/ para i D 1; 2; 3, bi WD Bi .1; �/ para i D 1; 2 e c1 WD C1.1; �/.

ˇ D 0 Neste caso,H D Z.z/. Assim, CH D Z.z; F1/ sendo

F1 WD a1 � x2 C b1 � xy C c1 � y2 C a2 � xz C b2 � yz C a3 � z3

com ai WD Ai .0; 1/ para i D 1; 2; 3, bi WD Bi .0; 1/ para i D 1; 2 e c1 WD C1.0; 1/.

Agora, note que em ambos dos casos (ˇ ¤ 0 ou ˇ D 0), tem-se que:

CH é singular
Exerccio 1:54()

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
2a1 b1 a2
b1 2c1 b2
a2 b2 2a3

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ D 0

() 4a1c1a3 � b21a3 � a1b22 C b1a2b2 � a22c1 D 0:

(3.4)
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Afirmação 1: Considere o polinômio

P D 4A1C1A3 � B21A3 � A1B22 C B1A2B2 � A22C1 2 CŒz; t �: (3.5)

Verifica-se que P é um polinômio não nulo, homogêneo de grau 5 tal que CH é singular
sendoH D Z.˛z C ˇt/, se P.ˇ;�˛/ D 0.

De fato, observe que:

• No caso ˇ ¤ 0; temos que Ai .ˇ;�˛/ D ˇiai .1; �/ para i D 1; 2; 3, Bi .ˇ;�˛/ D
ˇibi .1; �/ para i D 1; 2 e C1.ˇ;�˛/ D ˇc1.1; �/. Portanto,

P.ˇ;�˛/ D ˇ5 � .4a1c1a3 � b21a3 � a1b22 C b1a2b2 � a22c1/:

Assim, por (3.4) temos que

P.ˇ;�˛/ D 0 () CH é singular:

• No caso ˇ D 0, temos que Œˇ W �˛� D Œ0 W 1�. Assim,

P.ˇ;�˛/ D P.0; 1/ D 4a1c1a3 � b21a3 � a1b22 C b1a2b2 � a22c1:

E também segue de (3.4) que

P.0; 1/ D 0 () CH é singular:

Suponha, por absurdo, que P D 0. Então o conjunto ˙ formado pelas curvas residuais
CH singulares seria infinito, o que é um absurdo (cf. o Corolário 2.6).

Assim, P é um polinômio não nulo, homogêneo de grau 5 em CŒz; t �, visto que Ai ,
Bi são homogêneos de grau i e C1 é homogêneo de grau 1.

Portanto, segue da Afirmação 1 que cada zero de P (em P
1), determina um plano

contendo a reta ` cuja curva residual é singular. Como tal curva é uma cônica reduzida
singular, então ela é a união de um par de retas (distintas), conforme ilustra a figura a
seguir

H

`

CH

Afirmação 2: O polinômio P em (3.5) só possui raízes simples.
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Suponha que Œ0 W 1� 2 P
1 é um zero de P , ou seja zjP . Observe que, Œ0 W 1� é uma

raiz simples de P se, e somente se, z2 P . Agora, sendo Œ0 W 1� uma raiz de P , segue
que no plano H D Z.z/ a curva residual CH é singular. Ou seja, CH D Z.z; L1L2/
com L1; L2 2 CŒx; y; z; t � formas lineares LI. Por outro lado, como H \ X D ` [ CH ,
podemos representar F da seguinte forma:

F D L1 � L2 � t C B � z; com Li 2 CŒx; y; z; t � e B 2 CŒx; y; z�

Temos duas possibilidades para analisar.

#.CH \ `/ D 2

H

`

CH

#.CH \ `/ D 1

H

`

CH�p

Caso 1: Neste caso, fL1; L2; z; tg é LI. Assim, podemos escolher T 2 Iso.C4/ tal que
T�L1 D x, T�L2 D y, T�z D z e T�t D t . Logo,

T�F D xyt C eBz; com eB D T�B;

dado por eB D 
0x
2 C 
1xyC 
2y

2 Cx.
3zC 
4t /Cy.
5zC 
6t/CR.z; t/. Portanto,

G WD T�F D A1x
2 C B1xy C C1y

2 C A2x C B2y C A3 (3.6)

com A1 WD 
0z, B1 WD t C 
1z, C1 WD 
2z, A2 WD .
3z C 
4t/z, B2 WD .
5z C 
6t/z e
A3 WD zR.z; t/. Observe que:

z3jA1C1A3; z3jA1B22 ; z3jA22C1 e z2jB1A2B2:

Logo, P em (3.5) pode ser escrito na forma

P D 4A1C1A3 � B21A3 � A1B22 C B1A2B2 � A22C1 D z2P1 � zR.t C 
1z/
2:

Suponha, por absurdo que z2jP . Como z .tC
1z/, segue da última igualdade acima
que zjR.z; t/. Logo R.z; t/ D zR1.z; t/. De onde concluímos que A3 D z2R1.z; t/.

Entretanto, ao calcularmos as derivadas parciais de G em (3.6), temos que:

@xG D 2A1 � x C B1 � y C A2
@yG D 2C1 � y C B1 � x C B2
@zG D @zA1 � x2 C @zB1 � xy C @zC1 � y2 C @zA2 � x C @zB2 � y C @zA3
@tG D @tA1 � x2 C @tB1 � xy C @tC1 � y2 C @tA2 � x C @tB2 � y C @tA3:
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Note que z divide A2 D .
3z C 
4t /z, B2 D .
5z C 
6t/z e @tA3 (visto que A3 D
z2R1.z; t/). Logo, Œ0 W 0 W 0 W 1� 2 Sing.G/, que implica em X singular, o que é um
absurdo.20

Portanto, Œ0 W 1� é uma raiz simples de P , se #.CH \ `/ D 2.

Caso 2: Assuma que CH \ ` D fpg; sendo CH D Z.z; L1 � L2/, p D Z.t; z; L1/ e
L2 D at C bL1 com a ¤ 0 e b ¤ 0.

H D Z.z/

`

CH�p

Assim, ao trocar L1 porM1 D b

a
L1 e L2 porM2 D 1

a
L2 tem-se que

CH D Z.z;M1 �M2/; p D Z.t; z;M1/ e M2 D t CM1:

Sabemos que existe T 2 Iso.C4/; tal que T�M1 D y e T�u D u para u 2 fz; tg. Logo,
T�M2 D t C y e

T�F D y.t C y/t C eBz; com eB D T�B

dado por eB D 
0x
2 C 
1xyC 
2y

2 Cx.
3zC 
4t /Cy.
5zC 
6t/CR.z; t/. Portanto,

G WD T�F D A1x
2 C B1xy C C1y

2 C A2x C B2y C A3 (3.7)

com A1 WD 
0z, B1 WD 
1z, C1 WD t C 
2z, A2 WD .
3z C 
4t/z,
B2 WD t2 C .
5z C 
6t /z e A3 WD zR.z; t/. Observe que

z2jA1C1A3; z3jB21A3; z2jB1A2B2 e z2jA22C1:

Logo,

P D 4A1C1A3�B21A3�A1B22 CB1A2B2�A22C1 D z2Q1�
0z.t2C .
5zC
6t/z/2:

Suponha, por absurdo, que z2jP . Como z B2, segue da última igualdade acima que

0 D 0. Logo A1 D 0 e de (3.7) ao calcularmos as derivadas parciais de G, temos que:

@xG D B1 � y C A2
@yG D 2C1 � y C B1 � x C B2
@zG D 
1xy C 
2y

2 C @zA2 � x C @zB2 � y C @zA3
@tG D y2 C @tA2 � x C @tB2 � y C @tA3:

20Lembre que MCP preservam pontos singulares.
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Note que z divideA2 D .
3zC
4t/z eB1 D 
1z. Além disso,A2,B2 eA3 2 CŒz; t �
são homogêneos de grau maior ou igual que 2. Logo suas derivadas parciais pertencem
ao anel CŒz; t �. Assim, Œ1 W 0 W 0 W 0� 2 Sing.G/, o que é um absurdo, visto que X não é
singular.

Portanto, Œ0 W 1� é uma raiz simples de P , se CH \ ` D fpg.
Para finalizar, observe que a Afirmação 1 nos garante que cada raiz Œˇ W �˛� de P

determina exatamente um plano contendo a reta ` (a saber, Z.˛z C ˇt/), cuja curva
residual é união de duas retas distintas. Por outro lado, a Afirmação 2 estabelece que
P 2 CŒz; t � só possui raízes simples. Assim, concluímos que existem exatamente cinco
planos H1; : : : ;H5 contendo a reta ` e cuja curva residual é uma cônica singular (redu-
zida), isto é,Hi \ X D ` [ Ci ; com Ci D `i [ `0i .`i ¤ `0i /:

Observação 3.3. Seja X � P
3 uma superfície cúbica não singular contendo a reta `.

Sejam H1; : : : ;H5 os cinco planos contendo a reta ` tais que a curva residual Ci à reta `
no planoHi é uma cônica singular. Assim,

Hi \ X D ` [ Ci ; com Ci D `i [ `0i .`i ¤ `0i / i D 1; 2; 3; 4; 5:

.a/ Segue da Proposição 2.7 que ` não é componente irredutível deCi , ou seja, ` ¤ `i e
` ¤ `0i para todo i 2 f1; :::; 5g. Assim, para cada i temos as seguintes possibilidades

Hi

`

Ci

`1

`01

Hi

`

Ci

`1

`01

.b/ Hi D h`; `i i D
˝
`; `0i

˛
D
˝
`i ; `

0
i

˛
; para todo i D 1; 2; 3; 4; 5:

Lema 3.1. Com as notações do Teorema 3.3. Verifica-se que

.i/ As retas `, `1, `01, `2, `02, `3, `03 `4, `04, `5, `05 são distintas.

.ii/ L`.X/ � f`g D f`1; `01; `2; `02; `3; `03; `4; `04; `5; `05g.

Demonstração. .i/ Basta observar que para cada i as retas `, `i , `0i são duas a duas

distintas e estão contidas no plano Hi : Agora, como Hi D
˝
`i ; `

0
i

˛
¤ Hj D

D
`j ; `

0
j

E
e

Hi \Hj D `; se i ¤ j: Segue que `i ¤ `j e `i ¤ `0j para todo i ¤ j .21

.ii/ Se m 2 L`.X/ e m ¤ `; então existe um único plano contendo ` e m. Assim,
hm; `i D Hi para algum i . Logo, m � Hi \ X D ` [ `i [ `0i , sendo m ¤ ` segue (por
conta da irredutibilidade de m) que m D `i ou m D `0i .

21Suponha que `i D `j com i ¤ j , então `i �Hi \Hj D `. Logo, `i D `, o que é absurdo.
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Lema 3.2. Com as notações supracitadas. Verifica-se que `i \`j D `0i \`0j D `i \`0j D
;; para todo i ¤ j com i; j 2 f1; 2; 3; 4; 5g.
Demonstração. Suponha, pelo absurdo, que i ¤ j e `i \ `j ¤ ;. Como as retas `i e
`j são distintas, segue que `i \ `j D fpg. Agora, como `k � Hk para todo k, segue
que fpg D `i \ `j � Hi \ Hj D `. Assim, as retas `, `i e `j estão contidas na
superfície X e passam pelo ponto p. Neste caso, segue da Proposição 2.5 que as retas `, `i
e `j são coplanares, isto é, elas estão contidas no mesmo plano. Se tal plano é H , então
H D h`; `i i D

˝
`; `j

˛
. Logo, H D Hi D Hj , o que é um absurdo. Analogamente,

prova-se que `0i \ `0j D `i \ `0j D ;; se i ¤ j . Deixamos a cargo do leitor.

Observação 3.4. As retas nos planosHi eHj ; com i ¤ j estão distribuídas conforme a
figura a seguir. Salientamos que pode acontecer que `\ `i \ `0i ¤ ; e/ou `\ `j \ `0j ¤ ;.

`i
Hi`0i

Hj

` D Hi \Hj

`0j`0i

Proposição 3.7. Se X � P
3 é uma superfície cúbica não singular, então ela contém pelo

menos 27 retas distintas.

Demonstração. OCorolário 2.2 nos garante que a superfície cúbica X contém pelo menos
uma reta. Assim, ao considerar a reta ` contida em X, a partir do Teorema 3.3 obtemos
5 planos Hi tais que Hi \ X D ` [ `i [ `0i e a partir do Lema 3.1, obtemos as 11 retas
distintas (listadas na tabela 3.1).

Plano Retas no plano e X
H1 `; `1 e `01
H2 `; `2 e `02
H3 `; `3 e `03
H4 `; `4 e `04
H5 `; `5 e `05

Tabela 3.1:

O próximo passo será aplicar o Teorema 3.3 para determinar os 5 planos que contêm
retas `1 e `01, respectivamente, cuja curva residual é uma união de retas distintas (ou seja,
uma cônica singular reduzida).
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Lembre que H1 é um dos planos que contém a reta `1. Logo o Teorema 3.3 garante
a existência dos 5 planos H1, H 01, H 02, H 03 e H 04; tais que H1 \ X D ` [ `1 [ `01 e
H 0i \X D `[mi [m0i . Assim, obtemos as 11 retas incidentes à reta `1, listadas na tabela
a seguir.

Plano Retas no plano e X
H1 `; `1 e `01
H 01 m1; `1 e m01
H 02 m2; `1 e m02
H 03 m3; `1 e m03
H 04 m4; `1 e m04

Novamente, segue-se do Lema 3.1 que as retas

`; `1; `
0
1; m1; m

0
1; m2; m

0
2; m3; m

0
3; m4; m

0
4

são distintas.

Considere
˚ D

n
`; `1; `

0
1; `2; `

0
2; `3; `

0
3; `4; `

0
4; `5; `

0
5

o

e
˚1 D

n
m1; m

0
1; m2; m

0
2; m3; m

0
3; m4; m

0
4

o
:

Afirmação 1: ˚ \ ˚1 D ;. Logo, #L.X/ ⩾ 11 C 8 D 19.

Sabemos que˚1\f`; `1; `01g D ;. Assim, basta mostrar que: mi em0i não pertencem
ao conjunto f`2; `02; `3; `03; `4; `04; `5; `05g para cada i 2 f1; 2; 3; 4g.

Suponha, por absurdo, que existe i tal quemi D `j para algum j 2 f2; 3; 4; 5g. Logo,

`j � H 0i D hmi ; `1i H) `j \ `1 ¤ ; Lema 3:1H) j D 1 H) mi D `1;

o que é um absurdo. De forma análoga, suponha que existe i tal quemi D `0j para algum
j 2 f2; 3; 4; 5g. Logo,

`0j � H 0i D hmi ; `1i H) `0j \ `1 ¤ ; Lema 3:1H) j D 1 H) mi D `01;

o que é um absurdo.
O mesmo raciocínio pode ser usado para concluir que m0i 62 f`2; `02; `3; `03; `4; `04,

`5; `
0
5g para cada i 2 f1; 2; 3; 4g, lembrando queH 0i D

˝
m0i ; `1

˛
.

Lembre que H1 também é um dos planos que contém a reta `01. Assim, a partir do
Teorema 3.3 obtemos os 5 planosH1,H 001 ,H 002 ,H 003 eH 004 tais queH1\X D `[`1[`01 e
H 00i \X D `[ ni [ n0i . Assim, obtemos as 11 retas incidentes à reta `01, listadas na tabela
a seguir.
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Plano Retas no plano e X
H1 `; `1 e `01
H 001 n1; `1 e n01
H 002 n2; `1 e n02
H 003 n3; `1 e n03
H 004 n4; `1 e n04

Observe que as retas `; `1; `01; m1; m01; m2; m02; m3; m03; m4; m04 são distintas (cf. Lema 3.1).

Considere ˚2 D fn1; n01; n2; n02; n3; n03; n4; n04g.
Afirmação 2: .˚ [ ˚1/ \ ˚2 D ;. Logo, #L.X/ ⩾ 11 C 8 C 8 D 27.

De fato, note que

• ˚ \ ˚2 D ;.
Sabemos que˚2\f`; `1; `01g D ;. Assim, basta mostrar que: ni e n0i não pertencem
ao conjunto f`2; `02; `3; `03; `4; `04; `5; `05g para cada i 2 f1; 2; 3; 4g.22

• ˚1 \ ˚2 D ;.
Suponha que ˚1 \ ˚2 ¤ ;. Logo, existem i; j 2 f1; 2; 3; 4g tais que mi D nj (ou
mi D n0j , m

0
i D nj , m0i D n0j ).

Vamos analisar apenas o caso em que mi D nj . Os outros casos ficam a cargo do
leitor.
mi D nj . Neste caso, mi � H 00j D

˝
nj ; `

0
1

˛
e nj � H 0i D hmi ; `1i. Assim,

mi \ `01 ¤ ;; mi \ `1 ¤ ; e nj \ `01 ¤ ;; nj \ `1 ¤ ;:

Nestas condições concluímos que mi � H1 e nj � H1.23 O que implica em
mi ; nj 2 f`; `1; `01g, visto que mi [ nj � H1 \ X D ` [ `1 [ `01; o que é um
absurdo.

22Suponha que existe i tal que ni D `j para algum j 2 f2; 3; 4; 5g. Logo,
`j �H 00

i
D
˝
ni ; `

0
1

˛
H) `j \ `0

1 ¤ ;
Lema 3:1
H) j D 1 H) ni D `0

1; o que é um absurdo.
De forma análoga, suponha que existe i tal que ni D `0

j
para algum j 2 f2; 3; 4; 5g. Logo, `0

j
� H 00

i
D

˝
ni ; `

0
1

˛
H) `0

j
\ `0

1 ¤ ;
Lema 3:1
H) j D 1 H) ni D `0

1; o que é um absurdo.
O mesmo raciocínio pode ser usado para concluir que n0

i
62 f`2; `

0
2; `3; `

0
3; `4; `

0
4; `5; `

0
5g para cada i 2

f1; 2; 3; 4g, tendo em consideração queH 00
i
D
˝
n0

i
; `0

1

˛
.

23Note que a hipótesemi \ `0
1 ¤ ;; mi \ `1 ¤ ; implica emmi \ `1 D fp1g emi \ `0

1 D fp2g. Se
p1 ¤ p2 então a reta mi tem dois pontos distintos em comum com o planoH1 D

˝
`1; `

0
1

˛
, logo mi � H1.

Caso contrário, (ou seja, se p1 D p2) segue quemi \ `1 \ `0
1 D fp1g. Logo, essas 3 retas são coplanares (cf.

Proposição 2.5). De onde concluímos quemi �H1.
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Assim, ˚ [ ˚1 [ ˚2 � L.X/ com #.˚ [ ˚1 [ ˚2/ D 27. Portanto, X contém pelo
menos 27 retas distintas.

Teorema 3.4. Se X � P
3 é uma superfície cúbica não singular, então X contém exata-

mente 27 retas.

Demonstração. Segue do Lema 3.1, aplicado às retas `, `1 e `01, respectivamente, e das
tabelas na demonstração da Proposição 3.7 que:

L`.X/ D f`; `1; `01; `2; `02; `3; `03; `4; `04; `5; `05g;
L`1

.X/ D f`; `1; `01; m2; m02; m3; m03; m4; m04; m5; m05g;
L`0

1
.X/ D f`; `1; `01; n2; n02; n3; n03; n4; n04; n5; n05g:

Por ouro lado, o Corolário 2.5 nos garante que

L.X/ D L`.X/ [ L`1
.X/ [ L`0

1
.X/:

Assim,
L.X/ D ˚ [ ˚1 [ ˚2;

visto que ˚ D L`.X/, ˚1 D L`1
.X/� f`; `1; `01g e ˚2 D L`0

1
.X/� f`; `1; `01g. Portanto,

#L.X/ D #.˚ [ ˚1 [ ˚2/ D 27:

Diferentemente das cúbicas, para as superfícies quárticas não singulares em P
3 não há

um resultado análogo ao Teorema 3.4. Mais precisamente, existem superfícies quárticas
não singulares que não contém retas, e dentre as que contém, o número máximo possível
é 64 retas. Na próxima seção, iniciaremos a contagem de retas em superfícies de grau 4.

3.3 Retas em superfícies de grau 4
Vamos iniciar o estudo da contagem de retas em superfícies quárticas não singulares em
P
3 discutindo alguns exemplos dentre os analisados por Segre (1943).

Quárticas não singulares contendo 16, 32, 48, 64 retas

Observe que nos exemplos a seguir as superfícies em questão são definidas por polinômios
da forma �.x; y/ �  .z; t/ sendo �; 2 CŒu; v� homogêneos de grau 4. Esses tipos de
superfícies serão abordadas no Capítulo 4.

Exemplo 3.7. Superfície quártica não singular que contém 16 retas.
Considere X D Z.F / � P

3 sendo F D z4 C y4 C x3y C t4:

X é não singular Calculando as derivadas parciais de F e igualando a zero, obtemos
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8
ˆ̂<
ˆ̂:

@xF D 3x2y D 0

@yF D 4y3 C x3 D 0

@zF D 4z3 D 0

@tF D 4t3 D 0

é fácil ver que X é não singular.
X contém 16 retas A seguir utilizaremos os estratos em (3.2). Assim, considere m uma
reta em Vj com j 2 f0; : : : ; 5g.
j D 5 Neste estrato, m D P .Œ.0; 0; 1; 0/; .0; 0; 0; 1/�/ D Z.x; y/. Visto que F 62
I.m/ D hx; yi ; segue que m 62 L.X/.
j D 4 Neste estrato, m D P .Œ.0; 1; a; 0/; .0; 0; 0; 1/�/ com a 2 C. Logo,

m � X () F.0; u; au; v/„ ƒ‚ …
v4Ca4u4Cu4

D 0; 8 Œu W v� 2 P
1

(3.3)
H) L.X/ \ V4 D ;:

j D 3 Neste estrato, m D P .Œ.0; 1; 0; a/; .0; 0; 1; b/�/ com a; b 2 C. Logo,

m � X () F.0; u; v; auC bv/„ ƒ‚ …
.bvCau/4Cv4Cu4

D 0; 8 Œu W v� 2 P
1

(3.3)
H) L.X/ \ V3 D ;:

j D 2 Neste estrato, m D P .Œ.1; a; b; 0/; .0; 0; 0; 1/�/ com a; b 2 C. Logo,

m � X () F.u; au; bu; v/„ ƒ‚ …
v4Cb4u4Ca4u4Cau4

D 0; 8 Œu W v� 2 P
1

(3.3)
H) L.X/ \ V2 D ;:

j D 1 Neste estrato, m D P .Œ.1; a; 0; b/; .0; 0; 1; c/�/ com a; b; c 2 C. Logo,

m � X () F.u; au; v; buC cv/„ ƒ‚ …
.cvCbu/4Cv4Ca4u4Cau4

D 0; 8 Œu W v� 2 P
1

(3.3)
H) #.L.X/ \ V1/ D 16:

Pois analisando o coeficiente de v4, obtemos que c4 C 1 D 0. Além disso, analisando
o coeficiente de u3v, obtemos que b3c D 0: Segue que b D 0. Agora, analisando o
coeficiente de u4, concluímos que a4 C 1 D 0: Portanto, existem 16 (4 valores de a por 4
valores de c) retas associadas a este estrato.
j D 0 Neste estrato, m D P .Œ.1; 0; a; b/; .0; 1; c; d/�/ com a; b; c; d 2 C. Logo,

m � X () F.u; v; auC cv; buC dv/ D 0; 8 Œu W v� 2 P
1

(3.3)
H) L.X/ \ V0 D ;

no qual F.u; v; auC cv; buCdv/ D A0u
4CA1u

3vCA2u
2v2CA3uv

3CA4v
4 sendo
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A0 D b4 C a4,
A1 D 4b3d C 4a3c C 1,
A2 D 6.b2d2 C a2c2/,
A3 D 4.bd3 C ac3/,
A4 D d4 C c4 C 1.

A seguir indicamos as linhas de comando para input utilizadas no MAXIMA para
mostrar que o sistema acima não possui soluções (conforme indicado no output)

f: x3 � y C y4 C z4 C t4;
ff: subst(Œx D u; y D v; z D u � aC v � c; t D u � b C v � d�; f );
fE0: subst([x=u,y=v,z=u*a+v*c,t=u*b+v*d],f);
ff4: diff(fE0,u,4)/(4!); ff3: diff(diff(fE0,u,3),v)/(3!);
ff2: diff(diff(fE0,u,2),v,2)/(4); ff1: diff(diff(fE0,u),v,3)/(3!);
ff0: diff(fE0,v,4)/(4!);
s0: solve([ff4=0,ff3=0,ff2=0,ff1=0,ff0=0],[a,b,c,d]);
ss0: cardinality(setify(s0));

(%i10) ss0: cardinality(setify(s0));
(%o10) 0

Portanto, X contém 16 retas.

Exercício 3.6. Mostre que a quártica X D Z.F /, onde F D x3y�xy3C t3z� z4 é não
singular e contém 16 retas.

Exemplo 3.8. Superfície quártica não singular que contém 32 retas.
Considere X WD Z.F / � P

3, onde F WD x4 C x2y2 C y4 C z4 C t2z2 C t4. A
superfície X é não singular e contém 32 retas. De fato,
X é não singular Calculando as derivadas parciais de F e igualando a zero, obtemos

8
ˆ̂<
ˆ̂:

@xF D 2x.y2 C 2x2/ D 0 (1)
@yF D 2y.2y2 C x2/ D 0 (2)
@zF D 2z.2z2 C t2/ D 0

@tF D 2t.z2 C 2t2/ D 0

As equações .1/ e .2/ garantem que y D 0 se, e somente se, x D 0. Agora, suponhamos,
por absurdo, que o sistema acima tem alguma solução com y 6D 0. Pela equação .2/,
concluímos que 2y2 C x2 D 0. A equação .1/ garante que y2 C 2x2 D 0 (desde que
x 6D 0). Resolvendo estas duas últimas equações, chegamos em x D y D 0, o que é
absurdo. Analogamente, prova-se que z D t D 0. Portanto, X é não singular.

X contém 32 retas De fato, considere m uma reta em Vj com j 2 f0; : : : ; 5g.
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j D 5 Neste estrato, m D P .Œ.0; 0; 1; 0/; .0; 0; 0; 1/�/ D Z.x; y/. Visto que F 62
I.m/ D hx; yi ; segue que m 62 L.X/.
j D 4 Neste estrato, m D P .Œ.0; 1; a; 0/; .0; 0; 0; 1/�/ com a 2 C. Logo,

m � X () F.0; u; au; v/„ ƒ‚ …
v4Ca2u2v2Ca4u4Cu4

D 0; 8 Œu W v� 2 P
1

(3.3)
H) L.X/ \ V4 D ;:

j D 3 Neste estrato, m D P .Œ.0; 1; 0; a/; .0; 0; 1; b/�/ com a; b 2 C. Logo,

m � X () F.0; u; v; auC bv/„ ƒ‚ …
.bvCau/4Cv2.bvCau/2Cu4Cv4

D 0; 8 Œu W v� 2 P
1

(3.3)
H) L.X/ \ V3 D ;:

Pois analisando os coeficientes de u4, u3v e u2v2, concluímos que a4 C 1 D 0, 6a2b2 C
a2 D 0 e 4a3b D 0, o que é um absurdo (pois obtemos a 6D 0 na primeira equação,
enquanto que a D 0 nas duas últimas).
j D 2 Neste estrato, m D P .Œ.1; a; b; 0/; .0; 0; 0; 1/�/ com a; b 2 C. Logo,

m � X () F.u; au; bu; v/„ ƒ‚ …
v4C.b2v2Cb4u2Ca4u2Ca2u2Cu2/u2

D 0; 8 Œu W v� 2 P
1

(3.3)
H) L.X/\V2 D ;:

j D 1 Neste estrato, m D P .Œ.1; a; 0; b/; .0; 0; 1; c/�/ com a; b; c 2 C. Logo,

m � X () F.u; au; v; buC cv/ D 0; 8 Œu W v� 2 P
1

(3.3)
H) #.L.X/ \ V1/ D 16:

Pois analisando os coeficientes de v4 e u3v de F.u; au; v; bu C cv/ D .cv C bu/4 C
v2.cvC bu/2 C v4 C a4u4 C a2u4 C u4; concluímos que c4 C c2 C 1 D 0 e 4b3c D 0,
respectivamente. Portanto, b D 0. Assim, a equação principal é equivalente a 0 D
.cv/4Cv2.cv/2Cv4Ca4u4Ca2u4Cu4, para todo Œu W v� 2 P

1. Segue que c4Cc2C1 D
0 e a4 C a2 C 1 D 0. Portanto, existem 16 retas associadas a este estrato.
j D 0 Neste estrato, m D P .Œ.1; 0; a; b/; .0; 1; c; d/�/ com a; b; c; d 2 C. Logo,

m � X ()F.u; v; auC cv; buC dv/D 0; 8 Œu W v� 2 P
1

(3.3)
H) #.L.X/ \ V0/ D 16

no qual F.u; v; auC cv; buCdv/ D A0u
4CA1u

3vCA2u
2v2CA3uv

3CA4v
4 sendo

A0 D b4 C a2b2 C a4 C 1,
A1 D 2.2b3d C a2bd C ab2c C 2a3c/,
A2 D 6b2d2 C a2d2 C 4abcd C b2c2 C 6a2c2 C 1,
A3 D 2.2bd3 C acd2 C bc2d C 2ac3/,
A4 D d4 C c2d2 C c4 C 1.
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Utilizando o mesmo input do Exemplo 3.7, apenas trocando a equação por f W x4 C
y4 C z4 C t4 C x2y2 C z2t2, obtemos exatamente 16 soluções (conforme indicado no
output).

(%i10) ss0:cardinality(setify(s0));
(%o10) 16

Portanto, X contém 32 retas.

Exemplo 3.9. Superfície quártica não singular que contém 48 de retas: a quártica de
Fermat F4 WD Z.F / � P

3; onde F WD x4 C y4 C z4 C t4. De fato,

F4 é não singular Fica a cargo do leitor.

F4 contém 48 retas De fato, considere m uma reta em Vj com j 2 f0; : : : ; 5g.
j D 5 Neste estrato, m D P .Œ.0; 0; 1; 0/; .0; 0; 0; 1/�/ D Z.x; y/. Visto que F 62
I.m/ D hx; yi ; segue que m 62 L.F4/.
j D 4 Neste estrato, m D P .Œ.0; 1; a; 0/; .0; 0; 0; 1/�/ com a 2 C. Logo,

m � F4 () F.0; u; au; v/„ ƒ‚ …
u4C.au/4Cv4

D 0; 8 Œu W v� 2 P
1

(3.3)
H) L.F4/ \ V4 D ;:

j D 3 Neste estrato, m D P .Œ.0; 1; 0; a/; .0; 0; 1; b/�/ com a; b 2 C. Logo,

m � F4 () F.0; u; v; auC bv/„ ƒ‚ …
u4Cv4C.auCbv/4

D 0; 8 Œu W v� 2 P
1

(3.3)
H) L.F4/ \ V3 D ;:

j D 2 Neste estrato, m D P .Œ.1; a; b; 0/; .0; 0; 0; 1/�/ com a; b 2 C. Logo,

m � F4 () F.u; au; bu; v/„ ƒ‚ …
.1Ca4Cb4/u4Cv4

D 0; 8 Œu W v� 2 P
1

(3.3)
H) L.F4/ \ V2 D ;:

j D 1 Neste estrato, m D P .Œ.1; a; 0; b/; .0; 0; 1; c/�/ com a; b; c 2 C. Logo,

m � F4 () F.u; au; v; buC cv/„ ƒ‚ …
u4C.au/4Cv4C.buCcv/4

D 0; 8 Œu W v� 2 P
1

(3.3)
H) #.L.F4/ \ V1/ D 16:

Se Œu W v� D Œ0 W 1�, então c4 D �1. Além disso, analisando o coeficiente de u3v,
concluímos que b D 0. Portanto, a equação acima pode ser reescrita como 0 D u4 C
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.au/4 C v4 C .cv/4 D .1 C a4/u4, para todo Œu W v� 2 P
1. De onde concluímos que

a4 D �1. Portanto, existem 16 (4 valores para a por 4 valores para c) retas associadas a
este estrato.
j D 0 Neste estrato, m D P .Œ.1; 0; a; b/; .0; 1; c; d/�/ com a; b; c; d 2 C. Logo,

m � F4 () F.u; v; auCcv; buCdv/ D 0; 8 Œu W v� 2 P
1

(3.3)
H) #.L.F4/\V0/ D 32:

no qual F.u; v; auC cv; buCdv/ D A0u
4CA1u

3vCA2u
2v2CA3uv

3CA4v
4 sendo

A0 D b4 C a4 C 1,
A1 D 4.b3d C a3c/,
A2 D 6.b2d2 C a2c2/,
A3 D 4.bd3 C ac3/,
A4 D d4 C c4 C 1.

Utilizando o mesmo input do Exemplo 3.7, apenas trocando a equação por f W x4Cy4C
z4 C t4, obtemos exatamente 32 soluções (conforme indicado no output).

(%i10) ss0:cardinality(setify(s0));
(%o10) 32

Portanto, existem 16C 32 D 48 retas na superfície de Fermat F4.

Exercício 3.7. Mostre que a quártica X D Z.F /, onde F D x3y � xy3 C zt3 � z3t é
não singular e contém 48 retas.

O exemplo a seguir exibe uma superfície quártica não singular contendo 64 retas, apre-
sentada pelo matemático alemão Friedrich Schur (1856–1932), no final do século XIX
em Schur (1882), e em sua homenagem a superfície foi nomeada superfície de Schur.

Exemplo 3.10. Superfície quártica não singular que contém 64 retas: a quártica de Schur
X WD Z.F / � P

3, onde F WD x4 � xy3 C zt3 � z4. De fato,
X é não singular Fica a cargo do leitor.

X contém 64 retas De fato, considere m uma reta em Vj com j 2 f0; : : : ; 5g.
j D 5 Neste estrato, m D P .Œ.0; 0; 1; 0/; .0; 0; 0; 1/�/ D Z.x; y/. Visto que F 62
I.m/ D hx; yi ; segue que m 62 L.X/.
j D 4 Neste estrato, m D P .Œ.0; 1; a; 0/; .0; 0; 0; 1/�/ com a 2 C. Logo,

m � X () F.0; u; au; v/„ ƒ‚ …
.au/v3�a4u4

D 0; 8 Œu W v� 2 P
1

(3.3)
H) #.L.X/ \ V4/ D 1:
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j D 3 Neste estrato, m D P .Œ.0; 1; 0; a/; .0; 0; 1; b/�/ com a; b 2 C. Logo,

m � X () F.0; u; v; auC bv/„ ƒ‚ …
v.auCbv/3�v4

D 0; 8 Œu W v� 2 P
1

(3.3)
H) #.L.X/ \ V3/ D 3:

Pois analisando o coeficiente de u3v, concluímos que a D 0. Por outro lado, substituindo
u D 0; v D 1 na mesma equação, concluímos que b3 D 1. Portanto, existem 3 retas (uma
para cada raiz cúbica da unidade) associadas a este estrato.
j D 2 Neste estrato, m D P .Œ.1; a; b; 0/; .0; 0; 0; 1/�/ com a; b 2 C. Logo,

m � X () F.u; au; bu; v/„ ƒ‚ …
.1�a3�b4/u4Cbuv3

D 0; 8 Œu W v� 2 P
1

(3.3)
H) #.L.X/ \ V2/ D 3:

Pois analisando os coeficientes de u4 e uv3, concluímos que b D 0 e a3 D 1. Portanto,
existem 3 retas (uma para cada raiz cúbica da unidade) associadas a este estrato.
j D 1 Neste estrato, m D P .Œ.1; a; 0; b/; .0; 0; 1; c/�/ com a; b; c 2 C. Logo,

m � X () F.u; au; v; buC cv/„ ƒ‚ …
u4.1�a3/Cv.buCcv/3�v4

D 0; 8 Œu W v� 2 P
1

(3.3)
H) #.L.X/ \ V1/ D 9:

Pois analisando o coeficiente de vu3, concluímos que b D 0. Agora, comparando
os coeficientes de u4 e v4, concluímos que a3 D 1 e c3 D 1. Portanto, existem 9 retas
associadas a este estrato.
j D 0 Neste estrato, m D P .Œ.1; 0; a; b/; .0; 1; c; d/�/ com a; b; c; d 2 C. Logo,

m � X ()F.u; v; auC cv; buC dv/D 0; 8 Œu W v� 2 P
1

(3.3)
H) #.L.X/ \ V0/ D 16:

no qual F.u; v; auC cv; buCdv/ D A0u
4CA1u

3vCA2u
2v2CA3uv

3CA4v
4 sendo

A0 D ab3 � a4 C 1,
A1 D 3ab2 C b3c � 4a3c,
A2 D 3.abd2 C b2cd � 2a2c2/,
A3 D ad3 C 3bcd2 � 4ac3 � 1,
A4 D c.d3 � c3/.

Aqui vale salientar que apenas substituindo a expressão por F WD x4 � xy3 C zt3 � z4,
o MAXIMA não resolve o sistema acima. Por outro lado, visto que A4 D c.c � d/.c �
�d/.c��2d/ onde � é raiz cúbica primitiva da unidade, podemos adicionar cada um desses
fatores no input do MAXIMA (conforme ilustrado a seguir para o fator L0 D c)
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f: x4 � x � y3 C z � t3 � z4;
ff: subst(Œx D u; y D v; z D u � aC v � c; t D u � b C v � d�; f );
ff4: diff(fE0,u,4)/(4!); ff3: diff(diff(fE0,u,3),v)/(3!);
ff2: diff(diff(fE0,u,2),v,2)/(4); ff1: diff(diff(fE0,u),v,3)/(3!);
L0: c;
s0:solve([ff4=0,ff3=0,ff2=0,ff1=0,L0=0],[a,b,c,d]);
ss0: cardinality(setify(s0));

e obtemos assim o seguinte output

(%i9) ss0: cardinality(setify(s0));
(%o9) 12

obtendo 12 retas para cada fator linear, ou seja, encontramos um total de 48 retas associa-
das a este estrato. Portanto, existem 1C 3C 3C 9C 48 D 64 retas na quártica de Schur.
Uma outra maneira de calcular o número de retas nesta superfície, semelhante ao cálculo
das 27 retas numa superfície cúbica não singular, pode ser encontrado em Lira e Rojas
(2019).

A seguir mostraremos que existem superfícies quárticas não singulares que contém
uma quantidade de retas diferente de 16, 32, 48 e 64. Mais precisamente, mostraremos
que existe uma quártica não singular que contém exatamente quatro retas. Esse exemplo
motiva a seguinte

Pergunta

Dentre as superfícies quárticas não singulares que contêm retas, qual é o número
mínimo de retas que tais superfícies contêm?

Quártica não singular contendo 4 retas

Exemplo 3.11. Superfície quártica que contém 4 retas.
Considere X WD Z.F / � P

3, onde F WD z4Cy4Cx3yC t3x. A superfície X é não
singular e contém 4 retas. De fato,

X é não singular Fica a cargo do leitor.

X contém 4 retas De fato, considere m uma reta em Vj com j 2 f0; : : : ; 5g.
j D 5 Neste estrato, m D P .Œ.0; 0; 1; 0/; .0; 0; 0; 1/�/ D Z.x; y/. Visto que F 62
I.m/ D hx; yi ; segue que m 62 L.X/.

j D 4 Neste estrato, m D P .Œ.0; 1; a; 0/; .0; 0; 0; 1/�/ com a 2 C. Logo,
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m � X () F.0; u; au; v/„ ƒ‚ …
.a4C1/u4

D 0; 8 Œu W v� 2 P
1

(3.3)
H) #.L.X/ \ V4/ D 4:

j D 3 Neste estrato, m D P .Œ.0; 1; 0; a/; .0; 0; 1; b/�/ com a; b 2 C. Logo,

m � X () F.0; u; v; auC bv/„ ƒ‚ …
v4Cu4

D 0; 8 Œu W v� 2 P
1

(3.3)
H) L.X/ \ V3 D ;:

j D 2 Neste estrato, m D P .Œ.1; a; b; 0/; .0; 0; 0; 1/�/ com a; b 2 C. Logo,

m � X () F.u; au; bu; v/„ ƒ‚ …
uv3C.b4Ca4Ca/u4

D 0; 8 Œu W v� 2 P
1

(3.3)
H) L.X/ \ V2 D ;:

j D 1 Neste estrato, m D P .Œ.1; a; 0; b/; .0; 0; 1; c/�/ com a; b; c 2 C. Logo,

m � X () F.u; au; v; buC cv/„ ƒ‚ …
u.cvCbu/3Cv4C.a4Ca/u4

D 0; 8 Œu W v� 2 P
1

(3.3)
H) L.X/ \ V1 D ;:

j D 0 Neste estrato, m D P .Œ.1; 0; a; b/; .0; 1; c; d/�/ com a; b; c; d 2 C. Logo,

m � X () F.u; v; auC cv; buC dv/„ ƒ‚ …
u.dvCbu/3C.cvCau/4Cv4Cu3v

D 0; 8 Œu W v� 2 P
1

(3.3)
H) L.X/ \ V0 D ;:

Utilizando o mesmo input do Exemplo 3.7, apenas trocando a equação por f W x3yC
y4 C z4 C t3x, obtemos exatamente nenhuma reta associada a este estrato (conforme
indicado no output).

(%i10) ss0: cardinality(setify(s0));
(%o10) 0

Portanto, X contém 4 retas.

Observação 3.5. Considere a superfície quártica não singular X D Z.F /; com F WD
z4 C y4 C x3y C t3x: Note que

.a/ o planoH D Z.x/ é tal queH\X D Z.x; F / D Z.x; z4Cy4/ D `1[`2[`3[`4;
sendo `s D Z.x; z � asy/ com fa1; : : : ; a4g tais que a4s D �1:
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.b/ seH 0 é um plano diferente deH que contém alguma das retas `i , então X\H 0 D
`i [ C , onde C é uma cúbica plana irredutível.

Exercício 3.8. Considere X WD Z.z4 C y4 C x3y C t3x/ e Ha WD Z.z � ay/ � P
3,

onde a4 D �1. Mostre que X \ Ha D `a [ C , onde `a é uma reta e C é uma cúbica
singular e irredutível.

Exercício 3.9. Mostre que a quártica X D Z.F /, onde F D tx3 � xy3 C t3z � z4 é não
singular e contém 4 retas.

Exercício 3.10. Mostre que a quártica X D Z.F /, onde F D x2yz � xy3 C zt3 � z2ty
é singular e contém 4 retas.

Exercício 3.11. Mostre que a quártica X D Z.F /, onde F D t .z3 � t3/ C x.z2y �
y2z/C t4 C x4 C y2t2 possui 2 pontos singulares singular e contém 1 reta.

Número máximo de retas numa superfície quártica

Vimos anteriormente que existem superfícies quárticas não singulares que contém as se-
guintes quantidades de retas: 4, 16, 32, 48 e 64. Desta forma, é natural fazer a seguinte

Pergunta

Existe uma superfície quártica não singular com mais de 64 retas, ou 64 é, real-
mente, o número máximo de retas?

Embora essa pergunta tenha sido mencionada por volta de 1908 pelo matemático ale-
mão Friedrich Wilhelm Franz Meyer (1856–1934) (veja Meyer (1934)), foi somente em
1943 que o matemático italiano Beniamino Segre (1903–1977) estabeleceu o teorema a
seguir em Segre (1943).

Teorema 3.5. Toda superfície quártica não singular em P
3 contém no máximo 64 retas.

Dentre as argumentações para a prova deste teorema, no mesmo artigo, Segre utilizou
o seguinte

Lema 3.3 (Este resultado é Falso!). Se X é uma superfície quártica não singular que
contém uma reta `, então X contém no máximo 18 retas que intersectam `.

Porém, em 2012 os matemáticos Sławomir Rams e Matthias Schütt mostraram que este
lema não está correto. Apesar disso, eles conseguiram contornar este erro e verificar que
a afirmação do Teorema 3.5 estava correta. A técnica que eles utilizaram foi a teoria das
fibrações elípticas. É importante mencionar que esta teoria foi desenvolvida depois da
publicação do artigo de Segre em 1943. O estudo moderno dessas fibrações iniciou-se no
ano 1960 com os trabalhos de Kodaira (1960), Kodaira (1963a), Kodaira (1963b), Néron
(1964) e Tate (1975). A quártica definida no Exercício 3.12 é um contraexemplo de Rams
e Schütt (2015) para o Lema 3.3.
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Exercício 3.12 (Rams e Schütt (2015)). Considere a quártica X D Z.F /, onde F D
x3z C y3t C xy.z2 � t2/C z.16t3 � 16z2t/=27. Mostre que:

.a/ X é não singular;

.b/ X contém 60 retas;

.c/ A reta ` D Z.z; t/ está contida em X;

.d/ X contém 20 outras retas que intersectam a reta ` D Z.z; t/.

Observação 3.6. Seja X � P
3 superfície quártica não singular que contém uma reta `.

Considere
L`.X/ D

n
m 2 L.X/

ˇ̌
` \m ¤ ;

o
:

Assim, a firmação de Segre no Lema 3.3 é equivalente a dizer que

#.L`.X/ � f`g/ ⩽ 18:

Neste ponto, o leitor pode se questionar qual a relação desta estimativa com respeito a
contagem das retas contidas na superfície X: Para sentir sua importância convidamos o
leitor para apreciar a próxima proposição.

Proposição 3.8. Se X � P
3 é uma superfície não singular de grau 4 contendo 4 retas

coplanares tal que #.L`.X/�f`g/ ⩽ 18, para toda reta ` � X . Segue que #.L.X// ⩽ 64.

Demonstração. Assuma que `1; : : : ; `4 são retas coplanares (distintas) contidas emX. Se-
gue do Corolário 2.5 que L.X/ D L`1

.X/ [ � � � [ L`4
.X/. Assim, obtemos a seguinte

partição para L.X/
L.X/ D ˚ P[ L?`1

.X/ P[ � � � P[ L?`4
.X/; (3.8)

sendo ˚ WD f`1; : : : ; `4g e L?
`i
.X/ WD L`i

.X/ � ˚ para i D 1; : : : ; 4. Observe que
#.L?

`i
.X// ⩽ 15 para todo i 2 f1; : : : ; 4g. Assim, segue de (3.8) que

#.L.X// ⩽ 4C 4 � 15 D 64:

Assim, a proposição acima nos revela a importância do cálculo de cotas superiores
para #.L`.X//, uma vez que as mesmas participam da estimativa do número máximo de
retas contidas na superfície X. Por exemplo, como veremos no Capítulo 4, Rams–Schütt
irão analisar #.L`.X/�f`g/ no caso de uma superfície quíntica não singular emP

3, e, com
isso, obter uma cota superior para quantidade máxima de retas em superfícies quínticas
não singulares em P

3.
No próximo capítulo, faremos uma revisão das cotas encontrada até o momento para

este númeromáximo de retas em superfícies não singulares de grau d ⩾ 5, e quais técnicas
foram utilizadas para encontrá-las.



4 Contagem de
retas em

superfícies de
grau d ⩾ 5

Neste capítulo, vamos concentrar nossa atenção na contagem de retas em superfícies não
singulares de grau d ⩾ 5 em P

3. Vale salientar que dentre tais superfícies nem todas
contêm retas (cf. Observação 2.5). Assim, nosso foco são as superfícies não singulares
X � P

3 de grau d ⩾ 5 tais que L.X/ ¤ ;. Mais precisamente, queremos abordar a
seguinte

Pergunta

Qual é a quantidademáxima de retas que uma superfície não singular de grau d ⩾ 5
em P

3 contém?

Ou seja, o problema proposto é determinar

rd D max
n
#.L.X//jX � P

3 é uma superfície não singular de grau d ⩾ 5
o
:

Apesar de todo o empenho de muitos matemáticos para determinar rd , não existe, nenhum
resultado na literatura que diga respeito ao cálculo de rd (nem mesmo para d D 5). De
fato, os resultados que existem nessa direção, dizem respeito à determinação de cotas
(inferiores e superiores) para rd .
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Nas próximas seções vamos apresentar as contas que são conhecidas até o momento,
começando por uma cota inferior.

4.1 Uma cota inferior: cortesia de Fermat

As superfícies de Fermat têm sido objeto de estudo não somente em geometria algébrica,
mas também na área de aritmética. A superfície de Fermat de grau d em P

3 é definida
por

Fd WD Z.xd C yd C zd C td / � P
3:

Observe que Fd é uma superfície não singular de grau d .1 Além disso, ao fixar � 2 C

raiz primitiva d -ésima da unidade, � 2 C tal que �d D �1 e considerarmos !i D �� i

com i 2 f0; : : : ; d�1g, obtemos a seguinte fatoração para udCvd com u; v 2 fx; y; z; tg.

ud C vd D .u � !0v/.u � !1v/ � � � .u � !d�1v/:

Os que nos permite concluir que as 3d2 retas a seguir

Z.x � !iy; z � !j t/; Z.x � !iz; y � !j t / e Z.x � !i t; y � !j z/

com i; j 2 f0; : : : ; d � 1g estão contidas na superfície Fd . Portanto, #.L.Fd // ⩾ 3d2

que implica em
3d2 ⩽ rd :

Exercício 4.1. Mostre que #.L.Fd // D 3d2; para todo d ⩾ 3:

4.2 Sobre as cotas superiores

Em termos cronológicos a cota de Clebsch, que denotaremos por cd ; foi dada cerca de 80
anos antes da cota de Segre, que denotaremos por sd . A qual só foi melhorada quase 80
anos depois por Bauer–Rams. Denotaremos esta última cota por bd . É possível relacionar
estas cotas, como veremos mais adiante, da seguinte forma

rd ⩽ bd ⩽ sd ⩽ cd ; 8 d ⩾ 3;

valendo a igualdade para d D 3 (i.e. r3 D 27 D⩽ bd D s3 D c3/:

1De fato, se F D xd C yd C zd C td , então @uF D dud�1 para todo u 2 fx; y; z; tg. Para concluir,
observe que Z.xd�1; yd�1; zd�1; td�1/ D ;.
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A cota de Clebsch
A seguir apresentamos as principais ideias da estratégia utilizada no artigo de Clebsch
(1861), e revisitada no livro do Eisenbud e Harris (2016), para mostrar que

rd ⩽ cd WD d.11d � 24/; para todo d ⩾ 3:

Abrimos um parênteses para observarmos a diferença da cota de Clebsch para o valor
real no caso d D 4, i.e., r4 D 64 < 80 D c4.

A Estratégia de Clebsch

Considere X � P
3 uma superfície definida porF 2 Sd e ` uma reta emP

3; tal que I.`/ D
hz; ti (a menos de uma MCP). Observe que se a reta ` não está contida na superfície X,
então ` \ X D Z.z; t; G.x; y// sendo

G.x; y/ WD F.x; y; 0; 0/ D
kY

iD1
.bix � aiy/mi ; com m1 C � � � Cmk D d: (4.1)

Assim, ` \ X D fp1; : : : ; pkg sendo pi D Œai W bi W 0 W 0�; para cada i 2 f1; : : : ; kg.
Define-se a multiplicidade de interseção da reta ` e X no ponto p, .`;X/p, por

.`;X/p WD

8
<
:
mi , se p D pi 2 ` \ X, cf. (4.1),
1, se ` � X e p 2 `;
0, se p 62 ` \ X.

Exemplo 4.1. Considere a superfície cúbica de Fermat F3 WD Z.x3 C y3 C z3 C t3/ e
a reta ` D Z.z; t/ em P

3: Observe que

` \ F3 D Z.z; t; x3 C y3/ D fp1; p2; p3g
sendo pi D Œ1 W �� i�1 W 0 W 0� com � ¤ 1 tal que �3 D 1. Visto que x3 C y3 D
.x C y/.x C �y/.x C �2y/ segue que .`;F3/pi

D 1; para cada i D 1; 2; 3:

Lema 4.1. Se X � P
3 é um superfície não singular de grau d e ` uma reta não contida

em X, então 1 ⩽ .`;X/p ⩽ d para cada p 2 ` \ X:
Demonstração. Após considerar uma MCP tal que ` D Z.z; t/. O resultado é uma con-
sequência direta de (4.1) uma vez 1 ⩽ mi ⩽ d para cada i 2 f1; : : : ; kg.

A seguir considere � D
n
.p; `/

ˇ̌
ˇ p 2 `

o
� P

3 �G2.C4/ e �1 W � �! P
3 a projeção

na primeira coordenada. Observe que a imagem por �1 do conjunto

F WD
n
.p; `/ 2 �

ˇ̌
ˇ .`;X/p ⩾ 4

o

é igual a
FX WD

n
p 2 X

ˇ̌
ˇ 9 ` � P

3 reta tal que .`;X/p ⩾ 4
o
:
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Observação 4.1. Cabe destacar que se a reta ` 2 L.X/, então .p; `/ 2 F para todo p 2 `:
Portanto, [

`2L.X/

` � FX e dimFX ⩾ 1:

Exemplo 4.2. Seja X uma superfície cúbica não singular em P
3. Observe que para toda

reta ` 2 L.X/; o Lema 4.1 nos garante que .`;X/p ⩽ 3. Assim, a Observação 4.1 nos
garante que

FX D
[

`2L.X/

`

é uma curva (dada pela união das 27 retas em X), cujo grau é 27.2

Proposição 4.1. Se X � P
3 é um superfície não singular de grau d ⩾ 3, então

F D
n
.p; `/ 2 �

ˇ̌
ˇ .`;X/p ⩾ 4

o
tem dimensão 1.

Demonstração. Confira a Proposição 11.18 em Eisenbud e Harris (2016).

Uma consequência da Proposição 4.1 é que dimFX D 1. Ou seja, FX é uma curva
contendo todas as retas contidas em X (como componentes), o que nos permite concluir
que grau.FX/ ⩾ #.L.X//. Assim, o grau da curva FX é uma cota superior para rd . O
próximo resultado estabelece qual é o grau dessa curva.

Proposição 4.2. SeX � P
3 é um superfície não singular de grau d ⩾ 3, então grau.FX/ D

d.11d � 24/:

Demonstração. Confira a Proposição 11.9 em Eisenbud e Harris (ibid.).

Corolário 4.1. Verifica-se que rd ⩽ d.11d � 24/, para todo d ⩾ 3.

A cota de Segre
Destacamos também a cota de Segre. Em Segre (1947) foi provado que

rd ⩽ sd WD .d � 2/.11d � 6/; 8 d ⩾ 3:

Observe que ao compararmos as duas cotas para d D 4 (cf. Clebsch (1861), Segre (1943)
e Segre (1947)), temos que r4 D 64 < s4 D 76 < 80 D c4:

2Basta observar que cada componente irredutível dessa curva é uma reta (logo tem grau 1). Além disso, ao
intersectarmos qualquer par de retas, dentre as 27, obtemos vazio ou um ponto. Portanto, seu grau é a soma dos
graus de cada componente/reta, isto é, 27 (cf. Proposição 7.6 em Hartshorne (1977)).
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A Estratégia de Segre

Segre considerou X � P
3 é um superfície não singular de grau d ⩾ 4 e explorou com

mais atenção a curva

FX D
n
p 2 X

ˇ̌
ˇ 9 ` � P

3 reta tal que .`;X/p ⩾ 4
o

previamente introduzida por Clebsch. De fato, ele estabeleceu o seguinte lema (cf. p. 90
em Segre (ibid.)).

Lema 4.2. Com as notações supracitadas. Se ` 2 L.X/ é uma componente simples de
FX, então existe uma componente C de FX tal que #.` \ C/ D 4d � 12:

Com este resultado Segre chegou na cota sd WD .d � 2/.11d � 6/, conforme a propo-
sição a seguir.

Proposição 4.3. Se X � P
3 é um superfície não singular de grau d ⩾ 4, então L.X/ ⩽

.d � 2/.11d � 6/:
Demonstração. Da Observação 4.1 segue que

S
`2L.X/

` � FX. Temos duas possibilidades.

.I/ Toda reta ` 2 L.X/ é componente múltipla de FX. Observe que

#.L.X// ⩽
1

2
grau.FX/

Prop: 4:2H) #.L.X// ⩽
1

2
d.11d � 24/ ⩽ .d � 2/.11d � 6/:

.II/ Existe uma reta ` 2 L.X/ que é componente simples de FX.
Neste caso, segue do Lema 4.2 que existe uma componenteC deFX tal que #.`\C/ D

4d � 12. De onde concluímos que grau.C / ⩾ 4d � 12, o que implica em

#.L.X// ⩽ grau.FX/ � grau.C /
Prop: 4:2H) #.L.X// ⩽ d.11d � 24/ � .4d � 12/„ ƒ‚ …

D.d�2/.11d�6/

:

Corolário 4.2. Verifica-se que rd ⩽ .d � 2/.11d � 6/, para todo d ⩾ 3.

A cota de Bauer–Rams
Dentre as cotas superiores para rd (d ⩾ 4), que podem ser encontradas na literatura (até
o momento) a de Bauer–Rams é a melhor. De fato, em Bauer e Rams (2022) foi provado
que

rd ⩽ bd WD 11d2 � 30d C 18; 8 d ⩾ 3:

Observe que ao compararmos as três cotas para d D 4, temos que r4 D 64 < b4 D 74 <
s4 D 76 < c4 D 80.
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A Estratégia de Bauer–Rams

Seguindo a mesma linha de raciocínio de Segre, Bauer–Rams definem a curva

Z WD FX �
[

`�X
`

e mostram que grau.Z/ D grau.FX / � #.L.X// ⩾ 6.d � 3/. Assim, segue da Proposi-
ção 4.2 que #.L.X// ⩽ bd , para todo d ⩾ 3.

Exercício 4.2. Verifique que bd ⩽ sd ⩽ cd para todo d ⩾ 3.

Na próxima seção vamos revisar alguns resultados que visam obter cotas inferiores
“melhores” que as de Fermat para d 2 f6; 8; 12; 20g.

4.3 Caçando cotas

A cota de Rams–Schütt para grau 5
SejaX � P

3 uma superfície não singular de grau 5 tal queL.X/ ¤ ;. Considere ` 2 L.X/
e lembre que

L`.X/ D
n
m 2 L.X/

ˇ̌
` \m ¤ ;

o
:

Rams–Schütt mostraram o seguinte resultado

Teorema 4.1. Verifica-se que #.L`.X/ � f`g/ ⩽ 28 para toda reta ` 2 L.X/.

Demonstração. Veja o Teorema 1.1 no artigo de Rams e Schütt (2020).

Do qual segue o corolário.

Corolário 4.3. Se X � P
3 é uma superfície não singular de grau 5 contendo 5 retas

coplanares, então #.L.X// ⩽ 125.

Demonstração. Assuma que `1; : : : ; `5 são retas coplanares (distintas) contidas emX. Se-
gue do Corolário 2.5 que L.X/ D L`1

.X/ [ � � � [ L`5
.X/. Assim, obtemos a seguinte

partição para L.X/
L.X/ D ˚ P[ L?`1

.X/ P[ � � � P[ L?`5
.X/ (4.2)

sendo ˚ WD f`1; : : : ; `5g e L?
`i
.X/ WD L`i

.X/ � ˚ para i D 1; : : : ; 5. Observe que o
Teorema 4.1 nos garante que #.L?

`i
.X// ⩽ 24 para todo i 2 f1; : : : ; 5g. Assim, segue de

(4.2) que
#.L.X// ⩽ 5C 5 � 24 D 125:
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Rams–Schütt, após introduzir a k-ésima função racional qk (cf. Definição 3.3 em
Rams e Schütt (ibid.)) e analisar minuciosamente as fibras de um certo morfismo, estabe-
leceram que

Teorema 4.2. Se X � P
3 é uma superfície não singular de grau 5, então r5 ⩽ 127.

Demonstração. Veja o Teorema 1.2 no artigo de Rams e Schütt (ibid.).

Observe que b5 D 143. Assim, a cota de Rams–Schütt veio melhorar a cota de Bauer–
Rams para superfícies não singulares de grau 5.

As cotas de Boissière–Sarti
Considere S�; � P

3 a superfície de grau d definida por

S�; D Z .�.x; y/ �  .z; t//

sendo �; 2 CŒu; v� polinômios homogêneos de grau d . Se d D 4 e S�; for não singu-
lar, Segre mostrou que #.L.S�; // 2 f16; 32; 48; 64g (cf. Segre (1943)). Posteriormente,
Caporaso–Harris–Mazur ao considerar

Nd D max
n
#.L.S�; //

ˇ̌
ˇS�; é não singular de grau d

o
:

Mostraram que (cf. Caporaso, Harris e Mazur (1995))

• Nd ⩾ 3d2 para todo d ⩾ 3, d 62 f4; 6; 8; 12; 20g;

• N4 ⩾ 64, N6 ⩾ 180, N8 ⩾ 256, N12 ⩾ 864 e N20 ⩾ 1600:

Em 2007, Boissière–Sarti estabeleceram que as desigualdades acima são de fato igual-
dades (cf. Boissière e Sarti (2007)). Uma revisão detalhada do cálculo deNd encontra-se
no texto de Sally Andria (2016).

A seguir, mostraremos que para o cálculo de Nd basta considerar a família de superfí-
cies S�;� ; no qual � 2 CŒu; v� é um polinômio homogêneo de grau d , seguindo as linhas
do artigo de Andria e Rojas (2022).

Famílias geradas por d pontos na reta projetiva

Vamos analisar uma família de superfícies geradas a partir de d pontos distintos na reta
projetiva P

1: A essência desta construção repousa no seguinte fato: se C for um sub-
conjunto da reta projetiva que consiste de d pontos distintos, então existe � 2 CŒu; v�
polinômio homogêneo de grau d , cujo conjunto de zeros (ou raízes) em P

1 é igual ao
conjunto C . A partir deste momento utilizaremos a notação ZP1.�/ para indicar os zeros
de um polinômio homogêneo em duas variáveis em P

1.
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Exemplo 4.3. Se C D
n
Œ1 W �j �

od
jD1

� P
1 sendo � uma raiz primitiva d -ésima da

unidade, então ZP1.ud � vd / D C .

Para cada � 2 CŒu; v� homogêneo de grau d , considere a superfície de grau d em P
3

S� WD Z .�.x; y/ � �.z; t// :

Lema 4.3. S� é não singular.

Demonstração. Ver Andria e Rojas (2022), p. 48.

Esquema da contagem das retas na superfície S�

Para calcularmos n� WD #
�
L.S�/

�
; considere a seguinte partição do conjunto das retas

contidas na superfície S�

L.S�/ D
n
`
ˇ̌
` \ L ¤ ;

o

„ ƒ‚ …
L�

[n
`
ˇ̌
` \ L D ;

o

„ ƒ‚ …
L0

�

; sendo L D Z.z; t/ � P
3: (4.3)

A seguir, assuma que ZP1.�/ D
n
Œai W bi �

od
iD1

e considere os pontos p1,…, pd e
q1,…, qd em P

3 dados por pi D Œai W bi W 0 W 0� e qi D Œ0 W 0 W ai W bi �.

Pontos-chaves para determinar n�
Denotemos por `i;j a reta que passa pelos pontos pi e qj , para i; j 2 f1; :::; dg.

(i) A reta `i;j está contida na superfície S� para todo i; j .

(ii) L� D
n
`i;j

ˇ̌
i; j 2 f1; : : : ; dg

o
. Logo, #.L�/ D d2.

(iii) #.L0�/ D d j�C j, sendo C D ZP1.�/ e �C D
n
T 2 Aut.P1/

ˇ̌
T.C / D C

o
:

Portanto,
n� D d2 C d j�C j:
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Linhas para demonstrar que n� D d2 C d j�C j:
A seguir demonstraremos as afirmações (i) e (ii) que fazem parte do esquema de contagem
das retas na superfície S� . Entretanto, para o item (iii) só faremos um esboço com as
principais ideias que são usadas para chegar nesse resultado. Para mais detalhes, consultar
a dissertação de Sally Andria (2016).
Afirmação 1: `i;j � S� .

Se p 2 `i;j , então p D Œuai W ubi W vaj W vbj � com u; v 2 C não ambos nulos.
Assim, se f D �.x; y/ � �.z; t/, tem-se que

f .p/ D ud�.ai ; bi / � vd�.aj ; bj / D 0; pois ZP1.�/ D
n
Œai W bi �

od
iD1
:

Portanto, p 2 S� :

Afirmação 2: L� WD
n
` � S�

ˇ̌
` \ L ¤ ;

o
D
n
`i;j

ˇ̌
i; j 2 f1; : : : ; dg

o
. Logo,

#.L�/ D d2.

Observe que pi 2 `i;j \ L, logo `i;j 2 L� (visto que `i;j � S�). Para mostrarmos a
outra inclusão, precisamos da seguinte

Proposição 4.4. SejamL D Z.z; t/ eM D Z.x; y/ retas em P
3. Se ` é uma reta contida

na superfície S� com grau d ⩾ 2, então

` \M ¤ ; () ` \ L ¤ ;:
Demonstração. Ver Proposição 4.1 em Andria e Rojas (2022), p. 49.

Corolário 4.4. Se ` for uma reta contida na superfície S� tal que ` \ L ¤ ;, então
` D `i;j para algum i; j 2 f1; : : : ; dg.
Demonstração. Como a reta L não está contida na superfície S� , então L ¤ `. Assim,
` \ L consiste de um único ponto p D Œa W b W 0 W 0� com a e b complexos não ambos
nulos. Entretanto, a condição ` � S� nos leva à conclusão �.a; b/ D 0. Assim, p D pi
para algum i .

Por outro lado, a Proposição 4.4 implica em `\M ¤ ;. Como a retaM também não
esta contida em S� , o raciocínio anterior nos permite concluir que ` \ M D fqj g para
algum j . Portanto, ` D `i;j (ou seja, ` é determinada pelos pontos pi e qj ).

Corolário 4.5. Com as notações em .4:3/. Tem-se que #.L�/ D d2 e n� D d2C#.L0�/:

Afirmação 3: #.L0�/ D d j�C j, sendo C D ZP1.�/ e

�C D
n
T 2 Aut.P1/jT.C / D C

o
:

A ideia-chave para demonstrar a Afirmação 3 é associar a cada reta ` 2 L0� a um automor-
fismo em �C , como faremos a seguir.
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Proposição 4.5. Se ` 2 L0� , então ` induz um automorfismo T` 2 �C , no qual C D
ZP1.�/.

Demonstração. Sendo ` uma reta em P
3, existem f1 e f2 homogêneos de grau 1 e L.I.

tais que ` D Z.f1; f2/. Se fi D aixCbiyC cizCdi t , então `\L D Z.f1; f2; z; t/ D
Z.a1xCb1y; a2xCb2y; z; t/. Agora, a condição `\L D ; assegura que o sistema a1xC
b1y D 0; a2x C b2y D 0, possui solução única x D y D 0, e portanto a1b2 � a2b1 ¤ 0.
Assim, podemos escolher para ` equações da forma: x D ˛z C ˇt e y D 
z C ıt;
com ˛; ˇ; 
 e ı emC. Além disso, a condição `\M D ; (cf. Proposição 4.4) nos garante
que ˛ı � ˇ
 ¤ 0.

Assim, obtemos T` 2 Aut.P1/ dada por Œz W t � 7! Œ˛z C ˇt W 
z C ıt �. Observe que
Œ˛c C ˇd W 
c C ıc W c W d� 2 ` para todo Œc W d� 2 P

1. Entretanto, se considerarmos
Œc W d� 2 ZP1.�/ (neste caso �.c; d/ D 0) concluímos que �.˛c C ˇd; 
c C ıc/ D 0,
pois ` � S� . Portanto, T`.Œc W d�/ 2 ZP1.�/. Finalmente, como T` é uma bijeção e
#.ZP1.�// D d , o resultado segue.

Proposição 4.6. Notações como na Proposição 4.5. A função ˝ W L0� �! �C dada por
` 7�! T` é sobrejetora e #.˝�1.T// D d para todo T 2 �C .

Demonstração. Considere T 2 �C dado por T.Œz W t �/ D Œ˛z C ˇt W 
z C ıt �.
O primeiro passo é associar ao automorfismo T a superfície quádrica

QT WD Z.x.
z C ıt/ � y.˛z C ˇt// � P
3:

A seguir, citamos (sem demonstrar) os fatos essenciais que relacionam a superfície quá-
dricaQT com a contagem das retas na superfície S� .

Fato 1: QT é uma superfície quádrica não singular.3

Sabe-se que toda superfície quádrica não singular em P
3 possui exatamente duas famílias

de retas (p. 66 e 67 em Mendoza e Rojas (2009), p. 406 em Cox, Little e O’Shea (1997)).
No caso da superfície quádricaQT essas famílias são dadas por:
Família L: Para cada r D Œc W d� 2 P

1, Lr é definida pelas equações:

.
c C ıd/x � .˛c C ˇd/y D 0 e dz � ct D 0: (4.4)

FamíliaM: Para cada s D Œa W b� 2 P
1,Ms é definida pelas equações:

ax D b.˛z C ˇt/ e ay D b.
z C ıt/: (4.5)

Note queMŒ0W1� D L D Z.z; t/ eMŒ1W0� D M D Z.x; y/.

Fato 2: Seja L a família de retas em .4:4/. Temos que:
3Note que o sistema @xQT D 
z C ıt D 0, @yQT D �.˛z C ˇt/ D 0, @zQT D 
x � ˛y D 0,

@tQT D ıx � ˇy D 0; só admite a solução trivial x D y D z D t D 0, pois ˛ı � ˇ
 ¤ 0.
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.i/ Lr \M ¤ ; para todo r 2 P
1.

.ii/ Lr � S� se, e somente se, r 2 ZP1.�/. Assim, existem d retas .distintas/ da família
L contidas emQT \ S� .visto que Lr 2 L�/.

Fato 3: Existem exatamente d retas da família M .em .4:5// contidas em QT \ S� e
tais retas pertencem a ˝�1.T/.

Fato 4: Sejam L0; : : : ; Ld�1 e M0; : : : ;Md�1 as únicas retas da família L e M, res-
pectivamente, contidas em S� \QT. Então

S� \QT D L0 [ � � � [ Ld�1 [M0 [ � � � [Md�1:

Observe que o Fato 3 nos garante que ˝ é sobrejetora e #.˝�1.T// ⩾ d .
Se ` 2 ˝�1.T/ entãoT` D T, e a partir de (i) na ProposiçãoA.2 (ApêndiceA) concluí-

mos queQT`
D QT, que implica em ` � QT \S� com ` 2 L0� . Como fM0; : : : ;Md�1g

são as únicas retas que pertencem a L0� e estão contidas em QT \ S� , a partir do Fato 4
concluímos que ` 2 fM0; : : : ;Md�1g.

Corolário 4.6. Verifica-se que #.L0�/ D d j�C j com C D ZP1.�/.

Demonstração. Ver Corolário 4.3 em Andria e Rojas (2022), p. 52.
A sobrejetividade de˝ nos garante queL0� D S

T2�C

˝�1.T/, sendo esta união disjunta

(e finita), conclui-se que #.L0�/ D P
T2�C

#.˝�1.T// D d j�C j:

Sobre a estimativa do valor máximo de n�
Tendo em consideração que n� D d2 C d j�C j, segue-se que o valor máximo de n�
depende da ordem do subgrupo �C , ou de forma mais explicita, das escolhas de d pontos
distintos em P

1.

Sobre o valor máximo de j�C j. Lembre que jC j D d ⩾ 3. De acordo com a paridade de
d , temos:

• d ímpar: A Teorema A.2 nos garante que: j�C j ⩽ d se �C for cíclico. Caso
contrário, �C Š Dk com k ⩽ d . Portanto, para d ímpar o valor máximo de j�C j
é 2d .4

• d par: Segue da Teorema A.2 e do Teorema A.1 (Teorema de Classificação de
Klein), que o valor máximo de j�C j pertence ao conjunto f2d; 12; 24; 60g.
Assim, para d ⩾ 30 o valor máximo de j�C j é 2d .
Agora, vamos analisar o caso d par, para 4 ⩽ d ⩽ 28.

4Basta escolher C D fŒ1 W �j �gd
j D1

, sendo � uma raiz primitiva d -ésima da unidade.
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Note que, o Teorema de Classificação de Klein nos garante que �C Š G com
G 2 fDk ; A4; S4; A5g.5 Neste caso, segue das tabelas (A.3) e (A.4) que:

G d D ˛n1 C ˇn2 C 
n3 C ıjGj
Dk d D ˛k C ˇk C 
2C ı2k

A4 d D ˛6C ˇ4C 
4C ı12

S4 d D ˛12C ˇ8C 
6C ı24

A5 d D ˛30C ˇ20C 
12C ı60

(4.6)

com ˛; ˇ; 
 2 f0; 1g e ı ⩾ 0 inteiro.
Se considerarmos somente o grupo diedral de ordem máxima, ao qual �C pode ser
isomorfo, segue do item (ii) no Teorema A.2 e da tabela em (4.6) que:

4 ⩽ d ⩽ 28 par �C pode ser isomorfo a ordem máxima de �C

d D 4 A4,D4 12
d 2 f6; 8g Dd , A4, S4 24
d D 10 D10, A4 20
d D 12 D12, A4, S4, A5 60

d ¤ 20; 14 ⩽ d ⩽ 28 Dd , A4, S4 2d
d D 20 D20, A5 60

(4.7)

Por simplicidade, no que segue do texto usaremos a notação: 1 D Œ0 W 1� e a D
Œ1 W a� com a 2 C.

d D 4 A partir de (4.7) temos que �C Š D4 ou �C Š A4. Se escolhermos C D
f0; 1; !; !2g, sendo ! raiz cúbica primitiva da unidade, tem-se que Œu W v� 7�!
Œ!u W v� é um elemento de ordem 3 de �C , logo �C Š A4 e a ordem máxima é 12.

Para os outros valores de d , nos remetemos a citar a escolha do conjunto C tal que
j�C j atinge o valor máximo listado em (4.7).
d D 6 Considere C D f1; 0; 1; i;�1;�ig sendo i 2 C raiz quarta primitiva da
unidade.
d D 8 Considere C D f�; i�;��;�i�; ��1; i��1;���1;�i��1g, sendo � 2 C

uma raiz da equação x2 � .i C 1/x � i D 0.
d D 10 Considere C sendo o conjunto das raízes 10-ésimas da unidade.
d D 12 Seja ! raiz quinta primitiva da unidade, � D !3 C !2 e considere

C D f1; 0; �; �!; �!2; �!3; �!4;���1;���1!;���1!2;���1!3;���1!4g:

d ¤ 20; 14 ⩽ d ⩽ 28 par. Considere C sendo o conjunto das raízes d -ésimas da
unidade.
d D 20 Veja p. 47 em Andria (2016).

5Ao procurarmos o valor máximo de j�C j, descartamos o caso em que �C é cíclico.
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Assim, se Nd D n� com � de grau d escolhido de modo que j�C j tenha a maior
ordem possível, então tem-se que:

�
Nd D 3d2; se d 62 f4; 6; 8; 12; 20g;
N4 D 64; N6 D 180; N8 D 256; N12 D 864 e N20 D 1600:

(4.8)

Exemplos de superfícies S� com n� D Nd

A partir da descrição apresentada, tem-se que

• No caso d ⩾ 3; tal que d 62 f4; 6; 8; 12; 20g, basta considerar C D fŒ1 W � i �gd�1iD0
sendo � uma raiz primitiva d -ésima da unidade. Visto que C D ZP1.�/; sendo
�.u; v/ D ud � vd , segue que S� D Z.xd � yd � zd C td /. Observe que a
superfície S� é projetivamente equivalente à superfície de Fermat Fd D Z.xd C
yd C zd C td /.

• No caso de d D 4, obteve-se C D fŒ1 W 0�; Œ1 W 1�; Œ1 W !�; Œ1 W !2�g; com ! 2 C tal
que ! ¤ 1 e !3 D 1. Como C D ZP1.�/ sendo �.u; v/ D v.v3 � u3/, segue que
S� D Z.y.y3 � x3/ � t .t3 � z3//. Observe que S� é projetivamente equivalente
à superfície de Schur Z.x4 � xy3 C zt3 � z4/.6

• Para d D 6, obteve-se o conjunto

C D fŒ0 W 1�; Œ1 W 0�; Œ1 W 1�; Œ1 W i �; Œ1 W �1�; Œ1 W �i �g:

Uma vez que C D ZP1.�/ com �.u; v/ D uv.v4 � u4/, C dá origem à superfície
sêxtica não singular

S� D Z.xy.y4 � x4/ � zt.t4 � z4//:

• Se d D 8, então ao escolher � 2 C sendo uma raiz da equação x2�.iC1/x�i D 0,
segue que �.u; v/ D u8 C v8 � .�4 C ��4/u4v4 tem por conjunto de zeros

Z.�/ D fŒ1 W a��; Œ1 W a��1� j a 2 Ug sendo U D f1;�1; i;�ig:

De fato, � dá origem à superfície não singular de grau 8

S� D Z.x8 C y8 � .�4 C ��4/x4y4 � z8 � t8 C .�4 C ��4/z4t4/

contendo 256 retas.
6Na página 2 do artigo de Rams e Schütt (2015), os autores conjecturam que toda superfície quártica não

singular contendo 64 retas é projetivamente equivalente à quártica de Schur.
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• No caso d D 12, obtemos

�.u; v/ D uv

4Y

jD0
.�!2ju2 C !juv C v2/

sendo ! uma raiz quinta primitiva da unidade tal que

S� D Z

0
@xy

4Y

jD0
.�!2jx2 C !jxy C y2/ � zt

4Y

jD0
.�!2j z2 C !j zt C t2/

1
A

é uma superfície não singular de grau 12 contendo 864 retas.

• No caso d D 20

�.u; v/ D �.u20 C v20/C 228.u15v5 � u5v15/ � 494u10v10:

dá origem à superfície S� D Z.�.x; y/ � �.z; t// não singular de grau 20 que
contém 1600 retas.

Observação 4.2. Vamos fazer algumas comparações com os resultados obtidos até agora.

• Lembre que a cota de Fermat #.L.Fd // D 3d2 ⩽ rd ⩽ bd D 11d2 � 30d C 18
para d ⩾ 3: Entretanto, para d 2 f6; 8; 12; 20g temos a seguinte tabela

d 3d2 Nd bd

6 108 180 234
8 192 256 482
12 432 864 1242
20 1200 1600 3818

Assim, 3d2 < Nd ⩽ rd ⩽ bd para d 2 f6; 8; 12; 20g.
• Boissière e Sarti (2007) apresentaram a superfície de grau 8 dada pelo polinômio

x8Cy8Cz8Ct8C168x2y2z2t2C14.x4y4Cx4z4Cx4t4Cy4z4Cy4t4Cz4t4/

que contém 352 retas.



A Classificação dos
automorfismos da

reta projetiva

A.1 Ação de um grupo sobre um conjunto
Se .G;�/ for um grupo com elemento neutro e, considere G? D G � feg.

Lembremos que o grupo G age pela esquerda num conjunto C , se existe uma função
de G �C em C que associa a cada par .g; x/ um único elemento em C , que denotaremos
por g �x, satisfazendo às condições:

.i/ e �x D x, para todo x 2 C ,

.ii/ h�.g �x/ D .h � g/�x para todo x 2 C , h; g 2 G.

Para cada x 2 C , Gx D fg 2 Gjg �x D xg é denominado de estabilizador de x em G
e Ox D fg �x 2 C jg 2 Gg é denominado de órbita de x (relativa a ação definida por “�”).

Um resultado importante neste contexto é a seguinte

Proposição A.1. Com as notações acima, verifica-se que:
.i/ Ox D Oy se, e somente se, existe g 2 G, tal que y D g �x.
.ii/ Ox \ Oy D ; ou Ox D Oy.
.iii/ Para todo y 2 Ox tem-se que Gy e Gx são grupos conjugados .logo isomorfos/.
.iv/ jOxj D .G W Gx/. Portanto, seG for um grupo finito, o número de elementos de cada
órbita, é um divisor da ordem do grupo G.
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Se C for um conjunto finito, a Proposição A.1 nos garante que podemos escolher uma
quantidade finita de elementos em C , digamos x1; x2; : : : ; xk , tais que:

C D Ox1
[ Ox2

[ � � � [ Oxk
sendo que Oxi

\ Oxj
D ;; 8 i ¤ j: (A.1)

Neste caso, x1; x2; :::; xk denomina-se sistema de representantes determinado pela ação
de G em C . A partição em (A.1) é chamada de decomposição de C em órbitas (valendo
a unicidade a menos de uma permutação dos índices).

A seguir, iniciamos o estudo dos automorfismos de P
1 e seus subgrupos finitos, visto

que desempenham um papel muito importante na contagem de retas que foi realizada no
Capítulo 4.

A.2 Automorfismos da reta projetiva

Seja Iso.C2/ o grupo constituído pelos isomorfismos lineares deC
2 emC

2 sob a operação
de composição de funções. Como cada aplicação T 2 Iso.C2/ leva retas pela origem em
retas pela origem, T induz a função

T W P
1 �! P

1; dada por T.Œv�/ D ŒT .v/�:

O conjunto formado por tais funções será denotado por Aut.P1/ e seus elementos deno-
minados automorfismos de P

1 ou mudança de coordenadas projetivas de P
1.

Sejam GL2.C/ o grupo (com o produto usual de matrizes) formado pelas matrizes
2� 2 complexas invertíveis e E2.C/ o subgrupo normal de GL2.C/ formado por todas as
matrizes múltiplas da identidade.

Lembre que a função de Iso.C2/ em GL2.C/ dada por T 7�! ŒT �, sendo ŒT � 2
GL2.C/ a matriz associada a T da base canônica na base canônica, é um isomorfismo de
grupos. Por exemplo, se T 2 Iso.C2/ é tal que ŒT � 2 E2.C/ , então T D idP1 2 Aut.P1/.

Listamos a seguir algumas das propriedades essenciais dos elementos de Aut.P1/ que
usaremos neste texto.

Proposição A.2. Sejam T;S 2 Aut.P1/ determinadas por T; S 2 Iso.C2/, respectiva-
mente. Então verifica-se que:

.i/ T D S se, e somente se, T D �S para algum � 2 C não nulo.

.ii/ Dados os pontos p1; p2; p3; q1; q2 e q3 em P
1 tais que pi ¤ pj e qi ¤ qj para todo

i ¤ j , existe um único T 2 Aut.P1/, tal que T.pi / D qi para i D 1; 2; 3.

.iii/ Aut.P1/ com a composição de funções é um grupo, tendo idP1 por elemento neutro.

.iv/ A função 	 W Aut.P1/ �! PGL2.C/ WD GL2.C/=E2.C/ dada por T 7�! ŒT � �
E2.C/ é um isomorfismo de grupos.
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Salientamos que a próxima subseção começa com a noção de ponto fixo, além de
introduzir notações para certos automorfismos da reta projetiva complexa (que poderão
ser utilizados pelo leitor na determinação do valor de j�C j para um dado subconjunto C
de P

1). A Proposição A.4 é o resultado que nos permitirá classificar os subgrupos finitos
de Aut.P1/ a partir da decomposição em órbitas de seus pontos fixos.

Teorema de classificação de Klein
O leitor poderá apreciar a importância do Teorema de classificação de Klein, para o de-
senvolvimento deste texto, no momento que formos estudar os conjuntos invariantes de
pontos na reta projetiva, visto que o grupo PGL2.C/ é isomorfo ao grupo dos automorfis-
mos da reta projetiva (veja Proposição A.2).

TeoremaA.1 (Teorema de classificação deKlein (TCK)). Umsubgrupo finito de PGL2.C/
é isomorfo a exatamente um dos seguintes grupos:

.i/ Cm o grupo cíclico de ordem m;

.ii/ Dm o grupo diedral de ordem 2m, m ⩾ 2;

.iii/ A4 o grupo alternado de ordem 12;

.iv/ S4 o grupo das permutações de ordem 24;

.v/ A5 o grupo alternado de ordem 60.

Se dois subgrupos de PGL2.C/ são isomorfos, então eles são conjugados.

A.3 Ação de subgrupos de Aut.P 1/ sobre pontos fixos

Lembremos que p 2 P
1 é um ponto fixo de T 2 Aut.P1/ se T.p/ D p.

Notações: No que segue considere e1 D Œ1 W 0� e e2 D Œ0 W 1�. Se � 2 C for não nulo,
então C� , P� e R� denotarão os automorfismos de P

1 dados por: C�.Œx W y�/ D ŒxC �y W
y�, P�.Œx W y�/ D Œ�y W x� e R�.Œx W y�/ D Œ�x W y�. Em particular, temos que R1 D idP1

(o qual possui infinitos pontos fixos). Observe que

Automorfismo Pontos fixos Valor
em e1

Valor
em e2

Ordem

C� e1 e1 Œ� W 1� infinita

P� Œ
p
� W 1�; Œ�p� W 1� e2 e1 2

R� , � ¤ 1 e1; e2 e1 e2
ord.�/

em .C?; �/

(A.2)

Sobre pontos fixos. Seja T 2 Aut.P1/; com T ¤ idP1 :
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• T possui sempre pelo menos um ponto fixo e pode ter no máximo 2 pontos fixos.
(cf. Lema 2.4, p. 15 em Andria (2016)).

• Se T 2 Aut.P1/ é de ordem finita, então T possui exatamente dois pontos fixos
diferentes (cf. Corolário 2.5, p. 17 em Andria (ibid.)).

A seguir para cada subgrupo G de Aut.P1/, considere

Fix.G/ D
n
p 2 P

1
ˇ̌
p é ponto fixo de algum elemento em G?

o
:

Observe que

• Se x 2 Fix.G/; então T.x/ 2 Fix.G/ para todo T 2 G.1

• .T; x/ 7�! T.x/ define uma ação pela esquerda de G em Fix.G/.

Na próxima proposição considere a ação pela esquerda .T; x/ 7�! T.x/, tanto para G
quanto paraH .

Proposição A.3. Seja G um subgrupo finito de Aut.P1/ com jGj > 1 tal que Fix.G/ D
O1[� � �[Ok é a decomposição em órbitas de Fix.G/. SeH for um subgrupo deAut.P1/
isomorfo ao grupo G, então existe L 2 Aut.P1/ tal que Fix.H/ D L.O1/[ � � � [L.Ok/
é a decomposição em órbitas de Fix.H/.

Demonstração. Ver Proposição 3.3, p.43 em Andria e Rojas (2022).

A demonstração da Proposição A.4, que enunciaremos a seguir, encontra-se na seção
6.12 do texto de Artin (2010) (também na p. 3 de Dolgachev (2009)).

Proposição A.4. Seja G é um subgrupo finito de Aut.P1/ de ordem N ⩾ 2 tal que

Fix.G/ D O1 [ � � � [ Ok ; na qual Oi D Oxi

é a decomposição de Fix.G/ em órbitas induzida pela ação .T; x/ 7�! T.x/ .antes da
Proposição A.3/. Então
.i/ Se x 2 Oi ; então jGxj D jGxi

j WD Ei ⩾ 2, para cada i .
.ii/ k 2 f2; 3g. Além disso,

• k D 2 se, e somente se, G é cíclico.

• Se k D 3 e E1 ⩽ E2 ⩽ E3, então só uma das seguintes possibilidades ocorre:

E1 E2 E3 G é isomorfo ao grupo
2 2 m ⩾ 2 Dm
2 3 3 A4
2 3 4 S4
2 3 5 A5

1De fato, se x 2 Fix.G/, então existe S 2 G? tal que S.x/ D x. Agora, basta observar queTıSıT�1 2 G?

e fixa T.x/ se T 2 G.
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E consequentemente, se ni D jGj
Ei
.é a cardinalidade das órbitas/ para i D 1; 2; 3,

temos:
n1 n2 n3 G é isomorfo ao grupo
m m 2 Dm
6 4 4 A4
12 8 6 S4
30 20 12 A5

(A.3)

Na próxima subseção será utilizada a proposição acima (junto com o Teorema de Clas-
sificação de Klein) para classificar os subgrupos finitos de Aut.P1/ que deixam invariantes
subconjuntos finitos da reta projetiva (cf. Teorema A.2). Sendo esse Teorema um dos re-
sultados que nos permitem determinar a cota Nd em (4.8).

Classificando subgrupos de Aut.P 1/ que fixam um conjunto
Para cada subconjunto C de P

1, considere

�C D
˚
T 2 Aut.P1/

ˇ̌
T.C / D C

	
:

Proposição A.5. �C é um subgrupo de Aut.P1/, cuja ordem é finita se #.C / ⩾ 3.

Demonstração. Ver Proposição 3.5, p.45 em Andria e Rojas (2022).

Exercício A.1. Se C D fp1; p2; p3g, então cada � 2 D3 determina T� 2 �C dado por
T� .pi / D p�.i/ ..ii/ na Proposição A.2/. Mostre que 	 W D3 �! �C dada por � 7�! T�
é um isomorfismo de grupos.

A seguir, assuma que Ox denota a órbita de x relativa à ação .T; p/ 7�! T.p/ de �C
emC , e queC D O1[� � �[Ok é a decomposição em órbitas relativa a essa ação. Lembre
que Fix.�C / é o conjunto formado pelos pontos fixos dos elementos de .�C /?.

Proposição A.6. Se x 2 C e #.C / D d ⩾3, temos:

.i/ Ox � Fix.�C / \ C se x 2 Fix.�C /, caso contrário Ox \ Fix.�C / \ C D ; e
#.Ox/ D j�C j.

.ii/ Se �C não for cíclico e Fix.�C / D O1 [O2 [O3 for a decomposição em órbitas
de Fix.�C / sob a ação de �C .dada por .T; p/ 7�! T.p//, então:

d D ˛n1 C ˇn2 C 
n3 C ıj�C j; (A.4)

na qual ˛; ˇ; 
 2 f0; 1g; ı ⩾ 0 e ni D #.Oi /:

Demonstração. Ver Proposição 3.6, p.45 em Andria e Rojas (ibid.).

O próximo Teorema contém os resultadosmais importantes para a determinação de�C
(a menos de isomorfismo). Sua demonstração tem como base o Teorema de classificação
de Klein (TCK), a Proposição A.4 e a equação (A.4) acima.
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Teorema A.2. Seja C um subconjunto de P
1 com d pontos .d ⩾ 3/. Verifica-se que:

.i/ Se �C for cíclico então j�C j ⩽ d .

.ii/ Se�C Š Dk o grupo diedral, sendo k ⩾ 2, então k j d ou k j .d�2/. Em particular,
k ⩽ d .

.iii/ Se C D fŒ1 W �j �gdjD1, sendo � uma raiz primitiva d -ésima da unidade, então
�C Š Dd .

.iv/ Se d é ímpar e �C não é cíclico, então �C Š Dk para algum k, 3 ⩽ k ⩽ d .

Demonstração. Ver Teorema 3.1, p.45 em Andria e Rojas (2022).

Finalmente temos a base para determinar a ordem dos grupos �C , se C for um subcon-
junto finito da reta projetiva. O que nos permitirá chegar na estimativa de Nd em (4.8),
referente à quantidade máxima de retas que tais superfícies podem conter (Capítulo 4).



B Maxima

Reservamos este espaço para ajudar o leitor a compreender o uso do sistema de computa-
ção algébrica Maxima no propósito do livro, que é contar as retas em superfícies. Neste
apêndice, também iremos implementar no Maxima alguns dos exemplos apresentados no
Capítulo 3.

Você pode acessar o Maxima através de site Maxima on-line, pode instalar o programa
no seu dispositivoAndroid pela Google Play (Maxima onAndroid), ou instalar o programa
no seu computador (mais informações na página Download wxMaxima). E deixamos
claro que todas as contas que fizemos no livro foram implementadas na versão online do
software.

B.1 Linhas de comando utilizadas no Maxima

Um guia em português do programa Maxima é a apostila do professor Lenimar Andrade
(2015).

As orientações iniciais para a escrita no software são

• toda linha de comando deve ser encerrada com um ponto e vírgula ;.

• as operações aritméticas básicas são indicadas pelos sı́mbolos +, −, ∗ (multiplica-
ção), / (divisão) e ^ (potenciação). As prioridades das operações são as mesmas da
Matemática. Parênteses podem ser utilizados para dar prioridade a algum cálculo.

http://maxima.cesga.es/
https://play.google.com/store/apps/details?id=jp.yhonda&hl=pt_BR&gl=US
http://wxmaxima-developers.github.io/wxmaxima/download.html
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• é possível nomear equações e resultado de operações escrevendo o nome que se
deseja dar seguido por dois pontos : antes do objeto a ser nomeado.

• após digitada a linha, deve-se pressionar a combinação de teclas [Shift] + [Enter]
no computador ou o botão ‘Clic’ no Maxima on-line, para que o programa execute
o comando digitado.

No aplicativo ou computador, à medida que os comandos vão sendo digitados, o Ma-
xima vai colocando uma numeração (%i1), (%i2), (%i3), : : : no inı́cio de cada linha e
numerando as respectivas respostas do programa com (%o1), (%o2), (%o3), : : : Na ver-
são online, é possível escrever vários comandos de uma só vez, e depois executá-los. As
respostas virão com a repetição dos inputs seguidos dos seus respectivos outputs.

A seguir apresentaremos apenas os comandos que utilizaremos.
• subst(x D y, expr): troca x por y em uma expressão expr que contenha x: Aqui,
x ou y podem ser variáveis ou expressões algébricas.

• coeff(expressão, x, n): determina o coeficiente de xn numa expressão polinomial
com uma única variável x.

• diff(expressão, variável): Derivada da função definida pela expressão com relação
à variável dada. Exemplo: diff(log.x/; x).

• diff(expressão,var1; n1; var2; n2; : : : ; vars; ns): Derivada parcial de ordem n1C
n2 C � � � C ns da função definida pela expressão dada com relação às variáveis
var1; var2; : : : ; vars : A derivada com relação à variável vark é de ordem nk :
Exemplo: diff(x^2C y; x; 2; y; 4).

• factor( ): é o principal comando de fatoração, e pode ser utilizado para números
inteiros, polinômios e frações que envolvam polinômios (funções racionais).

• solve(equação, variável) ou solve(equação): resolve uma equação polinomial. Se
houver mais de uma variável envolvida, então devem ser fornecidas as variáveis
cujos valores serão calculados.

• solve([lista de equações], [lista de variáveis]): resolve um sistema de equações
polinomiais.

• setify(s): Constrói um conjunto de elementos a partir da lista s.

• Estruturas condicionais: o comando if : : : then : : : else : : : pode ser usado na
construção das mais diversas estruturas condicionais, executadas somente se deter-
minadas hipóteses forem satisfeitas.

Exemplo B.1. Vamos calcular a interseção da parábola y D x2 com a reta y D 2x usando
o Maxima. Veremos que as soluções serão apresentadas como uma lista s. Para calcular a
quantidade de soluções desta lista, primeiramente temos que transformá-la num conjunto.
Para tanto, usamos o comando setify e calculamos ss a cardinalidade deste conjunto
com o comando cardinality. Confira o input
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s: solve([x^2-y,2*x-y],[x,y]);
set: setify(s);
ss: cardinality(set);

O output é

(%i1) s: solve([x^2-y,2*x-y],[x,y]);
(%o1) [[x=2,y=4],[x=0,y=0]]
(%i2) set: setify(s);
(%o2) fŒx D 0; y D 0�; Œx D 2; y D 4�g
(%i3) ss: cardinality(set);
(%o3) 2

Exemplo B.2. Vamos determinar as singularidades da superfície X D Z.f / � P
3 sendo

f D yztCxztCxytCxyz utilizando o Maxima on-line. Para isto precisaremos digitar
as seguintes linhas de comando

f:y*z*t+x*z*t+x*y*t+x*y*z;
solve([diff(f,x)=0,diff(f,y)=0,diff(f,z)=0,diff(f,t)=0],[x,y,z,t]);

e a seguir pressionar o botão ‘Clic’. A partir deste ponto o programa irá computar as deri-
vadas parciais (através do uso dos comandos diff(f,x),…, diff(f,t)) e, na sequência,
com o comando solve, encontra as soluções do sistema em questão. Obtendo o output

(%i1) f:y*z*t+x*z*t+x*y*t+x*y*z;
(%o1) xyz+tyz+txz+txy
(%i2) solve([diff(f,x)=0,diff(f,y)=0,diff(f,z)=0,diff(f,t)=0],[x,y,z,t]);
(%o2) [[x=0,z=%r1,y=0,t=0],[x=%r2,z=0,y=0,t=0],

[x=0,z=0,y=%r3,t=0],[x=0,z=0,y=0,t=%r4]]

Interpretamos estas soluções no espaço projetivo como

fŒ0 W 1 W 0 W 0�; Œ1 W 0 W 0 W 0�; Œ0 W 0 W 1 W 0�; Œ0 W 0 W 0 W 1�g :

Esses pontos são as singularidades de f .

Um problema importante no que compete à contagem de retas em superfícies diz res-
peito à determinação dos coeficientes de um dado polinômio. Como veremos no próximo
exemplo o Maxima poderá nos auxiliar nessa empreitada.

Exemplo B.3. Seja f WD Au3 C Bu2v C Cuv2 CDv3 2 CŒu; v�. Como encontrar os
coeficientes deste polinômio?

a) Através do cálculo das derivadas parciais, para o qual, utilizamos o comando diff.
De fato, para determinar o coeficiente A, derivamos 3 vezes f com relação a u e
dividimos por 3Š, como segue

http://maxima.cesga.es/
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f: A*u^3+B*u^2*v+C*u*v^2+D*v^3;
diff(f,u,3)/(3!) /* coeficiente de u3 */;

Os outros coeficientes podem ser calculados de maneira análoga.

b) Através de uma combinação dos comandos subst e coeff. Para determinar o coe-
ficiente A de f primeiro substituímos v D 1 em f , obtendo g.u/ WD f .u; 1/, em
seguida, usamos o comando coeff como segue

f: A*u^3+B*u^2*v+C*u*v^2+D*v^3;
g: subst([v=1],f) /* substituindo v=1 em f */;
coeff(g,u,3) /* coeficiente de u3 */;

Os outros coeficientes podem ser encontrados de forma análoga.

Observação B.1. No exemplo acima podemos considerar os coeficientes A;B;C e D
como expressões polinomiais com coeficientes complexos num determinado conjunto de
variáveis (por exemplo, no anel CŒa; b; c; d �), nos quais não comparecem u nem v, e
neste caso o leitor pode utilizar os mesmos procedimentos (do supracitado exemplo) para
determinar os os coeficientes de f WD Au3 C Bu2v C Cuv2 CDv3.

Exercício B.1. Considere f WD Au4 C Bu3v C Cu2v2 C Duv3 C Ev4 2 CŒu; v�.
Escreva um procedimento utilizando o Maxima (ou outro pacote de computação) para
determinar os coeficientes de f .

Exercício B.2. Seja f 2 CŒu; v� um polinômio homogêneo de grau e ⩾ 1. Escreva um
procedimento utilizando o Maxima (ou outro pacote de computação) para determinar os
coeficientes de f .1

B.2 Contando retas com o Maxima
A proposta a seguir é implementar (no Maxima) o cálculo da quantidade de retas nas
superfícies consideradas em alguns dos exemplos citados no Capítulo 3.

Exemplo B.4. A primeira superfície para qual utilizamos a estratificação com o objetivo
de contar retas, foi a superfície Z.xz2 C x2t C y3/ � P

3 (cf. Exemplo 3.3).
A seguir vamos apresentar o procedimento que podemos implementar noMaxima para

calcular os polinômios G.u; v/ definido em (3.3), em cada estrato. Para isto, precisamos
apenas informar o polinômio que determina a superfície (neste caso, f WD xz2Cx2tCy3)
e utilizar o comando subst que faz a substituição das variáveis x; y; z; t no polinômio
pelas coordenadas dos pontos nas retas no determinado estrato. De fato, no estrato Vi (3.2)

1Sugestão: Pesquise os comandos: for : : : while : : : no Maxima.
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começamos com as linhas de comando no primeiro bloco (que corresponde ao nosso input)
para obtermos G.u; v/ WDfEi para cada i 2 f0; 1; : : : 5g no output, conforme indicado a
seguir.

No estrato 5, para calcular G.u; v/ D f .0; 0; u; v/ (isto é, fE5) utilize o input

f: x*z^2+t*x^2+y^3;
fE5: subst([x=0,y=0,z=u,t=v],f) /* Estrato 5 */ ;

Obtendo o output

(%i1) f: x*z^2+t* x^2+y^3;
(%o1) xz2 C y3 C tx2

(%i2) fE5: subst([x=0,y=0,z=u,t=v],f) /* Estrato 5 */;
(%o2) 0

No estrato 4, para calcular G.u; v/ D f .0; u; au; v/; (isto é, fE4) utilize o input

fE4: subst([x=0,y=u,z=u*a,t=v],f) /* Estrato 4 */;

Obtendo o output

(%i3) fE4: subst([x=0,y=u,z=u*a,t=v],f) /* Estrato 4 */;
(%o3) u3

No estrato 3, para calcularG.u; v/ D f .0; u; v; auC bv/; (isto é, fE3) utilize o input

fE3: subst([x=0,y=u,z=v,t=u*a+b*v],f) /* Estrato 3 */;

Obtendo o output

(%i4) fE3: subst([x=0,y=u,z=v,t=u*a+b*v],f) /* Estrato 3 */;
(%o4) u3

No estrato 2, para calcular G.u; v/ D f .u; au; bu; v/; (isto é, fE2) utilize o input

fE2: subst([x=u,y=u*a,z=u*b,t=v],f) /* Estrato 2 */;

Obtendo o output

(%i5) fE2: subst([x=u,y=u*a,z=u*b,t=v],f) /* Estrato 2 */;
(%o5) u2v C b2u3 C a3u3

No estrato 1, para calcular G.u; v/ D f .u; au; v; bu C cv/; (isto é, fE1) utilize o
input
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fE1: subst([x=u,y=u*a,z=v,t=u*b+v*c],f) /* Estrato 1 */;

Obtendo o output

(%i6) fE1: subst([x=u,y=u*a,z=v,t=u*b+v*c],f) /* Estrato 1 */;
(%o6) uv2 C u2.cv C bu/C a3u3

No estrato 0, para calcular G.u; v/ D f .u; v; auC cv; buC dv/; (isto é, fE0) utilize
o input

fE0: subst([x=u,y=v,z=u*a+v*c,t=u*b+v*d],f) /* Estrato 0 */;

Obtendo o output

(%i7) fE0:subst([x=u,y=v,z=u*a+v*c,t=u*b+v*d],f)/*Estrato 0*/;
(%o7) u.cv C au/2 C v3 C u2.dv C bu/

Para você rodar estes procedimentos no Maxima on-line, copie todos os comandos
dos blocos de input anteriores (onde não aparece o simbolo %), cole no programa (talvez
você precise consertar a primeira linha quanto ao acento circunflexo, o * e os sinais de -)
e aperte no botão “Clic”.

Exemplo B.5. Considere X D Z.yzt C xzt C xyt C xyz/ � P
3 (cf. Exemplo 3.4).

Neste exemplo vamos fazer uma descrição de como utilizar oMaxima para determinar
os pontos singulares de X e a cardinalidade das retas em cada estrato Vi (em (3.2)) que
estão contidas em X.

Primeiro informamos o polinômio f WD yzt C xzt C xyt C xyz ao programa, a
seguir utilizaremos uma combinação dos comando solve e diff para encontrarmos os
pontos singulares, se eles existirem. Use o input a seguir

f: y � z � t C x � z � t C x � y � t C x � y � z;
solve([diff(f,x)=0,diff(f,y)=0,diff(f,z)=0,diff(f,t)=0]);

E o programa nos dá o seguinte output

(%i2) solve([diff(f,x)=0,diff(f,y)=0,diff(f,z)=0,diff(f,t)=0]);
(%o2) [[x=0,z=%r1,y=0,t=0],[x=%r2,z=0,y=0,t=0],

[x=0,z=0,y=%r3,t=0],[x=0,z=0,y=0,t=%r4]]

Logo, o conjuntos dos pontos singulares é

fŒ0 W 1 W 0 W 0�; Œ1 W 0 W 0 W 0�; Œ0 W 0 W 1 W 0�; Œ0 W 0 W 0 W 1�g :

Agora, vamos começar explicando como fazer a contagem de retas no estrato 5, de
forma detalhada. Para então explicar como o leitor poderá utilizar o Maxima nos outros
estratos, uma vez que o procedimento utilizado no estrato V5 é diferente dos demais.

http://maxima.cesga.es/
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Estrato 5. Utilizando as ideias expostas no exemplo anterior, determinamos o polinômio
G.u; v/, que chamamos de fE5 no programa. Observe que se o polinômio G.u; v/ D 0,
então a única reta nesse estrato pertence a superfície em questão. Para determinar seG D 0
ou G ¤ 0, utilizamos if : : : then : : : else : : : no programa. De fato, se o output do
Maxima indicar 1, então a única reta do estrato V5 está contida na superfície (isto é, o
polinômio G.u; v/ é nulo), caso contrário, será indicado 0 no programa. Desta forma,
temos o input a seguir

fE5: subst([x=0,y=0,z=u,t=v],f) /* Estrato 5 */;
if fE5=0 then ss5:1 else ss5:0;

E obtemos o seguinte output

(%i3) fE5: subst([x=0,y=0,z=u,t=v],f) /* Estrato 5 */;
(%o3) 1

Logo, no estrato 5 temos uma reta.

Para abordarmos os próximos estratos, começaremos encontrando os coeficientes de
fEiD G.u; v/ (para i=0, : : :, 4) seguindo o procedimento do Exemplo B.3. Vale salientar
que esses coeficientes são expressões polinomiais nas variáveis a; b; c; d; e que em todos
os estratos serão nomeados por ff0, ff1, ff2 e ff3.

Depois, formamos um sistema de equações com estes coeficientes, consideramos si
o conjunto de soluções deste sistema, e ssi a cardinalidade de si. O número de retas no
estrato i é ssi, para i=0, : : :, 4.

Estrato 4. O input para a contagem das retas neste estrato é

fE4: subst([x=0,y=u,z=u*a,t=v],f) /* Estrato 4 */;
ff3: diff(fE4,u,3)/(3!) /* coeficiente de u3 */;
ff2: diff(fE4,u,2,v,1)/(2!) /* coeficiente de u2v */;
ff1: diff(fE4,u,1,v,2)/(2!) /* coeficiente de uv2 */;
ff0: diff(fE4,v,3)/(3!) /* coeficiente de v3 */;
s4: solve([ff3=0,ff2=0,ff1=0,ff0=0],[a]) /* conjunto solução do sistema */;
ss4: cardinality(setify(s4)) /* cardinalidade do conjunto solução do sistema */;

Obtemos o output
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(%i4) fE4: subst([x=0,y=u,z=u*a,t=v],f) /* Estrato 4 */;
(%o4) au2v
(%i5) ff3: diff(fE4,u,3)/(3!) /* coeficiente de u3 */;
(%o5) 0
(%i6) ff2: diff(fE4,u,2,v,1)/(2!) /* coeficiente de u2v */;
(%o6) a
(%i7) ff1: diff(fE4,u,1,v,2)/(2!) /* coeficiente de uv2 */;
(%o7) 0
(%i8) ff0: diff(fE4,v,3)/(3!) /* coeficiente de v3 */;
(%o8) 0
(%i9) s4: solve([ff3=0,ff2=0,ff1=0,ff0=0],[a])/* conjunto solução do

sistema */;
(%o9) [[a D 0]]
(%i10) ss4: cardinality(setify(s4)) /* cardinalidade do conjunto

solução do sistema */ ;
(%o10) 1

Logo, no estrato 4 temos uma reta.
Para continuar calculando a quantidade de retas da superfície X nos próximos estratos,

basta repetir o procedimento indicado acima.
Calculemos agora o número de retas que a superfície X contém. Para isso, basta somar

a quantidade de retas em cada estrato, ssi (i=0, : : :, 5), como no input a seguir.

total: ss0+ss1+ss2+ss3+ss4 +ss5 /* Total de retas */;

E obtemos o seguinte output

(%i40) total: ss0+ss1+ss2+ss3+ss4 +ss5 /* Total de retas */;
(%o40) 9

E assim, a superfície X contém 9 retas.

Observação B.2. No exemplo anterior realizamos as contas para uma superfície de grau
3. Para facilitar a cópia e a colagem de todos os comandos que nos ajudam a contar as
retas (no caso de superfícies cúbicas), unificamos todos eles na tabela a seguir.

Assim, para que você possa realizar testes no Maxima on-line, basta você copiar toda
a tabela, colar no Maxima on-line, adicionar a equação do polinômio desejado, e por fim,
apertar o botão ‘Clic’.

http://maxima.cesga.es/
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f: ;
solve([diff(f,x)=0,diff(f,y)=0,diff(f,z)=0,diff(f,t)=0]);
fE5:subst([x=0,y=0,z=u,t=v],f) /* Estrato 5 */;
if fE5=0 then ss5:1 else ss5:0;
fE4:subst([x=0,y=u,z=u*a,t=v],f)/* Estrato 4 */;
ff3:diff(fE4,u,3)/(3!); ff2:diff(fE4,u,2,v,1)/(2!);
ff1:diff(fE4,u,1,v,2)/(2!); ff0:diff(fE4,v,3)/(3!);
s4:solve([ff3=0,ff2=0,ff1=0,ff0=0],[a]);
ss4:cardinality(setify(s4));
fE3:subst([x=0,y=u,z=v,t=u*a+b*v],f) /* Estrato 3 */;
ff3:diff(fE3,u,3)/(3!);ff2:diff(fE3,u,2,v,1)/(2!);
ff1:diff(fE3,u,1,v,2)/(2!); ff0:diff(fE3,v,3)/(3!);
s3:solve([ff3=0,ff2=0,ff1=0,ff0=0],[a,b]);
ss3:cardinality(setify(s3));
fE2:subst([x=u,y=u*a,z=u*b,t=v],f) /* Estrato 2 */;
ff3:diff(fE2,u,3)/(3!); ff2:diff(fE2,u,2,v,1)/(2!);
ff1:diff(fE2,u,1,v,2)/(2!);ff0:diff(fE4,v,3)/(3!);
s2:solve([ff3=0,ff2=0,ff1=0,ff0=0],[a,b]);
ss2:cardinality(setify(s2));
fE1:subst([x=u,y=u*a,z=v,t=u*b+v*c],f) /* Estrato 1 */ ;
ff3:diff(fE1,u,3)/(3!); ff2:diff(fE1,u,2,v,1)/(2!);
ff1:diff(fE1,u,1,v,2)/(2!); ff0:diff(fE1,v,3)/(3!);
s1:solve([ff3=0,ff2=0,ff1=0,ff0=0],[a,b,c]);
ss1:cardinality(setify(s1));
fE0:subst([x=u,y=v,z=u*a+v*c,t=u*b+v*d],f) /* Estrato 0 */;
ff3:diff(fE0,u,3)/(3!); ff2:diff(fE0,u,2,v,1)/(2!);
ff1:diff(fE0,u,1,v,2)/(2!); ff0:diff(fE0,v,3)/(3!);
s0:solve([ff3=0,ff2=0,ff1=0,ff0=0],[a,b,c,d]);
ss0:cardinality(setify(s0));
total: ss0+ss1+ss2+ss3+ss4 +ss5 /* Total de retas */;

Exemplo B.6. Seja X D Z.t.y2 � xz/ C y.x2 � z2/ � P
3 (cf. Exemplo 3.5). O

leitor pode calcular copiando os comandos da Observação B.2, adicionando a equação do
polinômio!

Exemplo B.7. O leitor pode copiar os comandos da tabela da Observação B.2, adicio-
nando a equação do polinômio f WD x3 C y3 C z3 C t3 para conferir que a cúbica de
Fermat F3 WD Z.f / � P

3 contém 27 retas (cf. Exemplo 3.6).

Exercício B.3. Seja X WD Z.t4 C xy3 C yz3 C zx3/ � P
3. Verifique que X é uma

superfície não singular que não contém retas.
Sugestão: desenvolva os comandos no máxima para o caso grau 4, sabendo que o input
do estrato 0 é



248 B. Maxima

f: t4 C x � y3 C y � z3 C z � x3;
fE0: subst([x=u,y=v,z=u*a+v*c,t=u*b+v*d],f);
ff4: diff(fE0,u,4)/(4!); ff3:diff(fE0,u,3,v,1)/(3!);
ff2: diff(fE0,u,2,v,2)/(4); ff1: diff(fE0,u,1,v,3)/(3!);
ff0: diff(fE0,v,4)/(4!);
s0: solve([ff4=0,ff3=0,ff2=0,ff1=0,ff0=0],[a,b,c,d]);
ss0: cardinality(setify(s0));

Exercício B.4. Verifique queX D Z.x4Cx2y2Cy3zCz4Cz2t2C t4/ é uma quártica
não singular que não contém retas.
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