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Prezado leitor, seja muito vem vindo ao minicurso Contando retas em superficies no
espaco projetivo!

Para a contagem que propomos realizar junto ao leitor, precisamos viajar para Franca
(em torno de 1637) e agradecer ao matematico e filésofo francés René Descartes pela
maravilhosa ideia de introduzir um sistema de coordenadas cartesianas. Falando em co-
ordenadas, cabe salientar que um dos elementos onipresentes nesse texto sao os anéis de
polindmios e seus quocientes.

Para esclarecer o tipo de contagem que iremos abordar, imagine uma reta e uma cir-
cunferéncia no plano cartesiano R?, e pense na seguinte pergunta: qual é a quantidade
maxima de pontos que podemos achar na intersecdo da reta com a circunferéncia? Esse
¢ um problema basico de geometria enumerativa. De fato, dado um sistema de equagdes
algébricas que possui uma quantidade finita de solugdes, podemos dizer que contar o nii-
mero dessas solugdes € o objetivo da geometria enumerativa.

Entretanto, o problema enumerativo que abordaremos neste texto, tratara com objetos
que moram nio mais no R? (ou, mais geralmente, num R” com n > 3). Gragas as con-
tribui¢des de Desargues, Poncelet, Pascal entre outros!, chegamos no ambiente no qual
desenvolveremos a contagem: o espago projetivo complexo P3 (que pode ser pensado
como o conjunto das retas que passam pela origem em C*#).> Representaremos 0s pontos
de P3 na forma l[ag : ay : as : as], sendo (ag,ay,az,as) um vetor diretor da reta deter-
minada por tal ponto. Neste contexto, uma superficie X C P3 de grau d, comd > 1, ¢
definida a partir de um polinomio f € C|x, y, z,t] homogéneo de grau d > Mais preci-

'No texto Dieudonne (1972), o leitor podera conferir uma sintese do desenvolvimento histérico da Geometria
algébrica.

2De forma mais geral, no desenvolvimento do texto vamos utilizar P (V), a projetivizacéio de V', constituido
pelas retas que passam pela origem do espago vetorial V.

3Um polindmio ndo nulo f € Cl[x,y,z,t] é dito homogéneo de grau d se f(Ax,Ay, Az, At) =
A f(x,y,z,t), paratodo A € C ndo nulo.



samente, [ag : ay : ap : az] € X se, e somente se, f(ag,ai,az,az) = 0. Superficies
de grau 1 sdo denominadas de planos, e para nossa tranquilidade, como o leitor podera
constatar no Capitulo 1, a intersegdo de dois planos distintos em P3 determinam uma reta
(e vice-versa).

Apresentados os protagonistas de nossa historia, passemos ao problema que desejamos
estudar. Uma referéncia cronologica mais abrangente ¢ encontrada no texto de Ciliberto
e Zaidenberg (2022).

O problema

Um problema classico de Geometria Algébrica remonta ao século XIX e envolve o
contagem de retas em superficies projetivas. Mais precisamente,
Qual ¢ a quantidade méxima de retas que uma superficie projetiva ndo singular de
grau d no espago projetivo pode conter?

Comegamos com o spoiler que revela todas as respostas a esta pergunta encontradas
até o momento (maio de 2023).

» Paragraud € {1, 2}, as superficies sdo planos e quadricas e ambas contém infinitas
retas.

* Para grau d = 3, as superficies ciibicas ndo singulares contém exatamente 27 retas.

+ Para grau d = 4, sabemos que as superficies quarticas nao singulares contém no
maximo 64 retas.

» Parad > 5, o problema esta em aberto! Por outro lado, existem cotas para o nimero
maximo de retas.

E intuitivo perceber que um plano contém infinitas retas. Ja para as superficies quadri-
cas o teorema de classificacdo das superficies quadricas no espaco projetivo nos permite
concluir que todas as superficies quadricas contém infinitas retas (cf. Segdo 3.1).

Vamos fazer um passeio historico para entendermos quando e como os resultados dos
casos d = 3, 4 foram encontrados.

Em 1847, o britanico Arthur Cayley (1821-1895) enviou uma carta para o irlandés
George Salmon (1819-1904) na qual mencionava que uma superficie cibica geral deveria
conter um numero finito de retas. Salmon provou que este nimero era 27. Dois anos
depois, Cayley apresenta a demonstragdo de Salmon e a publica no artigo “On the triple
tangent planes of surfaces of the third order” (Cayley (1849)). No artigo “On the triple
tangent planes to surfaces of the third order” (Salmon (1849)) publicado na mesma revista,
Salmon prova que “qualquer superficie cibica nio singular em P3 contém exatamente 27
retas”. Este resultado foi também demonstrado pelo alemédo Alfred Clebsch (1871). Esta
descoberta foi muito importante para o desenvolvimento da geometria algébrica, pois ha
quem diga que a geometria algébrica moderna tenha se iniciado neste momento. O calculo



de tal numero (de forma bastante elementar) serd discutido na Se¢do 3.2, seguindo as
ideias expostas em Reid (1988). Para uma revisdo historica confira os textos de Dolgachev
(2005) e Henderson (2015). O leitor que desejar se aprofundar em outros aspectos ou
abordagens do estudo das retas em superficies ctibicas pode conferir os seguintes textos:
Bruce e Wall (1979), Santos (2001), Dolgachev (2012), Luza e Pereira (2018) e McKean,
Minahan e Zhang (2021).

Quando passamos para superficies de grau maior ou igual a quatro a situagdo muda.
Primeiro, nem toda superficie ndo singular de grau d > 4 contém retas (confira a discusséo
no Capitulo 2). Segundo, o nimero de retas numa superficie nao singular de grau fixado
pode variar.

No caso das superficies quarticas ndo singulares, o enredo se inicia com a publicagéo
do artigo “Ueber eine besondre Classe von Fldchen vierter Ordnung” (Schur (1882)), no
qual o alemao Friedrich Schur (1856—1932) apresentou a superficie quartica ndo singular
dada pelo polindmio x* +xy34z%+4z¢3, que contém exatamente 64 retas. Essa superficie
¢ agora denominada de quartica de Schur. Porém, foi apenas em 1943 que o italiano
Beniamino Segre (1903—1977), no artigo “The maximum number of lines lying on a quartic
surface” (Segre (1943)), provou que “toda superficie quartica nio singular em 3 contém
no maximo 64 retas”. Apesar desta afirmacdo ser verdadeira, a demonstragdo feita por
Segre estava errada, e este fato foi verificado apenas 72 anos depois por Stawomir Rams e
Matthias Schiitt, em “64 lines on smooth quartic surfaces” (Rams e Schiitt (2015)). Para
mais detalhes confira o Capitulo 3.

Para superficies de grau d > 5, como ja mencionamos, o problema esta em aberto e
existem apenas cotas para o nimero maximo de retas que uma superficie ndo singular de
grau d em IP3 pode conter. Uma cota inferior é dada pela familia das superficies de Fermat
de grau d, que contém exatamente 3d 2 retas. Ja para cotas superiores, Clebsch exibiu uma
cota em “Ueber die anwendung der quadratischen substitution auf die gleichungen Sten
grades und die geometrische Theorie des Ebenen Fiinfseits” (Clebsch (1871)), a qual foi
melhorada por Segre. Recentemente, a cota de Segre foi otimizada por Bauer e Rams
(2022) em “Counting lines on projective surfaces”.

Esperamos que o leitor adquira uma compreensao dos desafios e da beleza inerentes
a contagem de retas em superficies no espago projetivo. Assim como também que vocé
se sinta motivado a explorar mais sobre o tema e que aproveite a0 maximo essa jornada
matematica.

Estrutura do livro e como utiliza-lo

Reservamos esta se¢do para desenhar o caminho que sera tomado neste livro através de
cada capitulo, assim como orientagdes em geral para o publico alvo.

No Capitulo 1, apresentamos as nogdes basicas de geometria algébrica que nos permi-
tirdo entender e desenvolver o nosso problema. Além de resultados importantes, o leitor
encontrard exemplos e exercicios que o ajudardo a compreender o assunto. Para o leitor
que ainda ndo teve a oportunidade de fazer um curso introdutério de geometria algébrica



cléassica, recomendamos focar nas defini¢des de espaco projetivo, superficies e retas, e
no enunciado do teorema da dimensao das fibras e suas consequéncias (sem se preocupar
neste momento com a compreensdo da demonstragdo deste teorema).

Vale salientar, que o leitor com base em geometria algébrica classica, pode optar por
iniciar sua leitura a partir do Capitulo 2. O leitor muito curioso, que esteja interessado
em conferir as respostas existentes do problema em questdo, pode ir diretamente para os
Capitulos 3 e 4.

No Capitulo 2, exploramos a questdo de uma superficie conter ou ndo retas, sendo
o teorema da dimensdo das fibras um dos elementos-chaves para essa discussdo. Outro
elemento que utilizamos ¢ a associacdo do conjunto das retas no espago projetivo com
pontos da superficie quadrica de Pliicker em P°. Finalizamos o capitulo com um preladio
para contagem de retas em superficies ndo singulares de grau d > 3, sendo essa a base
teodrica para a contagem das 27 retas numa superficie ciibica ndo singular, como também
para obter cotas para o numero maximo de retas em superficies de grau d > 5.

O Capitulo 3 acompanha a historia e a contagem de retas em superficies nos casos em
que o problema ja foi resolvido, i.e. superficies de grau d < 4. Um método bastante sim-
ples de contagem de retas € via estratificagdo, e nos o utilizaremos para discutir diversos
exemplos de superficies de grau 3 e, principalmente, de grau 4. Visto que ao contrario
do que ocorre com superficies ndo singulares de grau 3, a quantidade de retas em superfi-
cies ndo singulares de grau 4 varia, sendo 64 o nimero méaximo de retas contidas em tais
superficies.

Ja no Capitulo 4, abordamos o problema para superficies de grau d > 5 e a parte his-
torica da determinagdo das cotas de Clebsch, Segre e Bauer—Rams para o nimero maximo
de retas que uma superficie pode conter. Além disso, obteremos cotas a partir da fami-
lia de superficies ndo singulares Sy, determinada pelos zeros do polinémio homogéneo
¢(x,y) —¢(z,1), sendo ¢ (u, v) homogéneo de grau d tal que Z(¢) C P! consiste de d
pontos distintos.

No Apéndice A desenvolvemos alguns resultados de ag@o de grupos sobre conjuntos
com foco no grupo I'c = {T € Aut(P')|T(C) = C}, sendo C C P! um conjunto finito
com #(C) > 3. Neste processo, o Teorema de Classificagio dos automorfismos de P! de
Klein tem um papel preponderante.

Para utilizagdo do sistema de algebra computacional Maxima, no Apéndice B apre-
sentamos apenas os comandos necessarios para implementacao da contagem de retas por
estratificagdo. Revisitamos alguns exemplos do Capitulo 3, e apresentamos um preambulo
completo dos comandos a serem inseridos no Maxima para que o proprio leitor possa cal-
cular a quantidade de retas em superficies de grau 3.
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O proprio titulo deste livro “Contando retas em superficies no espago projetivo” desperta
no leitor a perspectiva de adquirir conhecimentos sobre o que vem a ser o espago projetivo
e os objetos denominados de retas e superficies nesse espaco. Assim, nossa proposta ini-
cial neste primeiro capitulo € introduzir os termos e propriedades mais utilizadas no estudo
da geometria algébrica classica, mantendo o foco no objetivo do nosso texto, mas dando
a oportunidade para que os nedfitos no assunto, venham tomar posse dos termos matema-
ticos que serdo utilizados, como também conhecer resultados tdo importantes, quanto o
teorema da dimensdo das fibras (cf. Teorema 1.7). Vale salientar que este capitulo foi
dividido em trés segdes.

» No universo afim. Esta primeira se¢éo foi dedicada aos objetos afins, com os quais
o leitor possivelmente ja teve um contato. Por exemplo, retas e parabolas no plano
cartesiano real e/ou o estudo das retas, planos, conicas e superficies no espaco 3-
-dimensional real. Um dos destaques desta segdo ¢ dotar o espago afim A (neste
momento, leia-se A = K”, sendo K um corpo) e seus subconjuntos de uma topolo-
gia denominada topologia de Zariski, o que permite calcular a dimensao topologica
desse espago. Entretanto, o arcabougo algébrico, permite usar a nogdo de dimensdo
de Krull para calcular a dimensdo do anel de coordenadas associado a um subcon-
junto fechado de AT, que vem a coincidir com a dimensdo topoldgica desse fechado.
Outro resultado que merece destaque é o teorema dos zeros de Hilbert, que nos per-
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mite estabelecer uma bijecdo entre os subconjuntos fechados do espago afim A e
os ideais radicais do anel de polindmios K[x1, . .., x,]. Concluimos essa se¢do com
anocdo de fungdo regular, que nos permite definir o conceito de morfismo entre con-
juntos fechados (na terceira se¢do), o qual neste momento o leitor pode pensar como
os homologos das fung¢des continuas quando relacionamos espagos topoldgicos.

No universo projetivo. Nesta segunda segdo, o leitor sera apresentado aos prota-
gonista da contagem: o espaco projetivo complexo P3, e as retas e superficies em
IP3. Além disso, o leitor podera conferir que as nogdes e muitos dos resultados que
foram apresentados no caso afim (tais como fopologia de Zariski, dimensdo, ideal
associado, fun¢do regular, etc.) ganhardo, por assim dizer, sua versdo projetiva.
Em particular, demonstraremos a versao projetiva do feorema dos zeros de Hilbert,
cuja prova recebe o subsidio da versdao afim. Entretanto, diferente do caso afim,
nesta secdo exploramos o conceito de conjunto algébrico num produto cartesiano
de espagos projetivos, uma vez que utilizaremos o teorema da dimensdo das fibras
em morfismos, cujos dominios sdo conjuntos algébricos num produto de espagos
projetivos.

Morfismos caso afim/projetivo. Nesta secdo, exploramos o conceito de morfismo,
morfismo dominante (pré-requisito para podermos utilizar o teorema da dimensdo
das fibras), e isomorfismo. Mostramos que isomorfismos entre variedades afins es-
tdo em correspondéncia com isomorfismos entre seus anéis de coordenadas. Entre-
tanto, dentre os isomorfismos entre variedades projetivas, nossa énfase sdo as mu-
dangas de coordenadas projetivas (MCP), que permite modificar o polindmio que
define uma dada superficie, sem perdermos nada na proposta de contagem. Mais
precisamente, as mudangas de coordenadas projetivas preservam a quantidade de
retas contidas numa superficie e a incidéncia entre tais retas, assim como outras pro-
priedades que sdo exploradas nesta se¢do. Concluimos com uma demonstragdo do
teorema da dimensdo das fibras e alguns resultados sobre morfismos que possuem
fibras irredutiveis de dimenséo fixa.

1.1 No universo afim

Sejam K um corpo e n um inteiro positivo.

O n-espaco afim! AJ como conjunto ¢ igual a K”. Entretanto o que torna este conjunto
numa variedade afim, sera essencialmente a topologia de Zariski, com seus fechados que
denominaremos de conjuntos algébricos, que iremos introduzir em breve.

Para abordar o conceito de conjunto algébrico precisamos introduzir o conjunto dos
zeros de um polindmio.

!Usualmente, A%( R A%( e A]?( sdo denominados de reta afim, plano afim e espago afim, respectivamente.
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Considere f € K[x]: = K][xy, ..., x,]. Definimos o conjunto de zeros de f em Ay
por

2(): = {a e A%|f(@) = 0}.

Por exemplo, se K for infinito ¢ f € K][x], entdo

@ se grau( /) = 0 ou f ndo tiver raizes em K,
_J K se [ =0,
Z(f) - finito
X < K segrau(f)>1.

Exercicio 1.1. Seja K um corpo infinito ¢ f € K[x]. Mostre que
(a) Segrau(f) = n,entdo #(Z(f)) < n.
(b) Se Z(f) ¢ infinito, entdo f = 0.
Exercicio 1.2. Considere o corpo finito Z , = {6, e ,F}, com p primo. Seja X C
Zp, determine f € Z p[x] ndo nulo tal que Z(f) = X.
Exercicio 1.3. Sejam f, g € K[x]. Mostre que Z(fg) = Z(f) U Z(g).

De forma mais geral, podemos definir os zeros de um subconjunto S em K[x] =
K[x1,...,x,] da seguinte forma.

Considere S € K[x] ndo vazio. O conjunto dos zeros de S em Ay ¢ dado por
Z(S): = {a AL f(a)=0.V f € s}.

Em particular, ao considerarmos S = [ sendo / um ideal de K[x], obtemos o conjunto
dos zeros de I em Ay

Z(I): = {a cAL|f(a)=0,V f e 1}.

Proposicdo 1.1. Sejam S, T C K[x] ndo vazios e (S) o ideal gerado® por S em K[x] e
1, J ideais em K[X]. Verifica-se que

(i) Se S C T, entdo Z(T) C Z(S).

(i) Z(S) = Z((S)).

2Lembre que (S): = {Zf 1a; - fi € Ala; € Aef; € Scoml < i < k, k € N}.Ou
J sendo A = K[x]. Se S = {f1,..., fx}, entdo definimos
A

equivalentemente, (S): =
ScJ
id

N

al

)

(8= (f1,---, fx)-
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(i) Z(I) = Z(V1), sendo /T o radical’® do ideal I.
(iv) ZH)UZJ)=ZI NJ).
Demonstragado. Deixamos a cargo do leitor.

Tendo em consideracdo que S C (S), segue de (i) que Z({S)) € Z(S). A seguir
provaremos a outra inclusgo.
Considere a € Z(S). Assim, f(a) =0 paratodo f € S. Note que

k
ge(S) = 3g1,....,8c€Sep1,...,rr € K[x], taisqueg:Zpigi

i=1

k
= g(a) =) _pi(@gi(a). YaecAf

i=1
aeZ(S) .
= g(a)=0 (poisg; €S)

— aeZ((S)).
Logo, Z(S) € Z((S)).

Deixamos a cargo do leitor.

Considere a € Z(I) U Z(J). Assuma que a € Z(I), neste caso

f@=0.Vfel ' fay=0VfeInl = aczZInl).

(se a & Z(1) necessariamente a € Z(J), e segue 0 mesmo raciocinio).

Considerea € Z(I N J).
Queremos concluir que a € Z(I) U Z(J). Suponha que, a ¢ Z(I). Logo existe

f el talque f(a) # 0.
Observe que para cada g € J, temos que fg € I N J. Portanto,

@0
fe@) =0, VeeJ =2 ga)=0, VgeJ = ac Z(J) = a e Z()UZ(J).
——
fla)g(a)

Portanto, Z(I) U Z(J) = Z(I N J). O

k
Proposi¢io 1.2. Seja I = (f1,..., fx) CK[x]. Entdo Z(I) = ( Z(f).
i=1

3Lembre que ~/I: = {a € A| existe n inteiro niio negativo tal que a” € I} ¢ o radical do ideal I no
anel comutativo com unidade A.
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Demonstrag¢do. Deixamos a cargo do leitor. O

NoTagAo: Usaremos a notagdo Z( f1,..., fr) emlugarde Z({f1,..., fu)).
Por exemplo, considere o ideal I = (x -y, y— xz) no anel R[x, y]. Assim,

Z(I)=Z(x—y)NZ(y —x?) ={(a,b) e R*|la = b} N{(a,b) € R?|b = a?}
L P

1
- -l - e cecdacaad afe - -
1
1
1

B e

Exercicio 1.4. Sejam { f1,..., fx} e {g1,...,gr} dois conjunto de geradores do ideal /
no anel K[x]. Mostre que Z( f1...., fx) = Z(g1.-... &)

Conjunto algébrico afim

Um subconjunto ¥ de A € denominado conjunto algébrico afim (ou simplesmente, con-
junto algébrico em A ) se existe um ideal / do anel K[x] tal que Z(/) =Y.

Observacio 1.1. Sendo K[x] um anel noetheriano’, todo ideal admite um conjunto finito
de geradores. Assim,

A f1,..., fr € K[x] tais

Y ¢ um conjunto algébrico em Ax <= que ¥ = Z(fir..os fo). (1.1)

Exemplo 1.1. A} e @ sdo conjuntos algébricos de Ay, pois Z(0) = Ay (considere
I ={0})e Z(1) = @ (considere I = (1)).

Exemplo 1.2. Y = {a € R|a > 0} ndo ¢ um conjunto algébrico em Ag. Pelo absurdo,
suponha que Y é um conjunto algébrico em Aﬁ{. Assim, Y = Z(I) sendo I um ideal de

“De fato, Z(f1,..., fx) = 2(g1,...,8&r) = Z(I) o que demonstra que o calculo dos zeros do ideal I
independe do conjunto de geradores escolhidos para o ideal 1.
5Veja Teorema I11.5.2 na p. 105 em Garcia e Lequain (2013)
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R[x]. Lembre que todo ideal em R[x] é principal, logo Y = Z(f)se I = (f). Neste
caso, f(a) = 0 para todo a > 0. Assim Z(f) ¢ infinito e segue do Exercicio 1.1 que
f =0, queimplicaem Y = Z(0) = Ag, 0 que é um absurdo.

Exemplo 1.3. Conjuntos algébricos ¥ C A sendo K corpo finito.

Se Y € um conjunto algébrico em A7, segue de (1.1) que existem f1, ..., fr € K[X]
tais que

Y =Z(fi..... i) = Z(fNZ(f2) N--- N Z(fio)-

Sendo K um corpo finito, concluimos que Z( f;) ¢ finito para cada i. Logo, Y ¢ finito.
Reciprocamente, considere ¥ um subconjunto finito ndo vazio de Ay (sabemos que o

conjunto vazio ¢ um conjunto algébrico). Logo,Y = {ay,...,an}coma; = (a;1,...,din)
parai = 1,...,m. Note que
{a;} = Z(x1 — i1, X2 — i, ... Xn — Aip).

Logo, {a;} ¢ um conjunto algébrico ¢ ¥ uma unido finita de conjuntos algébricos em Af.
Portanto ¥ ¢ um conjunto algébrico.

O exemplo acima, motiva a seguinte pergunta

A unido finita de conjuntos algébricos (afins) ¢ um conjunto algébrico afim?¢

“Pense! A resposta faz parte de uma das condi¢des que definem a topologia de Zariski em Aj (cf.
Proposigao 1.3).

Exemplo 1.4. Conjuntos algébricos ¥ C Aﬁg sendo K infinito.

Observe que todo conjunto algébrico em A]% ¢ da forma Z(f), para algum f € K[x]
(visto que K[x] ¢ um D.I.P.%). Logo, Y é um conjunto algébrico se, e somente se, ¥ for
finitoou Y = Aﬁg.

Hipersuperficies: curvas, superficies, ...

Seja K um corpo infinito. Se f* € K[xy,...,x,] (n > 2) for ndo constante, tal que Z( f)
¢ infinito, entdo Z( f') serd denominada hipersuperficie (afim) em Af.

Neste contexto, Z( f) é denominada curva (plana afim), superficie (afim) sen = 2,3,
respectivamente.

Exercicio 1.5. Mostre que Y = {(a,b) € R?|b > 0)} nio é um conjunto algébrico de
AZ
R

®Um anel comutativo com unidade, que ¢ um dominio de integridade, com a propriedade de que todo ideal
¢ principal (ou seja, gerado por exatamente um elemento) ¢ denominado Dominio de ideais principais (D.1.P.)
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Exercicio 1.6. Se /' € C[xy,...,x,] (n > 2) for ndo constante, entdo Z(f) C Af €
infinito.

Para caracterizar os conjuntos algébricos no plano vamos usar o seguinte resultado (cf.
p. 26 em Vainsencher (2017))

Lema 1.1. Sejam f, g € K[x, y], sendo K corpo, dois polinémios sem fatores irredutiveis
em comum. Entdo Z(f) N Z(g) é um conjunto finito.

Exemplo 1.5. Conjuntos algébricos Y no plano afim A]%. Seja Y um conjunto algébrico
em A% . Segue de (1.1) que existem f1,..., fx € K[x, y] tais que

Y =Z(fi..... i) = Z(fNZ(f2) N--- N Z(fio)-

Vamos abordar o caso em que K ¢ um corpo infinito (para o caso finito veja Exemplo 1.3).
Note que:

» Seexistiri € {1,...,k} tal que Z( f;) for finito, entdo ¥ é um conjunto finito.

» Assuma que Z( f;) € infinito paratodo i € {1,...,k} (Z(f;) é uma curva).

Segue do Lema 1.1 que Y sera finito, se existirem i, j € {1,...,k} (i # j) tais que
Ji e fj ndo possuem fatores irredutiveis em comum. Caso contrario, podemos escrever
f1 = hg1 e f> = hgy de modo que g; e g2 ndo possuem fatores irredutiveis em comum.
Observe que:

Z(fNZ(f2) = Z(h)U(Z(g1) N Z(g2)) = Z(h)U---UZ(hg) U(Z(g1) N Z(g2)).
S———— S——
finito finito
seh = hy --- hg éafatoragdo de h em irredutiveis.
Em resumo, ao fazermos indugdo em k, sendo ¥ = Z(f1,..., fr) = Z(f1) N
Z(f2) N---N Z(fr), concluimos que:
Se Y ¢ um conjunto algébrico em A]%g (sendo K infinito) entdo

@,
vy =1 A2,
Y1 U---UY,,, sendo Y; uma curva ou um conjunto unitario.

Exercicio 1.7. Dé exemplos de polindmios em R[x, y] cujo conjunto de zeros em A%
seja finito (com 0, 1, 2, . .. elementos).

Exercicio 1.8. Se f € C[x, y] for ndo constante, conclua que Z( f) C Aé ¢ infinito. Ou
seja, Z(f) € uma curva plana.

1.1.1 Variedades afins e quase afins

Continuando nosso percurso, a seguir vamos especificar quais dentre os conjuntos algébri-
cos serdo denominados de variedades afins e quase afins. O que nos leva ao conceito de
Topologia de Zariski.
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Topologia de Zariski em Ay
Vamos comecar lembrando a defini¢ao de espaco topologico.

Sejam X um conjunto e F uma familia de subconjuntos de X . Dizemos que F define
uma fopologia em X se as seguintes condigdes forem satisfeitas:

(i) X e @ pertencem a F.

(ii) Para quaisquer subfamilia {4;};c 7 de F tem-se que | J A; € F.
ieg

(iii) Se A1 e A, € Fentdo A; N A, € F.

Os elementos A € F sido chamados de abertos e os elementos B¢ com B € F sido
chamados de fechados.

Observagdo 1.2. Com as notagdes acima. A familia F define uma topologia em X se, e
somente se, a familia G = {B C X|B° = X — B € F} (formada pelos complementares
dos elementos da familia J) satisfaz as seguintes condicdes:

(a) X e @ pertencem a G.

(b) Para quaisquer subfamilia {B; };c7 de G tem-se que () B; € G.
ieg

(¢c) Se By e B, € Gentdo B; U B, € G.

Exemplo 1.6. Seja K um corpo finito. Vejamos que Aﬁg € um espago topoldgico.

Vamos partir da condi¢@o de que todo ideal de K[x] é principal. Além disso, também
vale a seguinte igualdade para I = (p) = pK[x].

Z() = {a eK|f(@ =0. ¥ [ e} =laeKlp@ = 0}. (1.2)
Ou seja, Z(1) ¢ formado pelas raizes do polindmio p. Assim, segue de (1.2) que

K se I = (0) = {0}

1.3
Finito sel = (p) com p # 0. (13)

Z() = %
A partir de (1.3) temos que:
(a) Ke @ pertencema§G = {Z(I) | 1 éideal do anel K[x] }

(b) Se {B;}ics ¢ uma subfamilia de G, entfo temos duas possibilidades:
e Existe ig € J tal que B;, ¢ finito. Neste caso,

(\Bi € Bi, = ()B: éfinito = ()B; €G.
ieg ieJ ieJ
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e Paratodoi € J tem-se que B; ¢ infinito. Assim, B; = K paratodoi € 7. Logo

ﬂB,-:]Keg.

ieg

(c) Se By e By € G entdo temos duas possibilidades a serem analisadas.
e B; = K ou B, = K. Neste caso, B; U B, =K € G.

e B # K e By # K. Logo, By e B, sdo ambos conjuntos finitos, o que nos leva a
concluir que B; U B, também ¢ finito. Assim, B; U B, € G.

Proposi¢io 1.3. SejaCy1y: = {Y |Y é um conjunto algébrico em A%}. O conjunto Cyig

induz uma topologia em Ay, ao considerarmos os complementares dos conjuntos algébri-
cos em Ay como os abertos. Esta topologia é denominada Topologia de Zariski em Ag.

Demonstragdo. Lembre que todo conjunto algébrico em Ay ¢ da forma Z(/) para algum
ideal 7 do anel K[x]. Seja X': = {I|I ¢ ideal do anel K[x]}. Assim, nosso objetivo ¢é

mostrar que a familia F = {Z (1) } les define uma topologia em Ay.
€

Nossa proposta sera mostrar que a familia G = { Z(1 )}I 5 satisfaz as condi¢des (a),
€

(b) e (¢) da Observacgdo 1.2. Se K for um corpo finito o Exemplo 1.3 nos garante que todos
os conjuntos algébricos sdo finitos. Neste caso, a verificagdo dos itens acima ¢é direta.
Vamos assumir que o corpo K ¢ infinito.

(a) K" e @ pertencem a G. Pois,

9 sel = (1) =Klxi,...,x4]
2= K" sel = (0) = {0}.

(b) Considere uma subfamilia {Z(/y)}qe7 de G.

Afirmac¢io: () Z(Iy) = Z({S)) sendo S = | Iy.
aeg aeg

Considere a € () Z(I) e observe que:
aedJ

acZ(y), VaeJ = f(a)=0,V fely,VaeJ
= fa)=0,V feS=U I,
aeJ

© Sy =0,V feis)

Proposio 1.1

— a e Z((S)).
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Considere a € Z({S)) e observe que:

Sc(S)
fl@y=0,V fe(S) = fa=0,VfeS

IoCS
= f@)=0,V fely,VYaeJ
= ac2(,), YaeJ
— ac ) Z().
aeg

(c) Segue do item (iv) da Proposicao 1.1.

Conjunto Irredutivel

Como veremos em breve um conjunto algébrico sera considerado uma variedade se for
irredutivel. A nogao de irredutibilidade pode ser definida em qualquer espago topologico.
Em particular, no caso dos espagos topologicos noetherianos, que tem a propriedade de
representar todo conjunto fechado como unido finita de irredutiveis maximais (cf. Propo-
si¢do 1.7).

Sejam X um espago topoldgico e Y um subconjunto de X. A topologia induzida por
X em Y ¢ definida da seguinte forma:

UCY éaberto<— I U; C X,abertotalqueU =U; NY.

De fato, se X' define a topologia de X entdo
Z‘y:{VﬂYWeE}

define a topologia induzida por X em Y.

Exercicio 1.9. Sejam X um espago topologico e ¥ um subconjunto de X. Considere a
topologia induzida por X em Y. Mostre que F C Y ¢ fechado<— 3 F; C X fechado
talque F = F1 NY.

Sejam X um espago topoldgico e ¥ um subconjunto de X. Considere a topologia
induzida por X em Y.
V Fy, F, fechadosem Y taisque Y = F; U F,
tem-seque F; =Y ouFp, =Y.

Ou seja, Y ndo pode ser escrito como uma unido de dois subconjuntos fechados pro-
prios de Y. Do contrario, Y ¢ denominado redutivel.

Y ¢é dito irredutivel <—

Exemplo 1.7. Se X ¢ um espago topoldgico, entdo @ ¢ um conjunto irredutivel.

De agora em diante consideraremos a Topologia de Zariski em AT, salvo mengdo
explicita em contrario.
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Exemplo 1.8. Se K ¢ um corpo finito, entdo
Y C Ak ¢ irredutivel e ndo vazio <= #(Y) = 1,

visto que os fechados proprios sdo o vazio e os subconjuntos finitos com pelo menos um
elemento ({a} = Z(x — a) é um fechado de Aﬁg). Agora, tendo em consideracdo que K
¢ um anel comutativo com unidade, tal que 0 # 1 (sendo 1 a unidade de K), segue-se que
Aﬁg ¢ redutivel.

Exemplo 1.9. Se K ¢ um corpo infinito, entdo
Y C Ag éirredutivel e ndo vazio <= #(Y) =1ouY = Af

Se#(Y) < oo, entdo basta usar o raciocinio do Exemplo 1.8. Caso contrario, basta lembrar
que os fechados proprios em A]%g s30 os subconjuntos finitos de A]}g. Assim, ndo € possivel
exprimir Aﬁg como uma unido de dois subconjuntos fechados préprios (de Aﬁ().

Exemplo 1.10. Seja R o corpo dos numeros reais.
(a) R = Aﬁ{{ ¢ irredutivel ao considerar a topologia de Zariski em R (cf. Exemplo 1.9).

(b) Entretanto, ao considerar a topologia Euclidiana’ usual em R, tem-se que F; =
(—00,0] e F> = [0, +00) sdo fechados proprios de R tais que R = F; U F3, logo
R ¢ redutivel.

Assim, a propriedade de um dado conjunto ser irredutivel ou redutivel, ndo depende
do conjunto e sim da topologia em questao.

Exemplo 1.11. O conjunto algébrico Y = Z(xy) C A]%g ¢ redutivel.

Z(x)

Y =Z(x)UZ(y)

Z(y)

Exercicio 1.10. Sejam X um espago topologico e ¥ um subconjunto de X. Mostre que:
Y ¢ irredutivel <= Y ¢ irredutivel (sendo Y o fecho® de Y em X).

"Na topologia Euclidiana os abertos sdo os intervalos abertos da reta.

8Se (X, X) 6 um espago topolégico e ¥ um subconjunto de X, entio ¥ = N F.
YCFeX
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O préximo resultado nos serd muito 1util no estudo das variedades quase afins que
introduziremos em breve.

Proposicao 1.4. Seja X # @ um espaco topologico. Sdo equivalentes.
(1) X éum espaco topologico irredutivel.
(i) Todo par de conjuntos abertos ndo vazios em X tem interseg¢do ndo vazia.
(iii) Todo aberto ndo vazio em X é denso® em X.

Demonstragdo. Deixamos como exercicio a cargo do leitor. O

Exercicio 1.11. Considere a topologia induzida em H = {(a,b) € R2|b > 0} pela
topologia de Zariski em Aﬁ. Determine se H ¢é fechado em AHZK‘? H ¢ irredutivel?

Variedade Afim e Quase Afim

Ao considerarmos subconjuntos de Ay usaremos a topologia induzida pela topologia de
Zariski, salvo mengao em contrario.

Seja Y C Ak um conjunto algébrico afim. Dizemos que Y ¢ variedade afim se Y for
irredutivel. Um subconjunto aberto de uma variedade afim sera denominado de variedade
quase afim.

Exemplo 1.12. Se K for um corpo finito, entdo @ e {a} com a € K" sdo as variedades
afins e quase afins em Ag.

Exemplo 1.13. Se K for um corpo infinito, segue do Exemplo 1.9 que Aﬁg ¢ uma variedade
afim. Mais geralmente, no Exemplo 1.18 mostraremos que A ¢ irredutivel, logo uma
variedade afim para todo n.

Observagio 1.3. Seja K corpo infinito. Sejam X # @ uma variedade afim em Ay e U
um aberto ndo vazio de A.

(a) U N X éum subconjunto aberto e irredutivel de X .
(b) U N X éuma variedade quase afim e toda variedade quase afim ¢ dessa forma.'’

(c) Toda variedade afim ¢ uma variedade quase afim."!

(d) Todo aberto de Ay ¢ uma variedade quase afim.

Dizemos que Y C X édensoem X se Y = X.

19Lembre que: Se X é um conjunto algébrico em A%, entdo U; € X é aberto em X se, e somente se, 3 U
aberto de A tal que Uy = U N X.

lge X C Al ¢ uma variedade afim, entdo X ¢ abertoem X (ou X = U N X com U = Af).
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(e) Se Y ¢é uma variedade quase afim, entdo existe V' aberto num certo A tal que
Y=VvVnY.

Sendo Y uma variedade quase afim, existem V' aberto e X variedade afim em um
determinado espago afim A7, taisque ¥ = V N X. Observe que ¥ C X, logo

Y C X. Portanto,
ny _
Y=VNX=Y=VnNY.

Exemplo 1.14. Considere A! = Aé:. Y éuma variedade quase afim em A! se, e somente

se, Y & unitario ou Y é um aberto de A!. Lembremos que as variedades afins em A! sdo:
@, conjuntos unitarios e A!. Seja Y uma variedade quase afimem A'. Assim, Y = UNX
sendo U aberto de A! e X variedade afim em A!. Assim,

) se X =0,
Y= UnNn{a} seX={a} (==Y =0ouY ={a}),
U se X = Al

A seguir vamos introduzir o conceito de ideal associado. Esse conceito nos permitira
estabelecer uma conexao entre os conjuntos algébricos em A (respectivamente, as vari-
edades afins) com os ideias radicais em K[x1, ..., x,] (respectivamente, os ideais primos
do anel K[x1,...,x,]). De fato, poderemos estabelecer uma bijecdo, se o corpo K for
algebricamente fechado (cf. Proposigéo 1.9).

Ideal Associado

Considere Y C Ag. O ideal associado a'Y em K[x] é dado por

ﬂﬂ;:{fek@umyALVaeY}

Exemplo 1.15. Se K ¢ um corpo infinito entdo Z(Ag) = {0}. De fato,

ﬂA@:{feKmum)=QVaeK@
Note que, se f € T(Ag) entdo Z(f) = Ag.
Afirmagio: Se Z(f) = Ag entdo f = 0.
A demonstracdo sera feita por indugdo em n. Considere
P(n) :Se Z(f) = Ag, entdo f = 0.
* P(1) ¢ valida (cf. Exercicio 1.1).

» Assuma que P (k) é verdadeira. Ou seja, se g € K[xq,...,xx] e Z(g) = A% entdo
g=0.
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» Considere f € K[x1,...,Xg, Xr+1] tal que f(a) = O paratodoa € A]]f{l.

Escreve f como um polindmio na variavel xi 1 com coeficientes no anel K[x1, . .., xg],
ou scja,
— d—1 d
f=ao+arxgs1+ -+ ag1xp ;) +aaxg

no qual ag,...,aq € K[x1,...,xr]. Considere b = (ay,...,ax) € A’]fg e fp =

d .
fb, xk41) = .Zoa,-(b))cjﬂ_1 € K[xg+1]. Como f(a) = 0 para todo a € Aﬁ‘g’l,
i=
entdo ao considerarmos a = (ay, ..., ax,c) temos que f;(c¢) = O paratodo ¢ € K,
sendo f, um polinémio tal que Z( f) = K (com K infinito) segue que f = 0. Ou
equivalentemente,
ai(h) =0, Vief{0,...,d}.

Agora, ao fazer variar b € AKX concluimos que

k P(k)
ai(b) =0, Vbe A = a; =0 e K[xy,...,xg].
paracadai € {0,...,d}. Portanto, f = 0.

Exemplo 1.16. Se K = Z, = {0,...,p — 1} com p primo, entdo (escrevemos x em
lugar de 1x para simplificar)

Z(Ag) = (x(x = 1)+ (x — p— 1)).

Considere f € I(A ). Neste caso, f(@) = 0 paracadaa € {0,..., p—1}. Logo

w 2= Lt
x—da|f = ]‘[(x—a)|f=>_fe<]_[(x—a)>.

a=0 a=0
(%) Sejama, b € {0,..., p — 1}. Entdo x —a e x — b sdo primos entre si, se a # b'2.
Exercicio 1.12. SejaK = Z, = {0,..., p — 1} com p primo. Determine I(A ).

Exercicio 1.13. Verifique se o raciocinio empregado no Exercicio 1.12, para determinar
I(A ysendo K = Z, = {0,..., p — I} com p primo, pode ser usado para determinar
Z(AR) param > 3.

Exemplo 1.17. Sea = (ay,...,a,) € Ag entdio Z({a}) = (x1 —ay,..., Xy —an).
Observe que x; —a; € Z({a}) paratodoi € {1,...,n}. Logo,

(x1 —at,...,xn—ay) CZ{a}).

Para mostrarmos a outra inclusdo, considere f € Z({a}). E vamos aplicar o algoritmo da
divisdo, do seguinte modo:

12Para relembrar Divisdo Euclidiana de polindmios veja Proposicdo 1.3.9, p. 26 em Garcia e Lequain (2013).



20 1. Fundamentos de Geometria Algébrica Classica

* Divida f por x, — a,. Logo existem O, € K[x] e R, € K[xy,...,x,—1] tais que
S =0n (xn—an) + Ry

* Divida R, por x,—1 —a,—1. Logo existem Q,—1 € K[x] e R,—1 € K[x1,..., Xp—2]
tais que
R, = Qn—l . (xn—l - an—l) + Rp1.

Logo, f = Qn - (xn —an) + Qn—1- (Xp—1 —an-1) + Rp—1.

* Ao continuarmos esse procedimento, concluimos que existem Q1, ..., O, € K[x]
e Ry € K tais que

f = Qn . (xn _an) + Qn—l . (xn—l _an—l) + -+ Qn . (X] _al) + Ry (14)

Segue de (1.4) que f(a) = Ry,. Como f(a) = 0, concluimos que R; = 0. Por-
tanto, f € ({x; —ai}7_,).

Proposicio 1.5. Sejam Y e X subconjuntos de A% e T C K[x]. Verifica-se que
(i) Z(Y) é um ideal radical. "
(ii) Se X C Y entdo Z(Y) C Z(X).
(iii)) Z(Y UX) =Z(Y) N Z(X).
(iv) T € Z(Z(T)).
(v) Z(Z(Y)) =Y.
Demonstragdo. Deixamos a cargo do leitor.
Segue da defini¢do de ideal associado.
Como Y, X C Y U X. Segue de (ii) que Z(Y U X) € Z(Y) N Z(X).
Para mostrar a outra inclusdo considere f € K[x] e note que
feZ(¥Y)NI(X) = f(a)=0,VaeY e f(a) =0, Vae X
= f(a)=0, VaeYUX
= f eZ(Y UX).

Deixamos a cargo do leitor.
Note que ¥ € Z(Z(Y)) e Z(Z(Y)) ¢ um fechado de AZ. Entio Y C Z(Z(Y))

(visto que Y ¢é a intersegdo de todos os fechados que contém Y).

13Um ideal I no anel comutativo com unidade A ¢ dito radical se I = «/7 .
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A seguir mostraremos que Z(Z(Y)) € Y. Seja F = Z(I) C Ag um fechado
(qualquer) contendo Y. Logo,

(i) (iv)
YCF=Z()=—=I(ZU)CIY)= I CI(Y)=— Z(Z(Y))c Z(I)=F.
__ De onde concluimos que Z(Z(Y')) esta contido em todo fechado que contém Y (sendo
Y um desses fechados), tem-se que Z(Z(Y)) C Y. O
Exercicio 1.14. Sejam A um anel comutativo com unidade, 7, J ¢ P ideais de A tais que

INJ C PePéprimo* Mostreque ] € PouJ C P.
Proposicdo 1.6. Seja Y um subconjunto de Ay ndo vazio. Entdo

Y éirredutivel <= Z(Y) é um ideal primo.

Demonstragdo. Suponha por absurdo que Z(Y') ndo € um ideal primo do anel K[x].
Logo existem f, g € K[x] tais que

feeZ(Y), f ¢1(Y) e g g L1(Y). (1.5)
Segue da primeira afirmagdo em (1.5) que { fg} € Z(Y). Assim,

Z@Z(Y)=Y
ZIZY)CZ(fe)=2(fHVUZ(g = Y CZ(f)HU2Z(.

Sendo Z(f)NY e Z(g) NY fechados em Y tais que

Y=Z2()NYUZ@nY “S%y = 2(/)NY ou ¥ = Z(g)NY
=Y CZ(f)ouY CZ(g)
= f(a)=0,VaeY oug(a)=0, VaeYt
= feZ(Y)ougeZ(Y) (Absurdo!)

Sejam F=FNYeG=G;NY fechadosem Y taisque Y = F U G. Assim,

Y=(F1UG1)HY :>Y§F1UG1
= Z(F1 UGy CI(Y)
Proposio 1.5
=  I(F1)NI(Gy) € I(Y)
Exer. 1.
IR S T(Y) 0w T(Gy) S T(Y)

— Z(L(Y)) € Z(I(F1)) ou Z(L(Y))  Z(Z(G1))
= YCF ouY CG

— YCF ouY CGy

m:Y> YCFouYCG

—Y=FouY =0G.

Portanto, Y € um conjunto irredutivel. O

14Dizemos que um ideal préprio P de A é um ideal primo se para todos a, b € A taisque a - b € P, entdo
ac€ PoubeP.
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Exercicio 1.15. Considere Y = {(a,a? a?)|a € C} C A. Determine Z(Y) e verifique
se Y ¢ irredutivel.

Exemplo 1.18. Se K for um corpo infinito, segue do Exemplo 1.15 que Z(A ) = {0} um
ideal primo. Concluimos que A% ¢ irredutivel.

A seguir vamos estabelecer que todo conjunto algébrico afim pode ser exprimido como
uma unido finita de seus subconjuntos irredutiveis maximais (cf. Corolario 1.1). Entre-
tanto, como ja foi assinalado, vamos estabelecer esse resultado para a familia dos espagos
topoldgicos noetherianos, da qual os conjuntos algébricos fazem parte (cf. Exemplo 1.21).

Espaco topoldgico noetheriano

Seja X um espago topoldgico. X € denominado noetheriano se, para toda cadeia descen-
dente
Yi2Y, 2

formada por subconjuntos fechados ¥; C X, existe r > 1 natural tal que ¥, = Y, ; para
todo j natural.

Exemplo 1.19. Ay € um espago topologico noetheriano.
Considere a cadeia descendente de fechados Y; 2D Y, D --- |, entdo
I(Y1) € I(Y2) S -+

¢ uma cadeia ascendente de ideais em K[x]. Sendo K[x] um anel noetheriano, concluimos
que existe » > 1 natural tal que

Z — Y; fech.
IV) =TI == V=Yg = = Yy =Y =

Exemplo 1.20. Todo subconjunto fechado num espaco topologico noetheriano é também
noetheriano (com a topologia induzida).

De fato, considere X um espago topologico noetheriano e ¥ € X um fechado. Se
Y; C Y sdo fechados tais que

Y12V 2 2Y 2.

Entdo Y; ¢é fechado em X, para todoi > 1. Como X ¢ noetheriano, existe r > 1 tal que
Y, = Y,4; paratodo j > 1. Segue que a cadeia acima ¢é estacionéria. Portanto, ¥ ¢
noetheriano.

Exemplo 1.21. Todo conjunto algébrico em A € um espago topoldgico noetheriano (com
a topologia induzida).

Exemplo 1.22. conjunto R com a topologia Euclidiana usual ndo ¢ um espago topologico
noetheriano. Considere Y; = [i, +00) com i > 1 natural. Assim, Y1 2 Y, D ---
¢ uma cadeia descendente de fechados em R. Observe que ndo existe r natural tal que
[r,+00) = [r + 1, 400).
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Exercicio 1.16. Seja X um espago topologico. Mostre que:

Toda familia ndo vazia formada por subconjuntos

X € noctheriano fechados de X, possui elemento minimal.

Exercicio 1.17. Se Y ¢ um espago topologico irredutivel e Fy, ..., Fy, forem fechados
emY taisque Y = FyU---U F,,entdo F; =Y paraalgumi = 1,...,m.

Proposicao 1.7. Se X ¢ um espago topologico noetheriano, entdo todo subconjunto fe-
chado ndo vazio Y de X pode ser escrito como uma unido finita

Y=YiUY,U---UYy

onde cada Y; é um subconjunto fechado irredutivel de Y. Se colocarmos a condig¢do
Y; € Y para todoi # j, entdo Yi,..., Yi sdo unicamente determinados (a menos de
reordenagdo). Neste caso, Y1, ..., Yy sdo denominadas componentes irredutiveis de Y.

Demonstracdo. Considere

Y ndo pode ser escrito como
uma unido finita de subconjuntos
fechados irredutiveis de Y

fech.

2=5Y < X

Suponha, por absurdo, que £2 # @. Segue do Exercicio 1.16 que £2 possui um ele-
mento minimal, digamos Yj.

Note que Yo ndo é irredutivel!® Assim existem, Y} e Y fechados proprios de Yy tais
que Yo = Y U YZ. Agora, sendo Y, elemento minimal de §2 e Y fechado préprio de
Yo, concluimos que YO1 e YO2 ndo pertencem a §2. Logo, cada um desses conjuntos pode
ser escrito como uma unido finita de fechados irredutiveis. Portanto, Y, pode ser escrito
como uma unido finita de fechados irredutiveis, o que é um absurdo.

A seguir, assuma que Y; e YJ’- sdo fechados irredutiveis em Y tais que
Y = Y1UY,U---UY, = Y[UY,U---UY] comY; ZY; e Y/ €Y, Vi#j (16)

Nosso objetivo ¢ mostrar que r = s e Y]’. = Y, ;) para alguma permutagdo o € S,.
Faremos por indugdo em r, sendo

P(r): SeY ¢éum fechado em X satisfazendo (1.6) entdo s = r e existe
0 € Sy talque Y = Yo(j).

« P(1) : Neste caso (r = 1), Y éirredutivele Y = Y]/ U Y, U---UY/. A partir da
irredutibilidade'® de Y, concluimos que Y }/ = Y para algum j. Se s > 2, tem-se

que Yé’ cY = Y]f para todo £ # j, o que é absurdo. Logo s = 1 e escolhemos
o =id.

15Do contrario Yo = Yo U @ seria escrito como unido de fechados irredutiveis emYg.
16¢f. Exercicio 1.17.
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» Assuma P (k) verdadeira.

* Vamos mostrar que P(k + 1) é verdadeira.

Neste caso,

Y = YiUYU---UYgyy = YUY U---UY] com Y; &Y; e Y/ € Y] Vi#

Observe que Yi 4+ ¢ um fechado irredutivel contido na unido szl Y]f . Assim,

Yk +1 .
Y1 = Y1 NYD U U Y1 NYY) = Yii1 = Y41 N Y] paraalgum j

irred.

/
= Y1 CY;

Podemos usar o mesmo raciocinio, ao considerar Y ]’ C Y U---UYg41, e concluir-
mos que existe i € {1,....k + 1} tal que Y| € Y;. Logo, Y11 S ¥ C ¥i, que
implicaemi =k + le Ylf = Y} . Portanto,

k
Y=Y ==Y = ¥/ -7) (1.7)
i=1 L#j

Ao tomarmos o fecho em (1.7), obtemos'’

k
V=Y =J O~V = J 07 -7Y).
i=1 L4

Observe que ¥; — Y41 ¢ Yé’ — Y]f sdo abertos ndo vazios dos conjuntos irredutiveis
Y; e Y/, respectivamente. Logo esses abertos sdo densos, e portanto o fechado
Z =Y — Y4 €iguala

k
z=Jrn=Jv.
i=1 (#j
Como Z ¢é um fechado satisfazendo P (k), segue da hipotese de indugdo que k =

s — 1, logo

Z=YU---UY =Y/ U---uY]

17Seja X um espago topologico. Considere A ¢ B subconjuntos de X. Entdio AU B = AU B.
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e existe 0 € S tal que Yl; = Y;(). Portanto, s =k + 1e

Y = YU -UY UYgyy = Y] U---UY] UY] ike1:=j #£i, Yt e{l,... ,k}.

lk+1

Neste caso, considere t € Si4 dadaporz(n) =o(n)se,n Zk+letk+1) =
k+ 1.

O

Corolario 1.1. Todo conjunto algébrico Y em Ay pode ser escrito de maneira uinica (a
menos de ordem) como uma unido de variedades afins Y = Y, U---U Yy comY; € Y,
para todoi # j. As variedades afins Y; sdo as componentes irredutiveis de Y.

Exemplo 1.23. O conjunto algébrico Y = Z(xy) C AHZR (ilustrado no Exemplo 1.11)
tem exatamente duas componentes irredutiveis, a saber: Z(x) e Z(y).

Exemplo 1.24. Se Y ¢ o subconjunto finito de Ag dado por ¥ = {py,..., pr}. Entdo
{pi} sdo as componentes irredutiveisde ¥ = {p;} U--- U {pr}.

Exemplo 1.25. O conjunto algébrico Y = Z(zx,zy) C A% tem duas componentes
irredutiveis. O plano 7 = Z(z) eareta £ = Z(x, y)

\
\
|

1.1.2 Teorema dos Zeros de Hilbert

14

Sabemos que para qualquer subconjunto ¥ C Ay podemos definir o ideal Z(Y'), ideal
associado a Y (veja 1.2.1). Isso nos permite definir a seguinte fungao:

z
{ Conjuntos algébricos em A%} — { Ideais em ]KB]}
— Z(Y)
Exercicio 1.18. Considere a fungdo Z definida acima.
(a) Mostre que Z ¢ injetora e ndo ¢ sobrejetora.

(b) A restricdo da funcio Z as variedades afins tem por imagem Spec(K[x])'8?

18Se A for um anel comutativo com unidade entio Spec(A) denota o conjunto formado pelos ideais primos
do anel A.
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A seguir vamos explorar, se

z
{ Variedades em A} — { Ideais primos em K[x]} = Spec(K[x])
Y — Z(Y)
¢ uma bije¢do. Vamos comegar com a seguinte pergunta:

E possivel estabelecer quais sdo as variedades afins em Ay cujo ideal associado é
maximal'® ?

De fato, o item (ii) da Proposicao 1.5 nos permite concluir que os conjuntos unitarios

devem se corresponder com ideais maximais, conforme mostramos no préximo lema.

Lema 1.2. Considere a = (ay,...,an) € Ag emg = (x1 —ai,...,xp —ap) C K[x].
Entao m, = Z({a}) é um ideal maximal do anel K[x].

Demonstrag¢do. Defina ¢ : K[x] — K por f +— f(a). Observe que ¢ ¢ um homo-
morfismo de anéis sobrejetor tal que ker(¢) = Z({a}). Assim, segue do Teorema dos
isomorfismos que Z({a}) ¢ um ideal maximal do anel K[x]. Além disso, mostramos no
Exemplo 1.17 que Z({a}) = m,. O

Se m € um ideal maximal de K[x], existe a € A tal que m = m,?

Nao! Considere o ideal maximal m = (x2 + 1) em R[x]. Suponha que existe a € Aﬁg tal
que mt = my,. Logo,

Z(m) = Z(my) = 0 = {a}, o que ¢ absurdo.
Lema 1.3 (Lema de Zariski). Seja k um subcorpo do corpo K. Se K for uma k-algebra
finitamente gerada®’, entio K ¢ uma extensdo algébrica’’ de k. Em particular, se k for

algebricamente fechado concluimos que k = K.

Demonstragdo. Confira o artigo “A simple proof of Zariski’s Lemma” de Alborz Azarang
(2017). O

19Um ideal proprio ma de um anel comutativo com unidade A é dito maximal se: Para todo ideal J C A tal
quemt C J tem-seque J =mouJ = A.

20Seja k um subcorpo de K. K ¢é uma k-dlgebra finitamente gerada se existem a1,...,0;, em K tais que
¢ 1 k[x1,...,xm] — Kdado por p — p(ay,...,a) ¢ um homomorfismo de anéis sobrejetor. Ou seja,
todo elemento § € K admite uma representagdo “polinomial”, do tipo £ = Y a 1alll <oy comay €k.

21k < K ¢é uma extensdo algébrica se, ¥V a € K, A p # 0 em k[x] tal que p(a) = 0.
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Proposicio 1.8. K é algebricamente fechado® se, e somente se,
Max(K[x])2 = {I({a})|a c K"}.

Demonstragao. Considere f € K[x1] de grau maior ou igual a 1. Logo f ndo é
invertivel em K[x1] (nem em K[x]). Assim, existe m € Max(K[x]) contendo f. Segue
da hipotese, que m = Z({a}) para algum a € K”". Assim, f(a) = 0 sendo que f(a) =
f(a;) =0coma; € K (a = (ay,...,ay)). Ouseja, f possuiraiz em K.

Vamos comegar fazendo a prova no caso n = 1 (motivados pela simplicidade desse
caso).

* n = 1. Considere m € Max(K[x;]). Sendo K[x;] um D.I.P temos que m = (f)
com f irredutivel (visto que mt é maximal). Agora, sendo K um corpo algebrica-
mente fechado, conclui-se que f = a(x; — a;) para algum a,a; € K coma # 0.

Assim,
m = (f) = {a(x1 —a1)) = (x1 —a1) = Z({a1}).
) ) K[x] _
* n > 2. Neste caso, se mt C K[x] for maximal, considere K = — K; = {oe €
m

K|a € K} €X1,..., xp emK .

Note que:

(i) K; é um corpo algebricamente fechado.

(i) K = K4 [x1, ..., X5] é uma K; -algebra finitamente gerada.

Assim segue do Lema de Zariski (cf. Lema 1.3) que K; = K. Logo para cada
i €{l,...,n}existea; € K tal que X; = a;. De onde concluimos que x; —a; € m
para cada i. Assim, m, C m. Na verdade sdo iguais (por conta de serem ideais
maximais). Assim, segue do Lema 1 que m = Z({a}).

O

Exercicio 1.19. Mostre que Max(C|x, y]) = { (x —a,y—>b)|(a,b) € (Cz} sem usar o
Lema de Zariski (nem a Proposigao 1.8).

Teorema dos Zeros de Hilbert (caso afim)

Teorema 1.1. Sejam K um corpo algebricamente fechado e I um ideal em K[x]. Entdo
i) I =(lyouZ) #0.

22Um corpo K diz-se algebricamente fechado se qualquer polinémio f € K[x] de grau maior ou igual a 1,
possui uma raiz em K. Consequentemente, /' = a [[(x —a;)" coma,a; € K com a # 0. Assim, todas as
raizes de f estdo no corpo K.

23Usaremos a notagio Max(A) para indicar o conjunto formado por todos os ideias maximais do anel A.
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(i) Z(Z(1) = VT.

Demonstragdo. Suponha que I # (1). Entdo existe m ideal maximal de K[x] con-

tendo /. Como K ¢é um corpo algebricamente fechado, segue da Proposi¢ao 1.8 que
m = Z({a}) paraalgum a € Ag. Assim,

I CI(fa}) = Z@A{a})) € Z() = {a} S Z(I) = Z(I) # 0.
Sabemos que Z(Z(1)) é um ideal radical tal que I < Z(Z(I)) (veja a Proposi-
¢d0 1.5). Como radical preserva inclusdes®* temos que /I € Z(Z(I)).

A seguir vamos mostrar a outra inclusdo. Considere g € Z(Z(1)) e assuma que [ =
(f1,..., fx). Bastaprovar no caso em que g # 0. Neste caso, considere Fi,..., Fxt1 €
K[x1,...,Xn, Xn+1] dados por

FE=fi,i=1,....k e Fry1=1—gxy41.

Seja J = (F1,..., Fr+1) € K[x1,...,xn+1]. Segue do item (i) (deste teorema) que
J = (l)ouZ(J) # 0.
Suponha que Z(J) # 0, entdo existe a = (dy,...,dn,dn+1) € A]'I’{’l tal que
fitar,...,an) =0, Vie{l,... .k} (1.8)
1=g(ay,...,an)an+1 (1.9)

De (1.8) seque que (a1,...,a,) € Z(I). Agora, como g € Z(Z(I)) e (ay,...,an) €
Z(I), segue que g(ay,...,a,) = 0. A partir de (1.9) chegamos num absurdo. Portanto,
J = (1). Assim, podemos escolher Q1, ..., Qrt1 € K[x1,...,x,41] tais que

l=01Fi+-+ Ok+1Fr11- (1.10)

Ao considerarmos o homomorfismo de anéis

K[x1,..., _
KXy, ..., Xpg1] — % dado por p +— p.
Ao aplicarmos 7 em (1.10) obtemos
. — K[xy,...,x
=0, Fi+—+0;-Fr em % (1.11)
+1
Agora, lembre que
. K[xl,...,x,,+1] —>K[x1 x ]
(Frs1) e

24Se I e J sdo ideais no anel comutativo com unidade A tais que I < J entdo JT C JJ.
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X 1
dado por X; —> Tl i=1,...,n e X,+1 —> —, ou mais precisamente,
g
d d d 4 .(x)gd—]
P e Ajx)  Djmodi®g
Z Aj X4 — Z ]]‘ == d
Jj=0 =0 & g

¢ um isomorfismo de anéis. Ao aplicarmos ¢ em (1.11), obtemos

I R fi Re  Jk — R;
T=ngT++ngT sendogo(Q,-):gTi com R; e K[x]. (1.12)

De (1.12) segue que

1 T e T
1= Uit m+ ki sendom =my +---+my e T; = Rjg" ™.
g

De onde concluimos que g” = Ty f1 + - + Tk fx,isto é, g € (f1,..., fr) = 1. O

Proposicao 1.9. Seja K um corpo algebricamente fechado. Considere

Calg = {Y C Ak|Y éum conjunto algébrico },

ZRad — {I C K[x]|I éum ideal radical }

Entdo
(i) A fungdo I : Calg — TR dada por Y +— Z(Y) é uma bije¢do, cuja inversa
Z IR — Cpy é dada por I — Z(I).
(i) A fun¢do T induz uma bijecdo entre variedades afins e Spec(K[x]).
(iii) A funcdo I induz uma bijecdo entre Ay e Max(K[x]).

Demonstragdo. Vamos comegar mostrando que Z ¢ injetora. Considere, ¥, X € Cae
tais que Z(Y') = Z(X). Neste caso,
Proposio 1.5 — — Y, X
Z(Z(Y)) = Z(Z(X)) = Y=X = Y =X.

alg.

Agora, vamos mostrar que Z ¢ sobrejetora. Para isto, seja / um ideal radical do anel
K[x]. Observeque Y = Z(I) € Caj,. Alémdisso, tem-se que Z(Y) = Z(Z(1)) = VI (a
ultima igualdade segue do Teorema dos Zeros de Hilbert), sendo [ ideal radical, conclui-
-seque Z(Y) = 1.

Segue da Proposicéo 1.6.

Tendo em consideragdo a Proposicao 1.8, segue-se que a —> Z({a}) define uma
bijegdo de A e Max(K[x]). O
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Ja observamos que os conjuntos algébricos afins com a topologia de Zariski fazem
parte da familia dos espagos topoldgicos noetherianos. Outro aSpecto interessante, ¢ que
podemos utilizar o conceito de dimensdo de um espago topologico para definirmos a di-
mensdo de um conjunto algébrico afim. Entretanto, o fato de trabalharmos com ideais em
anéis de polindomios nos permite também explorar a dimensao de Krull nos anéis de coor-
denadas que iremos associar aos conjuntos algébricos afins. Na Proposi¢do 1.10 mostra-se
que ambas abordagens de dimensdo coincidem.

1.1.3 Dimensao de conjuntos algébricos afins

Vamos comecar explorando a nog¢ao de dimensdo em espagos topologicos. Logo a seguir,
vamos introduzir a no¢do de dimensao de Krull para anéis comutativos com unidade.

Dimensao de um espaco topolégico

Seja X um espago topoldgico. Definimos a dimensdo de X, que denotaremos por dim X,
da seguinte forma:

Existe uma cadeia ascendente Zo C Z1 C -+ C Z,

dim X = sup {m sendo Z; # @ fechado irredutivel de X para cada i.

Observagido 1.4. Sejam X um espago topologicoe Zyg C Z; C --- C Z,, uma cadeia
ascendente tais que Z; ¢ um subconjunto fechado, ndo vazio e irredutivel de X para todo
i €{0,...,m}.

(a) Diremos que a cadeia Zg C Z; C -+ C Z,, tem comprimento m. Assim, dim X ¢
o supremo dos comprimentos de tais cadeias.

(b) Sedim X = d, entdo toda cadeia de comprimento d sera denominada cadeia maxi-
mal. Caso contrario (i.e., dim X = 00), entdo para todo k natural existe um cadeia
de comprimento k.

(c) Se X # Pea € X, entdo Zy = m ¢ um subconjunto fechado, ndo vazio e
irredutivel de X. Logo dim X > 0.

(d) DefinimosdimX = —cose X = 0.
Exemplo 1.26. Se Y ¢ um subconjunto finito ndo vazio de Ay, entdo dim Y = 0. Basta
observar, que os conjuntos fechados irredutiveis ndo vazios de Y s@o os unitarios {a}, com

a € Y. Assim, as tinicas cadeias possiveis sdo da forma Zy = {a} coma € Y.

Exemplo 1.27. Se K ¢ um corpo finito, entdo dimY = 0 para todo conjunto algébrico
ndo vazio de Ay (cf. Exemplo 1.26).
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Exemplo 1.28. Se K é um corpo infinito, entio dim AL = 1. Como K é um corpo infinito,
os fechados irredutiveis de A]% sdo: A]}g e {a} coma € K (cf. Exemplo 1.9). Assim, as
cadeias que podemos formar sdo as seguintes:

» Zy = {a} cadeia de comprimento 0;
* Zy= Aﬁg cadeia de comprimento 0;
« Zo ={a} C Zy = Ak cadeia de comprimento 1.

Exemplo 1.29. dimR = 0 com a topologia euclidiana usual. Vamos mostrar que os
unicos subconjuntos irredutiveis ndo vazios em R sdo os unitarios.

Afirmacao: ¥ # X C R ¢ irredutivel <= X ¢ unitario.
Vamos analisar a cardinalidade de X .

* X finito: Assumaque X = {p1,..., pr}. Sek > 2,entdo X = {p1}U{pa,..., px}
¢ unido de fechados? proprios, logo redutivel.

» X infinito: Neste caso, existem a,b,c € X taisque a < b < c. Considere F; =
(—o0, b] e F, = [b, +00) fechados proprios em R.

Logo, X = (X N F1) U (X N Fy) sendo X N F; i = 1,2 fechados proprios de X
(vistoquea € F;1 — Foec € F, — Fy).

Exercicio 1.20. Considere a topologia euclidiana usualem Y C R, Y # @. Mostre que
dimY = 0.

Exemplo 1.30. No conjunto dos naturais N considere a topologia dada por T = {@, N} U
{5302 sendo [, ={1,...,n} el = N—1,. Observe que I, éirredutivel para cada n
natural. Além disso, para cada k natural, podemos considerar a cadeia ascendente formada
por fechados irredutiveis de N, de comprimento k:

Zo=hLCcZi=0LC--CZ=1Ir4.
Assim, dim N = oo.

Lema 1.4. Seja X um espago topoldgico e {U; }f-‘zl uma cobertura aberta finita de X tal
que U; # @ para todo i. Entdo dimY = max{dim Ui}f-czl.

Demonstragdo. A seguir vamos analisar os casos de dimensdo infinita e finita, respectiva-
mente.

Caso 1: max{dim Ui}fle = o0.

25Note que o0s conjuntos unitarios sdo fechados na topologia euclidiana usual e unido finita de conjuntos
fechados ¢ um fechado.
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Neste caso, existe i € {1,...,k} tal que dimU; = oo. Assim, para todo n natural
existe uma cadeia de comprimento # em U; formada por fechados irredutiveis ndo vazios
de U;. Seja

Zo=UnNnYyCcZ,=UNhC---CZ,=U;NY, (1.13)

uma cadeia de comprimento n em U;, sendo Y; fechado em X e Z; fechado irredutivel de
U; ndo vazio, paracadai € {0,...,n}.

Entretanto, segue da afirmacdo 2 (na demonstracdo do Corolario 1.3) que ao tomar
fecho na cadeia (1.13) as inclusdes continuam proprias (e fecho de irredutivel € irredutivel).
Assim, o o

ZoCZiC---CZ, CUj;
éuma cadeia de comprimento n de U;. Logo uma cadeia de comprimento n de X . Portanto,
dim X = oo.
Caso 2: max{dim U; }f?:l =d < oo.

Neste caso, dim U; < d para todo i (valendo a igualdade para pelo menos um indice).
Seja iy tal que dim U;, = d.

Considere Zyg C Z; C --- C Z,, uma cadeia de comprimento m de X. Assim, cada
Z; é um fechado irredutivel ndo vazio de X.

Lembre que X = Uf;l Ui, logo

k Zo#0
Zy = U(Ui NZy) — UiNZy#@ paraalgumi € {1,..., k}.
i=1
Além disso, verifica-se que Z; N U; C Zj 41 NU; paratodo j € {0,...,m —1}.
Suponha, por absurdo, que existe j € {0,...,m —1}talque Z; NU; = Z; 11 N Uj.
Observe que para cada indice £, Z, ¢ um fechado irredutivel ndo vazio e Z, N U; é um
aberto ndo vazio de Zj (tal aberto é denso), logo Z; N U; = Z;. Assim,

Z,NU;=ZjyNUy = Z;NU;=2Z;11NU, = Z; =Zj,

0 que é um absurdo. Portanto,
ZoNU;CczZiNnU; C---CZyu NU;

¢ uma cadeia de comprimento m de U;. Assim, m < dimU; < d.
Portanto, toda cadeia em Y tem comprimento no maximo d. Assim, dimY < d.
Lembre que dimU;, = d e U;, C Y, o que permite concluir que dimY > d. Assim,
dimY =d. O

Dimensao de Krull em anéis comutativos com unidade
Seja A um anel comutativo com unidade 1 tal que (1 # 0). A dimensdo de Krull de A,
denotada por dimA, ¢ definida da seguinte forma:

Krull

dimA = sup {ml existe uma cadeia po C p1 C -+ C Pm, i € Spec(A)}.

Krull
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Observacao 1.5. Seja A um anel comutativo com unidade e pg C p; C :-+ C P, UMa
cadeia ascendente de ideais primos do anel A.

(a) Diremos que a cadeia pg C p1 C -+ C Pm tem comprimento m. Assim, dimA4 € o
Krull

supremo dos comprimentos das cadeias ascendentes de ideais primos do anel A.

(b) Se dimA = d finita, entdo toda cadeia de comprimento d serda denominada cadeia
Krull

maximal. Caso contrario (i.e., dimA = o0), entdo para todo k natural existe um
Krull

cadeia de comprimento k.

(c) Se A # {0}, entdo existe po ideal maximal®® (logo primo) de A. Portanto, dimA4 >
Krull
0.

Definimos dimA4 = —oco se A = {0}.

Krull

Exemplo 1.31. Se A é um corpo, entdo Spec(4) = {{0}} Assim, dimA4 = 0.

Krull

Exemplo 1.32. dimZ = 1. Basta lembrar que:

Krull

Max(Z) = { {p) | p é primo } e Spec(Z) = {{0}} UMaX(Z).

Assim, as cadeias maximais sdo da forma: po = {0} C p1 = (p).

Exercicio 1.21. Mostre que dimA = 1 se A for um D.I.P.. Em particular, dimk[x] = 1
Krull

Krull
se, k € um corpo.

Exercicio 1.22. Determine dimZ,, se, m > 2.
Krull

Anel de coordenadas de um conjunto algébrico
Seja Y um conjunto algébrico em Af . Definimos o anel de coordenadas de Y pelo anel

K
quociente, A(Y) := 7 ([;J) sendo Z(Y) o ideal associado a Y.

Exemplo 1.33. No caso de corpos infinitos, o anel de coordenadas de Ay ¢ dado por

Kx]  Kx] _
Ty — (o) =Bk

A(Ag) =

Exercicio 1.23. Seja Y # ¢ um conjunto algébrico em Af. Mostre que ¥ é um variedade
se, e somente se, A(Y) ¢ um dominio de integridade (D.I.).

26pelo Lema de Zorn.
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Exercicio 1.24. Seja Y = {0,1} C Ak. E possivel definir operagdes em R? de modo
que A(Y) = R??

De agora em diante, salvo expressa meng@o em contrario, K denotara um corpo
algebricamente fechado e A" := A{.
Exercicio 1.25. Seja K um corpo. Mostre que K € um corpo infinito.

Proposi¢ao 1.10. Seja Y um conjunto algébrico ndo vazio em Ay. Entdo
dimY =dimA(Y).

Krull
Demonstragdo. Temos duas possibilidades para dim Y ': finita e infinita.
* Casol. dmY =d < oo.
Neste caso, existe uma cadeia maximal

ZoCZC---CZy (1.14)

formada por d + 1 subconjuntos fechados irredutiveis de Y .
Aplicando Z na cadeia (1.14), obtemos a cadeia de ideias primos de K[x] (sendo as
inclusdes proprias preservadas®’)

I(Zo) DI(Z1) D - DI(Z3) D IZ(Y) (1.15)

contendo Z(Y) (vistoque Z; C Y).

Agora a partir da correspondéncia entre V(Z(Y))?® e Spec(A(Y)
deia e ideais primos

)?%, obtemos a ca-

I(Zo) DI(Z1) D - DI(Zy)
de comprimento d em A(Y). Portanto, dimA(Y) > d.
Krull

Agora, considere pg C p; C -+ C Px cadeia ascendente de comprimento k
formada por ideais primos de A(Y). Usando novamente a correspondéncia entre
V(Z(Y)) e Spec(A(Y)), obtemos a cadeia de ideais primos contendo Z(Y)

Z
IX)CpoCp1 C--Cpxr =Y D Z(po) D Z(p1) D--- D Z(px)-

Assim, obtemos uma cadeia de fechados irredutiveis ndo vazios de Y de compri-
mento k. Sendo dimY = d, segue-se que k < d. Portanto, dimA(Y) < d.

Krull

27Se X1 e X sdo fechados irredutiveis em A%, verifica-se que: X1 C X2 <= Z(X1) Z(X32). De
fato, se X1 C X» entdo Z(X1) 2 Z(X2). Suponha que Z(X1) = Z(X>), logo X1 = Z(Z(Xy)) =
Z(Z(X2)) = X2. A outra implicagéo fica de exercicio.

28Se A é um anel comutativo com unidade e T € A, entdo V(T) = {p € Spec(4) | T < p}.

YDadaporp —> p = {f € A(Y)|f € p}, que preserva a ordem da inclusdo e também a propriedade da
inclusdo ser propria.



1.1. No universo afim 35

* Caso2.dmY = oo.

Neste caso, para todo k > 0 inteiro existe uma cadeia de comprimento k, digamos
ZoCZ1 C--CZg

formada por subconjuntos fechados ndo vazios e irredutiveis de Y. Entdo ao apli-
carmos Z, obtemos a cadeia de ideais primos em K[x] contendo Z(Y)

L(Zo) D I(Z1) O -+ D L(Zk)

que determina uma cadeia de ideais primos em A(Y) de comprimento k. Logo

dimA(Y) = oo
Krull
O
Coroldrio 1.2. dimAj = n.
Demonstragdo. Segue da Proposicdo 1.10 que
dimAf = dim A(Ag) = dlmK[xl,...,x ]
Krull

Por outro lado, dimK[x] = n.3 O

Krull

Corolario 1.3. Seja Y um subconjunto ndo vazio de Ag. Entdo dimY ¢é finita e menor
ou igual que n.

Demonstragdo. Vamos comegar provando as seguintes afirmagdes.

Afirmac3o 1: Z é um subconjunto fechado de Y <= Z = Z N Y sendo Z o fecho de
Z em Ag.

Seja Z um subconjunto fechado de Y. Assim,

ZCZeZCY = ZCZNY.

Agora, sendo Z fechado em Y, existe F fechado em Af tal que Z = Y N F. Desta
forma,

— Y —
ZCF = ZgF;ZngFnY:Z.
Segue da defini¢do da topologia induzida.

Afirmagdo 2: Se Y1 e Y sdo fechados irredutiveis de Y tais que Y1 C Y2, entdo Yy e Yo
sdo fechados irredutiveis de Y (cf. Exercicio 1.10) tais que Y7 C Y. 3

30Confira a demonstragio de que %lr? K[x] = n sendo K um corpo em Coquand e Lombardi (2005).

. _ _ Af1
31Pelo absurdo, suponha que Y1 = Y. Assim, Y1 NY =Y, NY = Y| = Y3, o que é absurdo.
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SejaZo C Z1 C --- C Z4 C Y uma cadeia de fechados ndo vazios e irredutiveis em
Y, de comprimento d. Ao tomar o fecho dessa cadeia, por conta da Afirmac3o 2, obtemos

ZoCZ C--CZgsCY

cadeia de fechados nio vazios e irredutiveis em Y, de comprimento d. Observe que esta é
uma cadeia em Ay também. Assim, d < dim Ag = n. Portanto, dim Y ¢ finita e menor
ou igual que 7. O

Exercicio 1.26. Sejam X e Y conjuntos algébricos ndo vazios em Ay tais que X C Y
(resp. X C Y). Mostre que dim X < dimY (resp. dim X < dimY).

Exercicio 1.27. D€ um exemplo de conjuntos algébricos ndo vazios X e ¥ em A tais
quedimX =dimYeX CY.

Exercicio 1.28. Sejam W um conjunto algébrico e X uma variedade afimtalque W C X
edimW = dim X. Entao W = X.

Exercicio 1.29. Seja Y um conjunto algébrico ndo vazio em Ay tal que Y1,..., Y sdo
suas componentes irredutiveis. Mostre que dimY = max{dimY;|j = 1,... k}.
Dimensao no caso quase afim

No lema a seguir, ht(p) denotd a altura®? do ideal primo p. Esse lema também nos sera
muito util quando fomos expor a demonstragdo do Teorema da dimensdo das fibras (cf.
Teorema 1.7).

Lema 1.5. Seja k um corpo e B um dominio de integridade que é uma k-dalgebra finita-
mente gerada’®. Entdo

B
ht(p) + dim — = dimB, V p € Spec(B).

Krull p Krull

A demonstracdo deste resultado pode ser encontrada no Cap. 5 do texto de H. Matsu-
mura (1970) ou no Cap. 11 do texto de Atiyah e Macdonald (1969) (se k for algebrica-
mente fechado).

Proposi¢io 1.11. Seja Y uma variedade quase afim. Entdo dimY = dimY.

32Sejam A um anel comutativo com unidade e p € Spec(A). Definimos a altura de p, denotada por ht(p),
da seguinte forma:

ht(p) = sup {ml existe uma cadeiapg C p1 C - CpPm =P, Pi € Spec(A)}.

3Sejam A ¢ B anéis comutativos com unidade. Dizemos que B é uma A-algebra finitamente gerada se B é
isomorfo a um quociente de A[x1, ..., X;] para algum natural 7.
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Demonstragdo. Segue do Corolario 1.3 que dimY e dimY sdo finitas. Assuma que
dimY = d e considere
ZoCZyC--CZglY (1.16)

uma cadeia maximal de fechados irredutiveis e ndo vazios de Y.
Afirmacio 1: Se F C Y ¢é fechado e irredutivel, entdo F NY é um fechado irredutivel de
Y.

Se F NY = @ oresultado segue. Assuma que, F NY # @.

Sendo Y uma variedade quase afim, existem U aberto em um determinado espago afim
Ag,talque Y =U N Y (cf. (e) na Observagio 1.3).

Logo, Y é uma variedade afim em Ay e sendo F um fechado de Y, concluimos que
F ¢ um fechado do espago afim Ag. Assim, F NY ¢ um fechado de Y.

Por outro lado, observe que FNY = FNU NY=UNFNY =UnNF. Sendo
U N F um aberto ndo vazio do conjunto fechado irredutivel F, tem-se que

Exerccio 1.10

FNY=UNF =F = FNY éirredutivel E F NY éirredutivel.

Afirmac3o 2: Nao existe F' C Y fechado e irredutivel tal que
Z;CF CZ;y, paraalgum i €{0,....d —1}.

Pelo absurdo, suponha que existe i € {0,...,d — 1} e F C Y fechado e irredutivel
talque Z; C F C Z;+1. Observe que,

— — nNY — - Cor 1.3
ZicFCcZigzZzw=ZinNYCFNYCZNY = Z,CFNY CZiy.

Agora, sabendo que (1.16) é uma cadeia maximal (ou seja, ndo podemos aumentar>*
esta cadeia), concluimos que:

FNY=Z; ou FNY =Z;i4;
Ao tomar o fecho, chegamos em

FNY=F J— I
FNY=Z72;, ou FNY=2;+, — F=Z; ou F=Z;

0 que ¢ um absurdo.

A partir da Afirmacdo 2, concluimos que ao tomar fecho na cadeia (1.16), obtemos a
cadeia de fechados irredutiveis ndo vazia de Y,

ZyCZ C--CZgC7Y. (1.17)

3sto &, paratodo i € {0,...,d} e F fechado irredutivel de ¥ talque Z; € F € Z; 1 (sendo Zy41 =
Y) verifica-seque F = Z; ou F = Z; ;.
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Agora ao aplicarmos Z em (1.17), obtemos a cadeia maximal de ideais primos
I(Zo) DI(Z1) D --- D L(Za) 2 I(Y). (1.18)

Sendo o anel dos polindmios K[x] um anel catendrio® segue de (1.18) que a altura
do ideal Z(Z,) ¢ igual a d, ou seja, ht(Z(Zy)) = d e que Z(Z,) é um ideal maximal de
K[x] (visto que a cadeia em (1.18) é maximal), contendo o ideal Z ().

A seguir tenha em mente o Lema 1.5 e considere B = A(Y) o anel de coordenadas da
variedade Y. Assim,

* B ¢ um dominio de integridade.
« A(Y) é uma K-algebra finitamente gerada.
Visto que existem «; = X7,..., @y = X, em A(Y) tais que
¢ :K[x1,...,x,] — A(Y) dado por p+— p(ay,...,an),
¢ um homomorfismo de anéis sobrejetor.

« A partir da correspondéncia entre V(Z(Y)) e Spec(A(Y)), obtemos de (1.18) a ca-
deia e ideais primos

Go D q1 D---Dqg sendo q; =I(Z_j) € Spec(A(Y)), j =0,....d.

Considere p = g9 = Z(Zp) € Max(A(Y)). Logo dim — = 0 (pois — € um corpo)
Krull _I) p
e ht(p) = d (visto que a cadeia acima é maximal e A(Y') é catenario).

Portanto, segue do Lema 1.5 que dimA(Y) = dimB = ht(p) = d. Entretanto,

Krull Krull

por conta da Proposicio 1.10 temos que dimY = dimA(?). Assim, d = dimY =
dimY. . O
Exercicio 1.30. Considere Y = {(a,b) € R?|b < 0} € A%.

(a) Mostre que Y ¢é um conjunto irredutivel.

(b) Y éuma variedade quase afim?

(c) Calcule dimY.

Proposicdo 1.12. Seja Y C Ay uma variedade afim. Verifica-se que:
dimY =n—1 < 3 f € K[x] irredutivel tal que Y = Z(f).

35Seja A um anel comutativo com unidade. A é dito catendrio se, para quaisquer p, g € Spec(A) tais
que p C q, verifica-se que quaisquer duas cadeias maximais de ideais primos entre p e g possuem o mesmo
comprimento. Por exemplo toda k-algebra finitamente gerada (sendo k corpo) é um anel catenério (veja o
Teorema 2.1.12 em Cohen—Macaulay rings, Bruns e Herzog (1993)).
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Demonstragdo. Segue da Proposi¢do 1.10 que dimA(Y) = dim Y. Assim, dimA(Y) =

Krull Krull

n — 1. Além disso, sendo Y uma variedade afim, segue que Z(Y) € Spec(K[x]). Assim,
a partir do Lema 1.5 (fazendo B = K[x] e p = Z(Y)), concluimos que

hi(Z(Y)) + dim A(Y) = dimK[x] = ht(Z(Y)) +n—1=n = h(Z(¥)) = 1.

Krull

Note que Z(Y') # {0} (do contrério terfamos que ¥ = Agx = dimY = n.) As-
sim, podemos escolher f € Z(Y) ndo constante. De fato, como Z(Y') é primo podemos
escolher f irredutivel’®. Assim, podemos formar a cadeia de ideias primos

po =10} Cp1 = (f) S Z(Y).

Observe que, se a ultima inclusdo (acima) ndo for uma igualdade, entdo ht(Z(Y)) > 2
(o que é um absurdo, pois ht(Z(Y)) = 1). Logo, Z(Y) = (f). Aplicando Z obtemos que
Y = Z(f), com f € K[x] irredutivel.

SejaY = Z(f) com f € K[x] irredutivel. Assim, Y ¢ uma variedade afim e

K
dimY = dim A(Y) = dim Kix]

Krull Krull ( f )

A partir do Lema 1.5, concluimos que
ht((f)) +dimY =n = dimY = n —ht({f))

Afirmacdo: ht({(f)) = 1 se, f € K[x] ¢é irredutivel.
Precisamos mostrar que a cadeia de ideais primos

po = {0} Cp1 = (f)

¢ maximal. Para isto, considere ¢ ideal primo ndo nulo e suponha que ¢ € (f). Seja
g € q irredutivel, entdo g € (f), logo g = fh para algum i € K[x], sendo g e f
irredutiveis, concluimos que £ ¢ invertivel. Assim, f € q. Portanto, ¢ = (f). Portanto,

ht((f)) = 1. O

Exercicio 1.31. Se f € K][x] for um polindmio ndo constante, entdo mostre que Z(f) C
Ak € ndo vazio e tem dimensdo n — 1 (lembre que K denota um corpo algebricamente
fechado).

Exercicio 1.32. Seja Y um conjunto algébrico em Ag. Se dimY = n — 1 entdo mostre
que existe f € K[x] irredutivel tal que Z(f) C Y.

O que denominamos de pontos, retas e planos fazem parte das assim denominadas
variedades lineares, que vamos introduzir a seguir.

36Lembre que K[x] é um D.F.U. Assim, f € K[x] ndo invertivel (isto é, f & K) admite uma fatoracio da
forma f = f|'! ~~~fknk com f; irredutivel em K[x].



40 1. Fundamentos de Geometria Algébrica Classica

Variedade Linear Afim
Seja
! (K[xD1: ={ao-l-alxl+"'+anxn|a0,...,anEK}

o conjunto dos polindmios em K[x] de grau no maximo 1 se ndo nulos.
Observe que (K[x]); é um espago vetorial sobre K de dimensao finita n + 1, sendo
{1, x1,...,Xx,} abase candnica.

Seja Y um conjunto algébrico em Af. Y ¢ denominada variedade linear se Z(Y') for
gerado por polindmios que pertencem a (K[x]);.

Exemplo 1.34. A e ¢ sdo variedades lineares, pois Z(A ) = {0} e Z(9) = (1).

Exemplo 1.35. Todo ponto’’ em Ax € uma variedade linear.
Considere a = (ay,...,a,) € Af, sabemos que Z({a}) = (x1 —ai1,...,Xn —an) é
gerado por polindmios lineares. Assim, {a} é uma variedade linear.

Exemplo 1.36. Seja Y C A(IC conjunto algébrico. Y ¢ uma variedade afim se, e somente
se, Y ¢ uma variedade linear. Sabemos que variedades afins em A! sdo @, A! e os conjun-
tos unitarios que sdo variedades lineares (cf. Exemplos 1.34 ¢ 1.35). Deixamos a reciproca
a cargo do leitor.

Exercicio 1.33. Seja K um corpo qualquer. E valida a afirmagao:
Y ¢é uma variedade linear em Aﬁg se, e somente se, Y é uma variedade afim?

Observagio 1.6. Seja Y um conjunto algébrico em A ndo vazio.
(a) p € (K[x]); sera denominado linear se, p = ap + a1x1 + -+ + anx, coma; # 0
paraalgumi € {1,...,n}. Ou seja, o grau total®® de p éiguala 1.

(b) Se Y é uma variedade linear entdo Z(Y) é um ideal primo.*’

(c) Sejam f, g € (K[x]); lineares. Verifica-se que:
Z(f) = Z(g) <= [ e g sdo linearmente dependentes.
Se Z(f) = Z(g),entdo Z(Z(f)) = Z(Z(g)). Assim, segue do teorema dos zeros
de Hilbert (cf. Teorema 1.1) que \/m = \/@ . Como ( f') e (g) sdo ideais primos
(cf. item (c)), concluimos que ( /) = (g). Logo,
fe(g)= Fh eK][x], talque f = gh.

Por conta de f e g serem polindmios lineares, necessariamente /2 € K e ¢ ndo nulo.
Portanto, f e g sdo linearmente dependentes.

37Neste contexto, usamos a expressio ponto para nos referir ao conjunto algébrico unitario, {a} C Af.
A i i . .
3Lembremos que o mondémio x! = xl1 <o, tem grau total iy + -+ + iy e grau(p) =
max{grau(m)|m é um mondmio que comparece em p}.

3De fato, na Proposicio 1.13 mostraremos que o anel de coordenadas de ¥ é um D.I..
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(d) Se Y éuma variedade linear propria, entdo existe uma quantidade finita de polin6-
mios lineares f1,..., fx,taisque {f1,..., fi; éLLeZ(Y) = (f1,.-., fx)-

De fato, se Y € uma variedade linear propria, entdo Z(Y) = (f1,..., fm) sendo f;
linear para cadai = 1,...,m. Agora, se { f;}/L, ndo for um conjunto L.I, segue
que (a menos de reordenacdo nos indices) fy;, ¢ combinagdo linear dos polindmios
fi,---, fm—1. De onde concluimos que, Z(Y) = (f1,-.., fm—1). Como Z(Y') ad-
mite uma quantidade finita de geradores, podemos repetir o procedimento até obter-

mos { f1,..., fey LLtalque Z(Y) = (f1,..., fx). De fato, k = max{#(C)|C C
(fiym e Cé L.I.}.

ac P . 5 P . AN
Retas, planos e hiperplanos em Ay

Seja Y um conjunto algébrico em Ag. Y ¢ uma reta, plano, hiperplano se, Y ¢ uma
variedade linear tal que dimY ¢ igual a 1, 2, n — 1, respectivamente. No Corolario 1.6
vamos mostrar que toda reta (respectivamente, plano) em Ay é determinada pelos zeros
de exatamente n — 1 (respectivamente, n — 2) polindmios lineares L.I..
Exemplo 1.37. Seja Y um conjunto algébrico nio vazio e proprio de A]é.

Y ¢é variedade linear <= Y ¢ um ponto ou uma reta.

Seja Y ¢ variedade linear ndo vazia contida propriamente em A%{.
Assuma, que Z(Y) = {f1,..., fx) sendo f; € R[x1, x3] linear. Observe que
* Z(f;) é uma reta em R? para cadai.

Basta observar que todo polindmio linear em R[x;,x2] ¢ da forma
o + Bx; + yxp com @, B e y reais tais que B # 0 ouy # 0. Sendo tal po-
lindmio irredutivel, segue que dim Z(« + Bx; + yx2) = 1, ou seja, define uma reta
(veja Proposigao 1.12).

Portanto, se k = 1, concluimos que Y é uma reta.

* Se f; e fj sdo LI, entdo Z(f;) N Z(fj) = B ou Z(fi) N Z(f}) é um ponto.

O fato de f; e f; serem L.I garante que as retas {; = Z(f;), i = 1,2 sdo distintas
(veja o item (c) na Observagao 1.6). Assim temos na imagem a seguir as seguintes
possibilidades

lH 4y 12

4

retas paralelas retas concorrentes
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Assim, se k > 2 tem-se que

k
. .\ _ | {a}, setodas as retas Z( f;) passam por a,
Y = q 2(fi) = { @, caso contrario.
i=
Proposicao 1.13. Sejam f1,..., fr polinomios lineares em K[x] = K[xq,...,xy] tais
. K[x
que{fl,...,fk}éL.I.el Q/(f],...,fk). Entdok Sne(f—[_]fw %K[Xk+1,...,xn].
| BRI

Demonstra¢do. Vamos comegar mostrando que k < n.
Lembre que (K[x]); = [1, x1, ..., Xx,] ¢ um espago vetorial de dimensdo n + 1. Sejam
gi = fi — fi(0),paratodoi = 1,...,k e observe que:

* {g1,..., gk} éL.L

De fato, considere ay, . .., em K tais que o181 + -+ + axgx = 0. Assim,
k k k
Zaifi =Zaif,-(0)za1 =...=a, =0, se Zaif,-(O) =0.
i=1 i=1 i=1

Caso contrario, concluimos que 1 € (fi,..., fx).*

* {g1,---, 8k} C[x1,...,%n]. Logo k < n.
Basta observar que {g; }f;l ¢ LI e, portanto*', dimk[g.....gx] = k .

O isomorfismo sera construido apds a seguinte afirmacao.

Afirmacdo 1: A menos de uma permutago nas variaveis xp, ..., X, o ideal {f1,..., fx)
admite um conjunto de geradores 1, . .., hy daformah; = x;+p;,com p; € (K[xg41,.-.,Xn])1
parai = 1,...,k.

Assuma que f; = aop,; + a1,iX1 + -+ + an,iXn.

* Caso 1: O menor determinado pelas colunas 2,3, ...,k + 1 é ndo nulo.
Ao colocarmos os coeficientes de f; na linha de uma matriz de ordem k x (n + 1),
usando a base ordenada {1, xy, ..., x,}, obtemos
Nil do,1 di1,1 421 Ak ot dppd
) Qoo dip Q2p o+ Qg ottt dpo
. . (1.19)
S Aok Ak Az v Akk ccc dnk

40A0 dividir por B = Zle «; f;(0), obtemos Zle Bl fi = 1.
4ldim indica a dimensdo como espago vetorial sobre K



1.1. No universo afim 43

Ao realizarmos operacdes linhas chegamos (a menos de uma reordenagao nos indi-

ces) em
hy bop 1 0 -+ 0 brya1 -+ bpa
ha bop 0 1 0 bryaz - bup
hy bog O O -+ 1 Dryok -+ buk
» Caso 2: Sendo { f1, ..., fx} um conjunto L.I. a matriz em (1.19) tem posto k, logo

existe uma submatriz de ordem k x k com determinante ndo nulo. Assim, podemos
escolherny <ny <--- <nptaisquea,;; #0e

'xnl xnz DY xnk
anl,l anz,l ank,l
Qny2 Qny2  ** Qug2
Anik Gnak 0 Angk

a matriz acima tem posto k.

A seguir fazemos uma permutacdo nas variaveis da seguinte forma: Seja [, =
{1, ...,n} e considere as seguintes parti¢cdes de /,.

{1,...,k}U{k+1,...,n} ={ny,...,nx}UC, com C =1, —{ny,...,ni}.

Escolha 0 € S, uma permutagfo tal que o(n;) = i parai = 1,...,kecd(C) =
{k+1,...,n}.

Assim, podemos definir o isomorfismo de anéis ¢ : K[x] — KJ[x] dado por
¢
St x0) — f(Xe@)s - - Xom))-

Considere q; = ¢(f;) parai = 1,...,k. Assim

e((fi... s fi) = (A2 qk)s {1, qey €L e 1 €(qu,...,qk).

Observe que {q1, ..., qx} satisfaz as condi¢gdes do caso 1. Além disso, ¢ induz o isomor-
fismo K K
d ~ d . (1.20)
(fioooos S qn- - k)
K[x]
Afirmacdo 2: —————— =~ K[xXg41,- .-, Xn].
(flv"'vfk) * 8
K K
Segue de (1.20) que lx] ~ lx] sendo {qy, ..., qx} umconjunto L.I.

(fi,-o s i) Qi ... qk)

de polindmios lineares, tal que 1 & (qy,...,qx). Além disso, temos que (qi,...,qk) =
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(h1,...,hg), sendo h; = x; + p; com p; € K([Xg41,...,%xn])1 lineares para i =
L....k.
Considere ¢ : K[x] — K[Xg+1,- .., X,] 0 inico homomorfismo de anéis tal que

—pi, parai=1,....k

X; /> .
! Xxi, sei>k

e a+— a, paratodoa € K

Observe que ¥ ¢ sobrejetor e ker(¢) = (hy, ..., hg). Portanto,

K [x]

— >~ K e Xpl-
v hg) [Xk+1 Xn]

KI[x]
(fi s fi)

Como (hy,...,hg) = (q1,-...,9k), conclui-se que >~ K[Xg41s---5Xnl-

O

Corolario 1.4. Seja Y uma variedade linear ndo vazia e propria de A tal que Z(Y) =
(f1,..., fx) sendo f; lineare{f1,..., fr} L. EntdodimY =n —k.

Demonstrag¢do. Segue da Proposi¢do 1.13 que A(Y) = K[xg11,...,xs]. Tendo em con-
sideracdo que isomorfismos entre anéis preserva dimensio de Krull*?, concluimos que

dimY =dimA(Y) = dimK[xg41,...,x,] =n —k.
rull

Krull K
O

Corolario 1.5. Seja Y uma variedade linear ndo vazia e propria de Ay tal que dimY =
m. Entdo 0 < m < n e existem n — m polinémios lineares fi,..., fn—m tal que

{fiv.oos fu—myéLLeZ(Y) = (fi....\ fu—m)-

Demonstra¢do. Se Y # @ existe p € Y, logo {p} C Y. Portanto, dim{p} = 0 <
dimY = m.

Por absurdo, suponha que dimY = n = dim Ag. Considere g € Max(A(Y)). Segue
do Lema 1.5 que

ht(q) + dim A(Y) = dimK[xg41,...,x,] = ht(q) =0
Krull

o que ¢é absurdo. Assim, dimY =m < n.
Sabemos que existem polindmios lineares f1,..., fr tal que {f1,..., fx} ¢ LL ¢
Z(Y)={f1,---, fx)- Segue do Corolario 1.4 quedimY = n—k. Logo,k =n—m. O

Em particular temos que:

Corolario 1.6. Seja A uma variedade em Ag. Entdo

41somorfismos preservam cadeias maximais de primos
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(i) A éum ponto <= IZ(A) é gerado por n polinémios lineares L.I..
(i) A é uma reta <= T(A) é gerado por n — 1 polinémios lineares L.1..
(i) A éum plano <= Z(A) é gerado por n — 2 polinémios lineares L.I..

Exercicio 1.34. rm Seja Y um conjunto algébrico ndo vazio e proprio de A%. Mostre que
Y ¢ variedade linear <= Y ¢ um ponto ou uma reta ou um plano.

Exercicio 1.35. Seja Y = {(a,a?,a®)|a € C} C A3.
(a) Determine dimY .
(b) Y é uma variedade linear?
(c) Para todo plano H de A3 determine #(Y N H).
(d) Déum exemplo de umareta £ em A3 talque £ NY = 0.

(e) Sejaléumaretaem A3 talque £NY # @. Qual é a cardinalidade maxima possivel
do conjunto £ N Y?

Exercicio 1.36. Seja Y um conjunto algébrico em Ay tal que Z(Y) = (f1...., fr). Se
gi=fi— fi(0)e Z = Z(g1,...,&gk), entdo mostre que

(a) Y=ZouYNZ=40.
(b) Se Y éuma variedade linear ndo vazia e propria de A%, entdo dimY = dim Z.
Exercicio 1.37. Sejam Y e Z variedades lineares ndo vazias em Ay de mesma dimensdo.

Mostre que A(Y) = A(Z).

1.1.4 Funcoes regulares

Sejam Y C A um conjunto algébrico quase afime p € Y. Uma fungdo ¢ : ¥ — K ¢

dita regular em p, se existem U, C Y vizinhanga aberta de p, f, g € K[xy, ..., x,] tais
que
gw)#0, Yuel, e o¢Wu) = %, YueUp,.
g(u

Neste caso, usamos a nota¢do ¢ vy = i sempre que Z(g) N U, = @. Em esséncia as

fungoes regulares sdo localmente definidas por um quociente polinomial (ou uma fungéo
racional).

A fungdo ¢ : Y —> K ¢ dita regular se for regular em todos os pontos de seu dominio.
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Exemplo 1.38. Fixe k € K. Se Y € A é um conjunto algébrico quase afim, entdo a

fun¢do constante k:Y — K dada por y —> k é uma funcdo regular.
De fato, para cada p € Y, escolha a vizinhanga U, = Y e os polindmios constantes

f=keg=1.

Exemplo 1.39. A projegdo Ag L, K nai-ésima coordenada (ay,...,an) —> a; éuma
fungdo regular para cadai € {1,...,n}.
Para cada p € Af, bastaescolher Up = A e f =x;,g =1 € K[x1,...,x,].

Exemplo 1.40. Seja ¥ C Ag um conjunto algébrico quase afim. A cada polindmio
h € K[x1,...,x,] podemos associar a fun¢do polinomial

h:Y —K dada por a +—— h(a)

ou seja, h ¢ determinada pelo valor de /& no ponto a e é uma funcio regular®’.

Exemplo 1.41. SejaY = {(a,b) € A%|b?> =a3}e ¢ : Y — C dada por

b
o(a.b) = o se a # 0,
0, se a =0.

Verifica-se que Y € uma variedade afim e que ¢ éregularem p € Y, somente se p # (0, 0).

Afirmacdo 1: Y ¢é uma variedade afim.
Observe que Y = Z(x2 — y3). A seguir vamos mostrar que Z(Y) é um ideal primo.
Defina ¢ : C[x, y] —> CJ¢] o unico homomorfismo de anéis tal que

V@ =a, YaeC, yx)=1> ¢ y(y) =13

Observe que (x2 — y3) C ker(y). Considere, q € ker(y). Ao aplicarmos o algoritmo da
divisdo em A[x], sendo A = C[y], tem-se que existem Q, R € C|x, y], tais que

a=(@*=y)Q+ R, comR=a(y)x+py) o peClyl.
Como q € ker(v), a partir da igualdade acima, temos que R(z2,13) = 0, ou seja,
a2 + () =0 em C[r]. (1.21)
e Sea e B € C[y] forem ambos ndo nulos, segue de (1.21) que
3grau(a) 4+ 2 = 3grau(f) = 2 = 3(grau(B) — grau(w)),

0 que ¢é absurdo.

Bse p e Y,escolhalUp, =Y eospolindmios f =heg =1¢€K[xq,...,x,].
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e Sea = 0 (resp. B = 0) entdo segue de (1.21) que B = 0 (resp. @ = 0). Assim, R = 0.
O que implicaem q € (x2 - y3). Portanto, segue do teorema dos isomorfismos que

[t.]1D.1

I < m) € ol BB (e - 17) € Spee(Cx. ).

(x> =3
Para concluir, note que

Y =Z(x*—y%) = I(Y) = V(x2 — »3) = (x* — y*) € Spec(C[x, y]).

Afirmacdo 2: ¢ é regular em p paratodo p € Y — {(0,0)}.

De fato, U = Y — {(0,0)} é uma vizinhanga aberta de p em Y. Escolha f = y e
g = x € C[x, y] e observe que Z(g) N U = @ (visto que Z(g) N Y = {(0,0)}). Além
disso, para todo u = (a,b) € U tem-se que

Sw) b

g ~a

Afirmacdo 3: ¢ ndo é regular em (0, 0).
Suponha, por absurdo, que ¢ € regular em (0, 0). Assim, existem V' C Y vizinhanga
aberta de (0,0) e f, g € C[x, y], tais que

@, = i com Z(g)NV =40.
4

Assim,

_ f(@b)
g(ab)’

b f(a,b)
Y(a,b)eV :>Z_g(a,b)’
= bg(a,b) =af(a,b), V(a,b) eV
=V < Z(yg—xf)

Yirred.
—

@(a,b) Y(a,b)yeV

Y =V < Z(yg—xf)

— yg—xf € I(Y) = (x* — y?)

= yg—xf =h-(x?>—y3), paraalgumh € Cl[x, y]
x=0

= yg(0.y) = —h(0.y)y*

Chl 5

= 80.y) = —h(0.y)y

= g(0,0) =0

= (0,0) e Z(g) NV # 0,

0 que ¢ um absurdo.
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Exercicio 1.38. Considere a fungao ¢ : A]ﬁ —> R dada por

(a) = 0, sea=0,
pla) = 1, sea<O.

Determine os pontos a € Aﬁ{ onde ¢ ¢ regular.
Exemplo 1.42. SejaY = {(a,b) € A%|h? = a>}. A fungdo ¢ : Y —> C dada por
b
o(a.b) = § g cer0
0, se a =0.

¢ continua (ao considerarmos a topologia de Zariski em Y e C).
De fato, observe que ¢ € bijetora.

* ¢ ¢ injetora.

Considere (a, b), (a1, by) € Y, tais que ¢(a, b) = ¢(ay, by).

Se p(a,b) = ¢(a1,b1) = 0, entdo a = a; = 0. Assim, b> = 0 = b?. Logo,
b = b; = 0. Portanto, (a,b) = (0,0) = (a1, by).

b b
De contrario, ¢(a, b) = ¢(ai,by) # 0,logo — = L Assim,
a

a1
b_b1
b\2  /b1\2 b* b} a a3 a=ay
a ap a aj a aj

* @ ¢ sobrejetora.
Dado A € C, tem-se que p = (A%2,A3) € Y e p(p) = L.

Assim, se a € C temos que ¢~ ' ({a}) = {(a?,a?)} que é um fechado em Y (visto que
¢ '({a}) = Y N Z(x —a?,y — a®)). Assim, para todo fechado F de A! = C tem-se
que ¢~ (F) é fechado em Y. Portanto, ¢ ¢ continua*.

O préximo lema ird nos auxiliar na demonstra¢do de que toda fungdo regular é conti-
nua.

Lema 1.6. Seja X um espago topolégico e {Uy }ye 7 uma cobertura aberta de X. Consi-
dere Y um subconjunto de X. Verifica-se que
Y éfechado em X <= Y N Uy C U, é fechado em Uy para todo o € J.

4 . . . 1 fech. fech. 1
@ écontinua <= ¢~ '(F) < Yparatodo F < K= AK-
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Demonstragdo. Se Y € um fechado de X entdo Y N U, € um fechado em U, para
todow € J.

Sabemos que Y N U, ¢ um fechado em U, para todo @ € J. Assim, seu comple-

mentar em Uy, a saber, Uy — Y NU, = Uy, N (Y NUy)¢ = U, N Y€ * éum aberto de
Uy. Logo, Uy N Y€ & um aberto em X para todo o € J (visto que Uy, € aberto de X).
Para concluir, lembre que {Uy }4c 7 uma cobertura aberta de X. Assim,

Y¢ = U Uy NY¢) = Y° éabertoem X = Y ¢ fechado em X.
———

aed abertoem X

O

Proposicdo 1.14. Seja Y C Ag um conjunto algébrico quase afime ¢ : Y —> K uma
fungdo regular. Entdo ¢ é uma fungdo continua (ao considerarmos a topologia de Zariski
emY eemK = A]}g).

Demonstragdo. Note que:
sl @) =0e (p_l(A]k) = Y sdo fechadosem Y.

* Se F ¢ um fechado ndo trivial de A&g, entdo F' = {p1,..., pr}. E neste caso,

k
e (F)=Jo ' (pi}).

i=1
Assim, é suficiente provar que ¢! ({p}) é um fechado de Y para todo p € Aﬁg.

Como ¢ éregular em cada pontoa € Y, existem U, C Y aberto contendoa e f;, g4 €
K[x1,...,x,] tais que

Oy, = ﬁ com Z(gg,)NU, = 0. (1.22)
‘" &a
Assim, Y = |J U,. Observe que para cada A € A&g ea €Y tem-se que
acYy
eHAN N Ua = {b e Udlp(b) = 1)
(b
(liZ){beUa f()zx}
ga(b)

=1{b € Ua| fa(b) — Aga(b) = 0}
=U, N Z(f, —Aga) ¢éfechadoem U,.

Portanto, segue do Lema 1.6 que ¢! ({1}) é fechado em Y. Logo ¢ ¢ uma fungao continua.
O

43()¢ indica o complementar em X .
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Assim, em consideracdo ao Exemplo 1.39, concluimos que continuidade nao implica
em regularidade de uma dada fungdo. Ou seja, a reciproca da Proposicao 1.14 ndo ¢é
valida.

A K-algebra das funcées regulares

Seja X € Ak um conjunto algébrico quase afim. Defina
OX) = {(p : X — Klg éregular }
Proposicao 1.15. Com as notagoes acima. Verifica-se que

(i) Para cada A € K a fun¢do 1: X — K dada por x —> A é uma fungdo regular.

(i) O(X) com as operagées usuais de adi¢do e multiplicacdo de fungdes com valores
no corpo K, é um anel comutativo com unidade 1.

(iii) A fungdo de K em O(X) dada por a —> @ é um homomorfismo de anéis, que torna
O(X) uma K-dlgebra.

Demonstragdo. Deixamos a demostragdo a cargo do leitor. O

0O anel O(X) sera denominado K—dlgebra das fungées regulares sobre X .

Lema 1.7. Sejam X uma variedade afim em Ak e ¢, ¥ € O(X) tais que ¢, = V¥,
para algum aberto ndo vazio U de X. Entdo ¢ = .

Demonstra¢do. Observe que o conjunto ¥ = {x € X|p(x) = ¥(x)} éum fechadoem X,
visto que p—y € O(X), logo ¢— é uma funcio continua. Portanto, (p—)~1({0}) = Y
¢ um fechado em X.

Agora, segue da hipotese que U € Y C X. Sendo, X uma variedade e U aberto ndo
vazio de X, concluimos ao tomar fecho que

X=UCYCX=VY=X<9p=1.
O

Teorema 1.2. Se X é uma variedade afim em A, entdo O(X) e A(X) sdo isomorfas*®
como K-dlgebras.

46Sejam A um anel comutativo com unidade e K um corpo. Dizemos que A ¢ uma K-algebra se existe
¢ : K —> A homomorfismo de anéis. Se A e B forem K-algebras com homomorfismos ¢ : K — A
¥ : K —> B, entdo um homomorfismo de anéis f : A —> B sera denominado de homomorfismo de
K-dlgebras se f o = .
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Demonstra¢do. A cada polindmio g € K[xq,..., x,] podemos associar a fungdo polino-
mial

g:X — K dadapor a — g(a).

Observe que g € O(X) paratodo g € K[x1,...,x,] (cf. Exemplo 1.40).
Afirmacdo 1: ¥ : K[xq,...,x,] — O(X) dada por g —> g é um homomorfismo de
anéis.*’
Afirmacdo 2: Z(X) C ker(¥).

Considere g € Z(X). Assim, g(a) = 0 para todo a € X. Portanto, ¥(g) = g = 0.
De onde, concluimos que g € ker(¥).

Afirmacdo 3: A fungdo ¥; : A(X) — O(X) dada por ¥;(g) = ¢ é um homomor-
fismo de K-algebras. De fato, ¥; estd bem definida visto que Z(X) C ker(¥) e é um
homomorfismo de anéis (deixamos a cargo do leitor).

Lembremos que os homomorfismos que tornam A(X) ¢ O(X) K-algebras sdo dados
por:

K -5 A(X) dadapora+——a e K N O(X) dadaporar+—a
A partir das defini¢des de ¥, k e k1 chegamos a conclusdo que ¥; o k = k. Portanto,
¥; ¢ um homomorfismo de K-algebras.

Afirmacdo 4: ¥; (definido na Af. 3) ¢ injetora.
Considere g € ker(¥7). Assim,

§=0=g(a)=0, Vae X = geI(X) =g =0.

Afirmacdo 5: ¥ (definido na Af. 3) é sobrejetora.
Dada ¢ € O(X) vamos determinar um polindmio g € K[x1,...,x,] tal que g = ¢,
ou seja, ¢(a) = g(a), paratodo a € X. Neste caso, ¢ ¢ denominada fungdo polinomial.
Como ¢ ¢ regular para cada ponto p € X, considere V/,, € X aberto contendo p, f,
e gp € K[xy,...,x,] tais que

Py, = ;—p com Z(gp) NV, =290. (1.23)
P

Seja I = ({gl,}pex). Assuma que gp,, ..., gp, ¢ um conjunto de geradores do ideal I.
Note que:

-(p-gp\l.:?;paracadai e{l,....k}.

4TDeixamos a cargo do leitor.
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Segue de (1.23) que Py, = % paratodoi € {1,...,k}. Assim,
! pi
Sp; (X)

gp; () VxeVp = ox)gp (x) = fp(x) Yx €V

p(x) =
— (¢'§E)|Vpl. = fPi|VP[

Lema 1.7 o —_
—N (p . gpi = fPi

e Z(HNX =08

eSe X = Z(h1,..., hy), entdo Z(gp,,.... &pr-h1, ... . he) = 0.
Assim, segue do teorema dos Zeros de Hilbert no caso afim (cf. Teorema 1.1 que

(gpl,...,gpk,hl»u-»hﬁ): (1)

Logo existem a1, ..., ak, B1,..., B¢ € K[x1,...,x,] tais que
k ] v K ) ros K
~— —~ o~ = ~—
Zalgpl—i-Z,B]h]=1:Za,gl,l+2ﬁjh1=1 Zaigpizl
i=1 j=1 i=1 j=1 hjEI(X)’=1

Assim, ao multiplicarmos a ultima igualdade por ¢, obtemos

k k k
0= Gip-8p =) Gfpy=W(2), comg=) aify €Klxi...,x]

i=1 i=1 i=1

(visto que ¢ - g, = ?p\[para cadai € {1,...,k}).

O

Corolario 1.7. Se X for uma variedade afim, entdo toda fung¢do regular em X é polino-

mial.

Demonstra¢do. Segue da Afirmagdo 5 da demonstragdo do Teorema 1.2.

O

Na proxima se¢@o vamos estudar alguns conceitos que foram abordados no caso afim,

que possuem analogos projetivos.

48Suponha, por absurdo que ¢ € Z(I) N X. Como g, € I concluimos que ¢ € Z(g4). Entretanto,

q € Vy. Assim, g € Z(g4) N V4 (é um absurdo, visto que Z(g4) N Vy = 0).
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1.2 No universo projetivo

Vamos comegar abordando o conceito de projetivizagdo de um espago vetorial.

Seja V um espaco vetorial sobre K de dimensao finita. Defina a seguinte relagdo em
V — {0y} (Oy € V é o vetor nulo)

u~v <= u=Av paraalgum A € K.
Observe que
* A narelagdo ~ ¢ distinto de 0 (visto que u ¢ v sdo ambos ndo nulos).
* ~ define uma relacdo de equivaléncia em V — {Oy}.

* Se v € V for um vetor ndo nulo, a classe de equivaléncia associada ao vetor v ¢
dada por

v={ueV—{0}u~v}={AvIA €K, A # 0} = [v] — {0y},
sendo [v] o subespago 1-dimensional de V' gerado por v.

Se V for um espago vetorial sobre K de dimensao finita, entdo a projetivizagdo de V',
que denotaremos por IP(V), é igual ao conjunto quociente (V' — {0y })/ ~.

Observagao 1.7. Com as notagdes acima.

(a) Considere o espaco vetorial de dimensdo n + 1 sobre K, V' = K”*!. Neste caso
usaremos a notagdo Py em lugar de P(K"+1). Pg serd denominado de n-espago
projetivo sobre K.

(b) Usaremos a notagdo P no caso K = C. Assim, P" := P¢.

(c) Para cada vetor v = (vo,...,v,) € K" nio nulo, usaremos a notacio [vg :
... v,] para indicar a classe de equivaléncia associada ao vetor v. As coordenadas
vy, ...,V do vetor v sdo denominadas coordenadas homogéneas do ponto [vg :
... Uy] € Py

Exercicio 1.39. Sejam u e v vetores ndo nulos do espaco vetorial V. Mostre que u e v
definem o mesmo ponto em P(V) <= uevsioL.D.

Exemplo 1.43. Descri¢do dos pontos do espaco projetivo P” para 0 < n < 3.

Neste exemplo V' = C"*! (considerado como espago vetorial sobre C). Lembre que
(ag,....an) € C™"1 nio nulo, determina o ponto [ag : ... : a,] € P". Além disso,
vetores L.D. determinam o mesmo ponto. Assim,

lag:ai:...:an] =[hao :Aay ;... kay] VY A € C ndo nulo. (1.24)



54 1. Fundamentos de Geometria Algébrica Classica

P? consiste de um tinico ponto.
Sabemos que P° = {[a0]|a0 #* 0}, e segue de (1.24) que, [ag] = [ag'ao] = [1]
para todo ag € C ndo nulo. Assim, P° = {[1]}.

A reta projetiva P! consiste de uma copia da reta afim A}, = C e um ponto
no infinito.

Lembre que P! = {[ag tai]lag # 0 ou a; # O}.
Afirmacio: P! = {[a Mla € <c} U {[1 :0]}.
De fato, se [ag : a1] € P! temos duas possibilidades: a; # 0 oua; = 0.

e a; # 0 :neste caso, [ag : a1] = [ay!-ao : a;' - ai] = [a : 1] com

— -1
a=aj -aop.

e a; = 0:temos ag # 0. Portanto, [ag : ai] = [ag : 0] = [ag'-ao :ay’-0] =
[1:0].
A seguir, observe que a fungio C — P! — {[1 : 0]} = {[a 2 1]la € (C} definida

por a —> [a : 1] é uma bijecdio. Ou seja, em P! existe uma copia da reta afim
C = A'. Assim, temos a seguinte identificacdo.

pl— {[a la € C}U{u : 01} ~ C U {ool.
Nesta particdo, [1 : 0] ¢ denominado ponto no infinito e denotado por [1 : 0] := oc.

O plano projetivo P? consiste de uma copia do plano afim A% =C?%euma
reta no infinito.

Lembre que P2 = {[ao 1ay :asz]|(ag,ar,az) # (0,0, 0)}.
Afirmacido: P2 = {[a :b:1]|(a,b) € (Cz} | Loo sendo
Lo = {[ao 2ay :0]|lag #0 ou a; # 0}.

De fato, se [ag : a; : a;] € P? temos novamente as possibilidades: a, # 0 ou
a; = 0.49

Observe que, a fungio C2 — P2 — L, definida por (a,b) —> [a : b : 1] é uma
bije¢do. Ou seja, em P2 existe uma copia do plano afim C? = A2. Assim, temos a
seguinte identificagao.

P2 = {[a b 1]|(a,b) € (CZ}ULOO ~ C2U Ly,

1

YSeas # 0,segueque[ao : ay :az] =[a; ap:ayt-ar:axt-ax]=[a:b:1]coma=a5'-ape

b= az_l -a1. Caso contrério, temos que @g 7 0 ou @ # 0. Assim, [ag : a1 : a2] = [ap : a1 : 0] € Leo.
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Nesta particdo, Lo, ¢ denominada reta no infinito.

Note que [ag : a1] — [ao : a; : 0] define uma bijecio entre a reta projetiva P! e
a reta no infinito L.

O espago projetivo P3 consiste de uma copia do espago afim A?C =C3e
um plano no infinito.

Lembre que P3 = {[ao tay :az :asl|(ag,ar,az,az) # (0,0,0, O)}.
Afirmacdo: P3 = {[a :h:c:1]|(a.b,c) € <C3} | Heo sendo
Heo = {[ao 1ay caz :0](ag,ar,az) # (0,0,0)}.

Deixamos a verificagdo da afirmagdo acima a cargo do leitor.

Para concluirmos, observe que, (a,b,c) —> [a : b : ¢ : 1] define uma bijecdo
de C3 em P3 — Heo. Ou seja, em P3 existe uma copia do espago afim C3 = A3,
Assim, temos a seguinte identificag@o.

P3 = {[a;b:c 1](a, b, ¢) ecc3}UHoo ~ C3U Ly,

Nesta parti¢do, Hoo ¢ denominado plano no infinito. Note que a fungdo P2 — Ho,
dada por [ag : a1 : az] —> [ag : a1 : az : 0] define uma bijecdo entre o plano
projetivo P2 e o plano infinito H,

Exercicio 1.40. Mostre que o n-espaco projetivo P” admite uma parti¢ao da forma P” =
A U H oo, na qual podemos identificar A com o n-espago afim A” = C” e Hoo (denomi-
nado hiperplano no infinito) com P" 1,

A seguir vamos apresentar outra forma de visualizar a projetivizagdo de um espaco
vetorial V.
A d-grassmanniana associada a V
Seja V um espago vetorial sobre K de dimensdo finita n. Para cada d inteiro, 0 < d < n,
definimos Ga(V): = {W|W ¢ um subespago de V' de dimensio d }

O conjunto G4 (V') sera denominado d-grassmanniana associada a V.

Exemplo 1.44. Considere o espago vetorial real V' = R3.
Para cada d € {0, 1,2, 3} temos G4 (R3) = {W|W <R3e dimg W = d}.

Assim, Go(R3) = {{O}} consiste de um unico ponto (o espago nulo).

G1(R3) = {[VHV € R3 ndo nulo } consiste das retas passando pela origem.
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G, (R3) = {[u v]ju, ve R3 LI } consiste dos planos passando pela origem.
G3(R3) = {R3} consiste de um tinico ponto (o espago R3).

Observagao 1.8. Seja VV um espaco vetorial sobre K de dimensao finitan > 1.

A fungdo ¢ : P(V) — G1(V), dada por v > [v], esta bem definida e ¢ uma
bijecdo. Portanto, podemos identificar o espago projetivo associado a V, P(V) com a
grassmanniana G1 (V). Assim, podemos pensar que o espaco projetivo é formado pelas
subespagos de dimensdo 1 de V.

No caso em que V = KT, estamos identificando os pontos de Pg com as retas que
passam pela origem em V.

Vale salientar que os conjuntos algébricos projetivos sdo definidos de forma analoga
ao caso afim, com a peculiaridade de utilizarmos polindmios homogéneos.

Polindmios homogéneos

Sejam K um corpoe S = K[xg, X1, ..., X,] 0 anel dos polindmios nas variaveis xg, . . . , X
com coeficientes em K.
Para cada I = (ig, i1, ...,1,), sendo ig, i1, . . . , i inteiros ndo negativos
x' = xé)oxll1 -x,"  sera denominado mondmio de grau io + iy + - + iy.

Para cada d inteiro 0 < d denotaremos por S; o subespaco vetorial de S gerado pelos
mondmios de grau d. Assim,
So = [1] = K consiste dos polindmios constantes,

S1 = [x0,...,Xn] = {a0x0+---+a,,xn|a0,...,an G]K},

Sd :I:{x(l)oxlll x}l:ln|l'0+l'1_|_..._|_in :d}]
Todo elemento ndo nulo de S, sera denominado polinémio homogéneo de grau d.

Exercicio 1.41. Mostre que dimg Sy = (*1™).

n

Observagio 1.9. Se f € S for ndo nulo podemos agrupar todos os monémios do mesmo
grau que comparecem em f e escrever

f=Jfo+ fi+--+ fa sendod = grau(f).

Neste caso, f; sera denominada parte homogénea de grau i de f.
Por exemplo, f =54 3x9 — 5x3 + 6x13 + 7xzx3 — x0x2 + 3x3 € R[xo, x1, X2, x3]
tem grau 5 e
—_— — 3 —_— = =
f=_5 4+3x0—5x3+ 6x7 +7x2x3—x3x53+3x; e fo=f1=0.

——
Jo N f3 fs
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Proposi¢ao 1.16. Sejam K um corpo infinito e F € § = K]xo, X1, ..., Xs] ndo nulo.
Verifica-se que: F € S <= F(Axqg,...,AXxy) = )&dF(xO, .o Xxn), YAeK.

Demonstragdo. Considere F € S;. Assim, F é uma soma finita com coeficientes
em K da forma

F = E ax! = E aixgxy' - xi, tal que io + iy + -+ i =d.
I I

Logo, para qualquer A € K, tem-se que

F(Axo.....Axp) = Y ai(Axo)©(Ax1)"1 -+ (Axy)™"
I
= )LdZI:alx(i)Oxil o xln (visto que ig + iy + -+ iy, =d)
= A4 F(xg.....Xn).

Observe que todo polindmio F € S escreve-se de forma Unica, como uma soma
finita de suas partes homogéneas
F=F+F +---+F;, comF,eS;eF;#0.

Afirmagdo: F; = Oparatodo j € {0,...,d —1}.

Suponha, pelo absurdo, que existe j € {0,...,d — 1} tal que F; # 0. A seguir,
observe que para cada A € K tem-se que

F(Axo,....Axp) = Fo+ AFy 4+ -+ A9 Fy.
E segue da hipotese que
F(AXo.....Axp) = Fo + AF1 + -+ A Fy = A (Fo+ F1 +--- + Fy).

De onde concluimos

Fo+ AF 4+ ATE, —Ad<Fo+~~+Fd_1> -0, VieK. (125

Sendo F;j # 0 paraalgum j € {0,...,d — 1}, escolhaa = (ay, . ..,an) € K**! tal
que Fj(a) #0. Definab; = Fj(a)para0 <i <d —1lebg =—-bg—by —+--—bg_1.
Assim, o polindmio ¢(¢) € K[¢] dado por

q(t) = bo + byt + -+ + bg_1t97" + byt?

¢ ndo nulo (uma vez que b; # 0 para algum j € {0,...,d — 1}). Entretanto, ao anali-
sarmos as possibilidades grau(g(z)) = 0°° ou grau(g(¢)) > 1°' chegamos num absurdo.
Portanto, Ffp = F; =... = F3_1 =0. Logo F = F; € §;. O
50Suponha que g(¢) é um polinémio constante, entio g(t) = bg e
by=...=byg_1=0=b; = 0=by =—-byg = q(t) =0
0 que € um absurdo.

S1Se grau(g(z)) > 1, segue de (1.25) ao calcularmos os valores F; (@) parai = 1,...,d—1,queg(1) = 0,
para todo A € K. Ou seja, g (¢) possui infinitas raizes em K. Logo g (¢) = 0.
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Corolario 1.8. Se F € Sy ea € K"!. Entdo F(a) =0 <= F(la) =0,V A €K
Demonstragdo. Deixamos a cargo do leitor. O

Exercicio 1.42. Sejam F e G polindmios homogéneos em S = K[xo, ..., x,] de grau d
e r, respectivamente. Mostre que F - G é homogéneo de grau d + r.

Exercicio 1.43. Sejam f, g polindmios ndo nulos em S = K]xo, ..., x,] com a seguinte
decomposi¢éio em partes homogéneas f = fo + -+ faeg = go + -+ + ge sendo
d < e. Se ()i denota a parte homogénea de grau k, entdo mostre que:

(@) (f + 8k = fx + gk.paratodok € {0,...,e}.
b)) (f-&k = forgk~+ f1-8k—1+ "+ fk—1-&1+ fk-go,paratodok € {0,...,d +ej}.

A seguir vamos introduzir o conceito de ideal homogéneo.

Ideal homogéneo

Seja I umidealnoanel S = K{xo, ..., x,]. I édito homogéneo se, existe uma quantidade
finita de polindmios homogéneos Fi, ..., Fy (ndo necessariamente do mesmo grau) que
geram o ideal 7, ouseja, I = (Fy,..., Fg).

Exercicio 1.44. Sejam f1,..., fx, €1,...,8&m elementos de um anel comutativo com

unidade A. Considere os ideais I = (fi,..., fx)e J = (g1,.-.,8&m). Mostre que
I=J & fielJ, Vie{l,....k} e g;el, Vje{l, ... ,m}

Exemplo 1.45. Oideal / = (x — y2, y) C R[x, y] éumideal homogéneo. Basta observar
que I = (x,y),vistoquex =1-(x—y2)+y-yel.

Exemplo 1.46. O ideal I = {f € R[x, y]|f(0,1) = 0} C R[x, y] ndo é homogéneo.
Pelo absurdo, suponha que / é homogéneo. Assim, existem Fi,..., Fr € R][x, y] ho-
mogéneos tais que I = (Fy,..., Fy). Sem perda de generalidade, vamos assumir que
F; #0,paratodoi € {1,...,k}.

Agora, como y — 1 € I, existem polindmios pq, ..., pr € R[x, y] tais que

y—1l=piFi+-+ pp Fy. (1.26)

Observe que grau(F;) > 1 paratodoi € {1,...,k}*%. Assim, F;(0,0) = 0 para todo i
(uma vez que todo polindmio homogéneo de grau maior ou igual que 1 anula-se na origem).
Portanto, ao calcularmos (1.26) na origem, chegamos num absurdo.

Proposicao 1.17. Seja I um ideal do anel S = K|[xo, ..., x,]. Verifica-se que
Vg=go+--+gqael (g €S tem-sequeg; €l,
com 0<i <d.

2Visto que, grau(F;) = 0 implica em F; polinémio constante ndo nulo, logo F;(0,1) = F; # 0.

I é homogéneo <—
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Demonstra¢do. Se h € S vamos denotar por (h),, € Sy, a parte homogénea de grau m
de h.

Sendo I < S ideal homogéneo, escolha polindmios homogéneos Fi, ..., Fy em S
taisque I = (Fy,..., Fx).
Seja g € I ndo nulo de grau d tal que

g=g t& +--+g4, comg; €S;.

Como g € [ existem py,..., px € S taisque g = p1 F1 + -+ + pi Fx. Assim,

.1.43

E
gi=@i=PF++pF)i =T (piFDi o+ (0 Fi (1.27)

Agora vamos focar na determinagdo de (p1 F1)i, ..., (pr Fi)i;. Para isso, assuma que
grau(F;) = dj paracada j € {1,...,k}. Segue do Exercicio 1.43 que

) (PDi—g Fr. ose i >dy ) (PR)i—ay Fie, se i > dyg
(prF1)i = 0, sei<d (PeFi)i = 0, se i < dy
Portanto, (p1 F1)i, ..., (px Fr); pertencem ao ideal (Fy,..., Fy) = I. Segue de

(1.27)que g; € [ paracadai € {0,...,d}.

Como S ¢ um anel noetheriano podemos escolher ki, ..., iy geradores do ideal /.
Assuma que a decomposicdo desses geradores do ideal I ¢ dada por

hi = (h)o+ (hi)1 +---+ (h)g,

he = (o + ()1 + -+ (i),

Afirmacdo: Seja J = ((hl)o,(hl)l,...,(hl)dl,...,(hk)o,(hk)l,...,(hk)dk). Entdo
1 =1J.

Sendo A1, ..., hx geradores do ideal 7, segue da hipdtese que as partes homogéneas
de cada /i ; pertencem ao ideal /. Portanto, J C /.
A outra inclusdo fica para o leitor. O

A luz da Proposigdo 1.17, se retornarmos no Exemplo 1.46, podemos afirmar que: Se
I = (x,y — 1) for um ideal homogéneo do anel R[x, y] entdo x, y,—1 € I, sendo que
ye&le—1¢I.Logo I ndoéum ideal homogéneo.

Exercicio 1.45. Sejam [ e J ideais homogéneos em S = K[xy, ..., x,] ¢ T um subcon-
junto de S formado por polindmios homogéneos. Mostre que I N J, /1 e (T') sdo ideais
homogéneos de S.
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Zeros de um polinémio homogéneo

Considere [1 : 1] € P! e f = xo — x7 € C[xo,x1]. Ao considerarmos as coordenadas
homogéneas 1, 1 do ponto [1 : 1], temos que f(1,1) = 0. Entretanto, ao mudar para as
coordenadas homogeéneas 2, 2 do mesmo ponto tem-se que f(2,2) =2 —4 = =2 # 0.
Ou seja, o valor de f num representante de [1 : 1] é igual a zero ¢ em outro ¢ distinto de
zero. Isso acontece pelo fato de f = x¢ — x7 ndo ser um polindémio homogéneo.

O Corolério 1.8 nos garante que se [ag : ... : ay] € Pg e F € S4, entdo

F(ag,...,ap) =0 < F(lag,...,ray) =0, V AekK.

Assim, faz sentido definir para cada F' € Sy, o conjunto dos zeros do polinémio F por

Z(F) = {p e PIF(p) =0},

sendo F(p) = F(ao.....as)se,p=lag: ...:ay).>?
Em geral, se T for um subconjunto de S = K[xo,..., xs], cujos elementos sdo po-
lindmios homogéneos, definimos o conjunto dos zeros de T por
Z(T):= [ Z(F).
FeT
Seja I um ideal homogéneo do anel S = K]xy,...,x,] tendo Fi,..., Fx como con-

junto de geradores homogéneos. Definimos o conjunto dos zeros de I por

k
Z(I) = ﬂZ(F,-).

i=1

Exemplo 1.47. Considere I = (3x; — x¢, X2 — Xo) em R[xg, X1, x2]. Vamos determinar
os zeros de I no plano projetivo real IP’H%.

Considere a = [ag : a; : az] € Pﬁ e observe que
Z(I) = Z(3x1 — x0) N Z(x2 — Xp).

Assim,
a€eZ(l) < aec Z(B3x1—x0) ¢acZ(xz—Xxp)
<= 3a1—ap=0¢ca,—ayg=0

ao
<:>a1=?ea2=ao, com ag # 0

:»az[ao:a?():ao]z[&lﬂ]

Portanto, Z(1) = {[3 01 3]} consiste de um tnico ponto.

3 Observe que embora G = x(z) — x% € C[x0, x1] seja um polindmio homogéneo de grau 2, ao considerar-

mosa = [1: 0] € P! o valor G(a) nio estd bem definido, uma vez que G(1,0) = 1 e G(A,0) = A2 # 1
se, A &€ {1, —1}, ou seja, o valor depende do representante do ponto a.
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Exercicio 1.46. Mostre que a defini¢cdo de zeros de um ideal homogéneo I independe da
conjunto de geradores homogéneos escolhidos.

Exercicio 1.47. Seja I um ideal homogéneo do anel S = K{xg, ..., x,]. Defina
"= {F € I|F € S4 paraalgum d > 0}.
Mostre que Z(I) = Z(I").

Proposicio 1.18. Sejam I e J ideais homogéneos do anel S = K[xg,...,xy]eT C S
formado por polinomios homogéneos. Verifica-se que:

(1) Se I C J entdo Z(1) 2 Z(J).
(i) Z() = Z(JT).
(iii) Z(T) = Z((T)).
iv) Z(HUZJ)=ZINJ).
Demonstragdo. Lembre que, se [ idé“l S homogéneo, entdo Z(I) = Z(I") (cf. Exerci-
cio 1.47).
Note que I C J implica em 1" - Jh. Assim,

Ihcyh
aeZ(J)=Z(JM e Fa)=0, VF e J" = Fa)=0, VF e I" —s a € Z(I).

Como I C /1, segue de (i) que Z(+/I) € Z(I). A seguir, mostraremos a outra
inclusdo. Assuma que / # S (deixamos o caso I = S como exercicio).

Observe que, se G € (+/I)" entdo G é homogéneo e G € +/I. Logo, G™ € I para
algum m > 1 inteiro e G™ ¢ homogéneo. Portanto,

a€Z(I)=0=G"(a) =G(a) -Gla) = Ga) = 0= a € Z(VI).
———
m—vezes

(iii)) |Como T € (T') e T é formado por polindmios homogéneos, concluimos que 7 C

(T)h. Assim, segue de (i) que Z({T')) < Z(T).
Por outro lado, note que todo G € { T)h ¢ um polindmio homogéneo que pertence a
(T). Assim, existem Fj,,....F;, € T e H;,,...,H;, € S tais que

G=H;F, + -+ H,F. (1.28)
Considere a € Z(T). Logo

(1.28)
F;,(a)=0,....F,(a) =0 = Ga)=0=a < Z((T)).
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Portanto, Z(T) € Z({(T)).

Deixamos a cargo do leitor. O

Nas proximas subse¢des vamos introduzir os conceitos de conjunto algébrico, ideal
associado entre outros.

Conjunto algébrico em Py

Um subconjunto Y de Py ¢ denominado conjunto algébrico projetivo (ou simplesmente,
conjunto algébrico em Pg) se, existe I € S = K[xo, ..., x,] ideal homogéneo tal que
Y =2Z().

NoTtagAo: Se T for um conjunto finito, digamos T = {F1, ..., Fi}, usaremos a nota¢do
Z(Fy,..., Fy)emlugarde Z({Fy,..., Fi}).

Exemplo 1.48. ¢ e Pg sdo conjuntos algébricos projetivos. De fato, @ = Z(1) e Pg =
Z(0).

Exemplo 1.49. Todo conjunto unitario ¢ um conjunto algébrico projetivo.

Considere {a} C Pg sendoa = [ag : ... : a,]. Suponha que ag # 0, entdo a = [1 :
ap | . an]
a0 al

Queremos determinar F' € Sy, tal que F'(a) = 0. Vamos comegar a procura em grau
1 (i.e. d = 1). Considere F = agxg + @1 X1 + - + @pXx, € S1. Assim,

ai an
Fla)=0 <= aow+a1—+--+a,— =0
ag ao
ai an
— o =—(a1—+---+an—)
ao ag

aq [237%
= F = —(ala——l—m—i—ana—)xo—l—mxl + oy

0 aq 0 an a
— = ot1<xl - a—xo) ~|—ot2(X2 - —xo) + - +otn<xn - —nxo)
0

ao ao
ai az dap
= F e({x;1— —X9,X2 — —X0,...,Xp — —Xo
ap ap ao
&= F € {agx1 —aixg,apXxz — azXxo, . ..,doXn — ApnXo)

Afirmacdo 1: {a} = Z(F1,..., Fy), com F; = agx; — ajXxg.
De fato, considere b = [bg : by : ... : by] € Pg. Note que

be Z(Fi.....F,) <= Fi(b)=aobi —aibo=0, Vie{l,... n}
b
e b =ai— Viefl,....n} ebg#0

be b b
:>b=[a0—0:a1—0:...:a,,—0]=a
ao ao ao
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Como {a} € Z(F1,..., Fy), concluimos que {a} = Z(Fy,..., Fy).

Para concluirmos, observe que se ag = 0 entdo existe i € {1,...,n} tal que a; # 0.
Neste caso, deixamos a cargo do leitor verificar que.
Afirmacdo 2: {a} = Z(a;xo — aoXi,...,a;X; —ajXi,...,a;Xy — ApX;).
~———
J#i

Conjuntos algébricos em P!

A seguir daremos uma descri¢do dos conjuntos algébricos na reta projetiva complexa™.
Sabemos que @ e P! sdo conjuntos algébricos na reta projetiva P1. Em geral, os con-
juntos algébricos sdo determinado pela interse¢@o dos zeros de polindmios homogéneos.
Assim, vamos comegar explorando o conjunto algébrico Z(F) C P! com F € C[xo, x1]
homogéneo de grau d > 1.
Nocasod = 1, F = bxg — ax, coma, b € C ndo ambos nulos®. Observe que

a=lag:ai] € Z(bxg—ax;) <= bag—aa; =0

0| @
a b

<= (agp,a1) e (a,b) sdoL.D.
< a=1lap:a1]l=[a:b].

Portanto, Z(F) = {[a : b]} consiste de um Gnico ponto, cujas coordenadas homogéneas

sdo determinadas a partir dos coeficientes da forma linear F'.

Para abordarmos o caso d > 2 vamos precisar do seguinte lema.

Lema 1.8. Considere F € C[xg, x1] homogéneo de graud > 1. Entdo existem Ly, ..., Ly
polinomios homogéneos de grau 1 (ndo necessariamente distintos) tais que F = L -
Ly---Lyg.

Demonstragdo. Faremos a demonstragdo usando indugdo em d.
* d = 1. Neste caso, existe L1 = F.

» Assuma que a afirmag@o ¢ valida para todo polindmio homogéneo de grau menor
ou igual que d.
* Considere G € C|[xg, x1] homogéneo de grau d + 1.

Temos duas possibilidades: x¢|G ou xo G.
Caso 1: x¢|G.
Neste caso, G = x¢ - F sendo F € C[xg, x1] homogéneo de grau d.

54Lembre que P! = ]P’((I: ¢ a reta projetiva complexa. ]P’Hl% ¢ a reta projetiva real.
35 Aorepresentar F = agxo+a1x1 comag, @) € C nio ambos nulos tem-se que Z(F) = {[al : —ao]}.
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Assim, segue da hipotese de inducdo que existem Ly,...,Ls polindmios homogé-
neos de grau 1 taisque F = Ly - L, --- Lg4. Portanto

G=x9-Ly-Ly---Lg=Ly-Ly---Lg-Lgy1, sendo Lgi; = Xop.

Caso 2: x¢ G.

Neste caso, F = ozoxf + alxox{i_l + - 4 ad_lxg_lxl + ozdxg com ¢y # 0.
Considere f(x1) = F(1,x1) = aox‘lj + ozlx‘li_l 4+ ag_1x; +ag € Clxq].
Sendo € um corpo algebricamente fechado e f de grau d > 1, existe ¢ € C raiz
de f,ouseja, f(c) =0= F(1,c).

A seguir, vamos mostrar que (x; — c¢xg)|F. De fato, ao aplicarmos o algoritmo
da divisdo em A[x;], sendo A = C[x¢], segue-se que existem Q, R € A[x;] =
Clxo, x1] tais que

F=(x1—cx)Q0+R, R=0ou0#ReA=C|x. (1.29)

Lembre que F(1,c) = 0 e F é homogéneo, logo F(A,Ac) =0, VA e C.

Assim, segue de (1.29)que 0 = F(A,Ac) = 0Q (A, Ac)+R(A) = R(A), VA eC.
Portanto, R = 0 e segue de (1.29) que F = (x; — ¢x9)Q, com Q € Clxg, x1]
homogéneo®® de grau d. Assim, o resultado segue de forma aniloga ao caso 1
(trocado a forma linear x¢ pela forma linear x; — cxy).

O

Assim, todo polindmio homogéneo em C|[xg, x1] € um produto de fatores lineares
da forma bxy — ax; (podendo aparecer fatores repetidos). Logo, podemos representar
F € C[xy, x1] da seguinte forma:

F =L -L;”Z-HLZ", sendo L; = bjxg —a;jx; e{Ly,...,L;} LL

com my, ..., my naturais tais que m; + --- + my = d. Assim, ao aplicarmos Z na
igualdade acima, chegamos em

Z(F)=Z(LTHYUZLF*)U---UZL™)=Z(L)UZ(L)U---U Z(Ly).
Portanto,
Z(F) = {lar : ba).laz < bal. .. lax < by

consiste de k pontos distintos.
Concluimos que os conjuntos algébricos em P! sio os subconjuntos finitos de P! e
P!
Vale salientar que no caso geral ao fatorarmos um polindmio homogéneo G em K[xo, x1, .. ., X,
e aplicarmos Z, vamos escrever Z(G) como uma unido de hipersuperficies, conceito que
vamos introduzir a seguir.

%6Se F,G ¢ H sio polindmios em S = K[xo, ..., x;] nio nulos tais que F = G - H. Verifica-se que:
SeFeSsjeGeSeentioe<deHeS ;.



1.2. No universo projetivo 65

. o )
Hipersuperficies em Py

Um conjunto algébrico Y C Pg é denominado hipersuperficie se existe ' € S; ndo nulo
degraud > 1talque Y = Z(F).
Se Z(F) é uma hipersuperficie tal que (F) = /(F) (ou seja, F ¢ livre de quadra-
dos’"), entdo Z(F) sera denominada hipersuperficie reduzida de grau d = grau(F).
Conforme seja o grau d da hipersuperficie reduzida Z(F) C P2, ¢ usada a seguinte
nomenclatura:

* Em Pg
d
d

* Em ]P’]Izg ¢ denominada curva de grau d.

Hiperplano
3,4,5,... Hipersuperficie quadrica, ctibica, quartica, quintica, ...

d=1 Reta
d =2,3,4,5,... coOnica, cibica, quartica, quintica, ...

« Em PPZ ¢ denominada superficie de grau d.
d
d

A seguir, vamos introduzir as variedades lineares no caso projetivo. De forma analoga
ao caso afim, entre as variedades lineares, encontram-se os pontos, retas e planos.

Plano
3,4,5,... Superficie quadrica, cubica, quartica, quintica, ...

Variedades lineares projetivas

Seja A um conjunto algébrico préprio em Pg e 0 < k < n inteiro. A é denominada
k-variedade linear (ou k-plano) se, existirem Lq,...,L,_x € S; LI tais que A =
Z(L1,...,Ly—g).

Exemplo 1.50. Segue do Exemplo 1.49 que um conjunto unitario {a} C Pg ¢ uma 0-
variedade linear.

Exercicio 1.48. Mostre que ¥ = {[ao tap taz) € Pﬁmlaz = O} nao ¢ uma variedade

linear.

57Se F € K[xo,. .., x,] admite a fatoragdo em irredutiveis F = Fln1 e F,?k dizemos que F ¢ livre de
quadradossen; = ... =ni = 1.
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Retas e planos em Py

* £ éumaretaem P, se £ foruma 1-variedade linear, ou seja, se existirem L1, ..., L,—1 €
Sy Ll taisquel = Z(Ly,...,Ly—1).

» 7 éum plano em PZ, se 7w for uma 2-variedade linear, ou seja, se existirem Ly, ..., L5 €
Sy LLtaisquer = Z(Ly,...,Ly—2).

Exemplo 1.51. Considere £ uma reta em P3. Logo, £ = Z(Ly, L,) sendo Ly, L, LI
em Sy. Assim, £ = Z(L1) N Z(L,), ou seja, a reta £ é determinada pela intersecdo de
dois planos distintos.

Observagao 1.10. Como veremos em breve (cf. Proposigdo 1.19), as variedades lineares
sdo copias dos espacos projetivos. Mais precisamente, retas sdo isomorfas®® com P!,
planos com P2, e assim por diante. Para isso, fixaremos ¥ : §; —> (K"*1)* isomorfismo
K-linear descrito a seguir.

Lembre que S; € um espago vetorial de dimenséo n + 1 sobre K tendo {xo, ..., x,}
como uma base.

Para simplificar as notacdes vamos denotar por {ey. . .., e, } a base canonica de K" 1,
sendoeg = (1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1). Aseguirconsidere abase dual {¢g, ..., e;}.
Assim, e;‘ € (K™"T1)* ¢ o funcional linear dado por e}‘(v) =v;sev = (Vg,V1,...,Vp) €
Krtl

Fixadas essas bases vamos considerar o isomorfismo linear
¥ S — (K"H*  dado por agxo + -+ + anxy —> ageg + -+ + aper. (1.30)

Lema 1.9. Seja V um espago vetorial sobre um corpo K de dimensaon e f1,..., fr com
k < n funcionais lineares sobre V (i.e. f1,..., fr € V*). Seja W; = ker(f;) para cada
i, 1 <i <k, entdo temos:

(1) fi,..., frx sdo L.l se, e somente se, dim(Wy N---N W) =n —k.

38 [somorfismos sdo fungdes bijetivas tais que ela e sua inversa sdo definidas localmente por fungdes coorde-
nadas polinomiais (cf. Proposicao 1.32).
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(i) f1,..., fx sdo L.D. se, e somente se, dim(Wy N---N W) >n —k.

Demonstracdo. Observe que [f1. ..., fi] é o anulador®® de Wi N --- N Wy. Assim,
dim(WyN---N W) =n—dim[fy,..., fr].
A partir dessa igualdade deduzimos as afirmagdes (i) e (ii). O

Proposi¢do 1.19. Seja A um conjunto algébrico préprio em Pg e 0 < k < n inteiro.
Verifica-se que
A é uma k-variedade linear <= Existe W € Gy 1(K"1Y) tal que A = P(W).

Demonstragdo. Seja A uma k-variedade linear em Pg . Assim, existem Ly, ..., L, ¢ €
Sy LILtaisque A = Z(Ly,...,Ly—k).
A partir do isomorfismo em (1.30), considere f; = ¥(L;) € (K**1)*. Como {Li};’;{‘

¢ L.I. segue que {fi};’;’f também ¢ L.I.. Logo, segue do item (i) no Lema 1.9 que

dm(Wyn---NW,_p)=n+1—-mn—-k)=k+1

sendo W; = ker(f;) paracadai, 1 <i <n—k.
Afirmacdo 1: Se W = Wy N --- N W, entdo A = P(W).

De fato, se L; = ) j_qai;x; entdo fi = Y| _ga;jej parai = 0,....n —k.
Assim,
b=1lbo:...:byl€ A = Li(b) = X" _gai;b; =0, Vie{l,....n—k}

<~ fi(bo,....by) =0, Vie{l,...,.n—k}
< (bo,...,by) € W —{(0,...,0)}
< b e P(W).

Assuma que A é um conjunto algébrico proprio em Py tal que A = P(W), sendo
W um subespago de K" ! de dimensdo k + 1 com 0 < k < n inteiro.

Assim, W©, o anulador de W, tem dimensdo (n +1) — (k + 1) = n — k.

Seja {fi..... fn_i ) umabase de W°. Considere, L; = ¥~ (f;) para cada i. Assim,
{L; }?;’f ¢ um conjunto L.I. em S;.

Deixamos a cargo do leitor concluir que A = Z(Ly,..., L,—x). O

Corolario 1.9. Seja A um conjunto algébrico em Pg. Entdo
(i) A éumareta = A =P (W), para algum W € Go(K"*1).

(ii) A éum plano <= A = P(W), para algum W € G3(K"+1).

598e W & um subespago vetorial de V', define-se o anulador de W por: WO = {f e V*|f(w) =0, Vw €
W}. Verifica-se que dim V = dim W + dim WO.
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Exercicio 1.49. Sejam £, e {, retas distintas em P2. Mostre que £; N £, consiste de um
unico ponto.

A P2

[2)

Exercicio 1.50. Sejam £, £, retas em P3 ¢ H C P3 um plano. Mostre que:

(a) £ C H ou £N H consiste de um Gnico ponto.

AN

/

(b) Set; = P(W;) com W; € G,(C*) parai = 1,2, entdo
LNl =0 W &W,=C*

No caso projetivo, também podemos definir a topologia de Zariski, que de forma ana-
loga ao caso afim, tem os conjuntos algébricos projetivos como fechados.

Topologia de Zariski em Py

Proposi¢io 1.20. Se Cy1g = {Y|Y é um conjunto algébrico em P } entdo Cqq induz

uma topologia em P, ao considerarmos os complementares dos conjuntos algébricos
em IPg. Esta topologia é denominada Topologia de Zariski em Pg.

Demonstragdo. Deixamos a cargo do leitor. O

No que segue do texto ao considerarmos subconjuntos de P usaremos a topologia
induzida pela topologia de Zariski em Py, salvo mengdo em contrario.

1.2.1 Variedades projetivas e quase projetivas

Seja Y C Pg um conjunto algébrico projetivo. Y sera denominada variedade projetiva
se, Y for irredutivel.® De forma mais geral, um subconjunto Y de Pg é denominado

60Se X um espago topologico e ¥ um subconjunto de X . Considere a topologia induzida por X em Y.
V F, F> fechadosem Y taisque Y = F1 U F»

Y ¢é dito irredutivel <= tem-se que F1 = Y ou Fo = Y.
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conjunto algébrico quase projetivo (respectivamente, variedade quase projetiva ) se for
um subconjunto aberto de um conjunto algébrico projetivo (respectivamente, se for um
subconjunto aberto de uma variedade projetiva) em Pg.

Exemplo 1.52. Todos os abertos e variedades projetivas em Py sdo variedades quase
projetivas.

Exemplo 1.53. O conjunto vazio ¢ um conjunto irredutivel em Py . Logo, uma variedade
quase projetiva.

Exemplo 1.54. 0 # Y C P! ¢ irredutivel <= Y é unitario ou Y ¢ infinito. Sabemos
que os fechados em P! sio os subconjuntos finitos de P! e o proprio P1. Assim, todo
subconjunto infinito de P! ¢ irredutivel.

Assim, s6 nos resta considerar Y C P! finito e ndo vazio. Agora, observe que todo
conjunto unitério é irredutivel. A seguir, assuma que ¥ C P! ¢ finito e irredutivel. Supo-
nha que #(Y') > 2. Neste caso, podemos escolher a € Y e escrever Y = F; U F, sendo
F; ={a} e F, =Y — F; ambos fechados proprios de Y. Logo Y € redutivel.

Observe que o Exemplo 1.54 nos permite concluir que:
Exemplo 1.55. ¢ # Y C P! ¢ uma variedade projetiva <= Y ¢ unitarioou Y = P!,
Exemplo 1.56. Se K for um corpo infinito, segue do Exemplo 1.60 que Pg ¢ uma varie-
dade projetiva.
Exemplo 1.57. Y = {[ag tay cap] € Pﬁmlaz = 0} ¢ uma curva de grau 2, visto que
Y = Z(x1x2) e (x1x2) ¢ um ideal homogéneo radical do anel R[xg, x1, x3]. Observe que
Y ¢é irredutivel. De fato,

Z(x1x2) = Z(x1) U Z(x2) € Z(x1) N Z(x2) = {[1 F O]}.

Assim, Y ¢ unido das retas (projetivas) £1 = Z(x1) e €2 = Z(x3) que se encontram no

pontop = [1:0:0].
{0 Y

%3

Observagao 1.11. SejaY = {[ao tay tap] € P§|a1a2 = O}. NotequeY = Z(x1x3) =

Z(x3xp) = Z(x1x3) = Z(x]'x,?) com ny,ny inteiros positivos®'. Assim, ndo pode-
mos definir o grau da curva Y simplesmente como sendo grau(F), tal que Y = Z(F).

61De fato, {/(x"! x22) = (x1x2) para quaisquer 1] e 1> inteiros positivos.
1 X2 para quaisq p
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Se F ¢ homogéneo de grau d, tal que Y = Z(F), podemos concluir que
(F) = (x1x2)?

Comece por perceber que d > 2. ©. Se
Observe que podemos escrever F da seguinte forma

F=xy-L+ ocoxf + a1x1x9 + ozzxg, com L = Boxo + B1x1 + Baxz.

Ao consideramos os pontosp = [1 : 0 : O, py = [1 : 1 :0],p2 =[2:1:0],
p3=[1:0:1]eps =[2:0:1]em Y, temos que

Fp)=0 = az =0,

F(p1)=O — apg+a; =0
F(p2)=0 - (X0+2061=O

F(p3) =0 = Bo+pP2=0
F(pa) =0 = 280+ B2=0

Portanto, F = B1x1x2. Neste caso, /(F) = (F) = (x1x3).

Podemos escrever F' da seguinte forma
3

F = x1x2L + Faoxy + Xg(@1x1 + 02x2) + Xo(03X7 + @ax3) + asx} + aex;

== o9 =a; = 0.

= Bo=p2=0.

sendo L = Boxg + B1x1 + Baxa.

p=[1:0:01€Y = F(p) =0 = a9 =0.

F(q9)=0
q=[t:1:01€eY,VteR é a1’ +ost+as =0, Vi eR = o; = a3 = as = 0.
F(r)=0
r=[t:0:1€Y,VieR = ot 4ost+ag =0, Vi €eR = o, = g = ag = 0.
Portanto, F = x1x,L, sendo L = Box¢ + B1x1 + PB2x2. Agora, note que
Y =Z2Z(F)=Z(x1x2L) = Z(x1x2) UZ(L) = Z(L) CY
=y

sendo Z(L) uma reta em Pﬁ. Deixamos como exercicio mostrar que L = fB;x; ou
_ _ 2 _ 2
L = Bsx,. Portanto, F = B1xixp ou F = Box1x5.

02 Visto que, se grau(F) = 1entdo F = agxo + a1x] + a2xp sendo algum «; ndo nulo. Como
p=[1:0:0],py =[1:1:0]epr =[1:0: 1] sdo pontos de Y, temos que F(p) = a9 = 0,
F(p1) =a1 =0¢ F(p2) = a2 = 0, 0 que ¢ absurdo.
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Considere F = xlxg_3 (xg + xf + x%). Note que,

Z(F)=2(xix{HUZ0E +xF+xD) =Y e (F) = (xixa2(x] + x7 + x2)).

-y =0 # (x1x2)

Como veremos a seguir o conceito de ideal associado no caso projetivo ¢ idéntico
ao do caso afim. Entretanto, uma peculiaridade do caso projetivo é que tais ideais sdo
homogéneos, como veremos na Observagao 1.12.

Ideal Associado

Considere Y C Pg. O ideal associado aY em S = K[xo,x1,...,x,] ¢ dado por
(Y) = {feS|f(a)=o, Vaey}.

Observacdo 1.12. Seja T = {F € S|F ¢ homogéneoe F(a) =0, Vace Y}.

(a) Z(Y) = (T). Logo Z(Y') é um ideal homogéneo do anel S.

De fato, para todo F € T verifica-se que F(a) = 0, Va € Y. Assim, todo
g € (T') também satisfaz a condi¢do g(a) = 0, Va €Y. Portanto, (T) C Z(Y).

Para verificarmos a outra inclusio, considere 0 # f € Z(Y )% e escreva f na sua
decomposi¢do em partes homogéneas, ou seja,

f=fo+ fit+-+ fa. com f;i€S;. (1.31)
Sea =1ag:...:ay] €Y entdo f(a) = 0 e segue de (1.31) que
Jo+ filao,....an) + -+ falao.....an) =0

Entretanto, se mudarmos as coordenadas homogéneas do ponto a paraa = [Aay :
... Aay] com A em K ndo nulo, segue de (1.31) que

fo+ fihao,...,Aay) +---+ fa(Rao, ..., ray,) =0, VAekK, A #0.
Ou equivalentemente,
fo+ filag,....ap)A + -+ fa(ag.....a)r? =0, VAeK, A #0. (1.32)

Segue de (1.32) que Zid=0 bit' € K[t] sendo b; = f;(ag,...,an) € K é o polind-
mio nulo (visto que K ¢ infinito). Portanto,

fi(@o,....an) =0, Vielo,....d} = fi(a)=0, Vielo,... d}.

03Se Z(Y) = {0} o resultado segue.
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Como a € Y ¢ arbitrério, concluimos que
fita)=0, Vie{0,...,d},VaeY.
Portanto, fy,..., fg € (T). Assim, segue de (1.31) que f € (T).
(b) Z(Y) é um ideal radical. Deixamos essa verificag¢do a cargo do leitor.

Exemplo 1.58. Z(Pg) = {0} se K ¢ infinito. Basta aplicar o raciocinio do Exemplo 1.15.

Exemplo 1.59. Sea = [ag : ... : ay] € Pg coma; # 0, entdo Z({a}) = (a;jxo —
aoXi,...,aiX; —a;X;,...,a;x, —dpx;) (cf. Exemplo 1.49).
————
J#i

Observe que Z(1) = @ e Z(xg, X1,...,X,) = 0.
(a) Z(9) =?

(b) Quais sdo todos os ideais J C S = K[xg, x1, ..., X,] homogéneos do anel
tais que Z(J) = @?

Proposicao 1.21. Sejam I um ideal homogéneo de S e S+ = (x¢,X1,...,%Xn) 0 ideal
irrelevante. Entdo sdo equivalentes:

i) Z2U)=2.
(i) VT =(1)ou~T=S5,.
(iii)) Sy C I, para algum d > 0.
Demonstragao. Suponha que /7 # (1). Nosso objetivo sera mostrar que
VI=8,.

Se /T # (1), entdo I # (1). Assim, segue do Teorema dos zeros de Hilbert no caso
afim (cf. Teorema 1.1) que

Z(I) = {a e ALY f@) =0, V f e 1} £ 0.

Afirmacio: Z(I) = {(0, 0,...,0)}.

Sejam Fi, ..., Fx um conjunto de geradores homogéneos de /. Assim, [ = (Fy,..., Fg)
e Z(1) = Z(F1)N---N Z(Fy). Como F; ¢ homogéneo tem-se que

Fi(0,0,...,0) =0, VYi=>(0,0,...,0) € Z(]).
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A seguir, suponha por absurdo que a = (ag,...,a,) € Z(I)ea # (0,0,...,0).
Neste caso,
Fi(a)=0, Vi=ag:...:a,] € Z)

0 que ¢ um absurdo.
Por outro lado, o Teorema dos zeros de Hilbert (cf. Teorema 1.1) também nos garante
que Z(Z(I)) = /1. Assim,

Z({(0,0,....00) = VI < S, = V1.
(i) = (i) | Sabemos que Z(1) = Z(~/T) (veja Proposigio 1.18). Além disso, Z(J) =

@seJ = (1) ouJ = Sy. Portanto, se / ¢ um ideal satisfazendo (ii) segue-se que
Z() =40.

(ii) == (iii) | Vamos analisar as duas possibilidades para ~/1 (conforme (ii)).
« VI=(l)=1=8= S; CIparatodod > 0.

. ﬁ:S+ = Vie{0,...,n}, Im; >linteirotalquexlmi el.

Afirmacdo: Sejam m = max{my,...,my,}ed =m(n + 1) entdo Sy C I.

Considere u = x(i,o .xn € S;. Observe que se existir j € {ig,...,i,} tal que
j = mentdou € I, visto que x* € I paratodo i (pois x™ = x;"'x" " ex;" € I).
Caso contrario, iy < m parak =0,...,n,logoig +---+i, <mm+1)=d,oqueé
absurdo.

(iii) = (i) [Se d = 0, entdo I = (1). Caso contrario, temos que S; C [ para algum
d > 1. Entio {xg,xf, e ,x,‘,i} C I. Portanto,

Z() C Z(xg,xf,...,x,‘f) = Z(X0,X1,...,Xn) =0,
ouseja, Z(I) = 0. O

Proposicdo 1.22. Sejam Y, Y1 C Pg e T € S = K|xo, ..., x,] formado por polinémios
homogéneos. Entdo

(i) SeY, C Y, entdoZ(Y) C Z(Yy).
(i) Z(Y UYy)) =Z(Y) NI(Y).
(iii)) T C Z(Z(T)).

(iv) Z(Z(Y)) =Y, sendo Y o fecho de Y relativo a topologia de Zariski.
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Demonstragdo. Segue da definicdo de ideal associado.
Prova analoga ao caso afim (veja a prova do item (iii) da Proposi¢do 1.5).
(iii) | Deixamos como exercicio.

Prova anéloga ao caso afim (veja a prova do item (v) da Proposicao 1.5). O

Exercicio 1.51. Seja Y = {[1 t )t e (C} C P2. Determine Z(Y).

Exercicio 1.52. Sejam Y = {p,q} C P2, p=[1:0:0]eq = [0: 1 : 0]. Considere
S = C|xg, x1, x2] e defina

Ag:={f €Salf(p) =0= f(q)}
(i) Mostre que A4 € um subespaco vetorial de S.
(i) Determine uma base para Ay, A e A3. Qual é a dimensdo de A4?
(iii) Determine Z(Y').
O ideal associado Z no caso projetivo também pode ser usado para determinar se um

dado conjunto algébrico projetivo ¢ uma variedade projetiva ou ndo (cf. Proposi¢ao 1.23).
Entretanto, para estabelecermos tal resultado, precisaremos usar o seguinte lema.

Lema 1.10. Sejam S = K[xo....,x,], S" = {F € S|F € Sy para algum d} e I um
ideal homogéneo de S. Entdo I é primo se, e somente se, para todos F, G € S" tais que
FGel, tem-seque F €l ouG € 1.

Demonstragao. Se F,G € S" entdo F,G € S. Assim, essa implicagio segue da
definicdo de ideal primo no anel S.

Sejam f.g e Staisque fg € I. Assumaque f ¢ I.

Escreva a decomposicao de f e g em partes homogéneas,

f=f+th++/fa ¢ g=g+&+ " +¢g.

Assim, a decomposi¢do em partes homogéneas de fg ¢ dada por:

k
(f&)o = fogo. (f&)1 = fog1 + fig0. - (fDk = D figk—tr---. (fQde = fage.

£=0
Lembre que:

s fgel < (fekel, Yke{0,...,de}.
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e f¢l < 3Jiec{0,...,d}, talque f; ¢ I.

Sejaa € {0,...,d} o menor indice tal que fo & I. Assim, fo, f1,..., fa—1 €1 €
fo &1.

Afirmacdo: gj € I paratodo j € {0, ..., e}.
Por absurdo, suponha que existe i € {0,...,e}talque g; ¢ I. Escolha 8 € {0,...,e}

tal que go,...,gp—1 €l egp ¢ 1.
Entretanto, (fg)a+p € I. Assim,

-1
pd Hip.

(f&a+p = § Jt8at+p—t + JagBt far188-1 + -+ farp8o = fagp €1 f=¢> g
=0
_,—/
el

el

O que ¢ absurdo.
Portanto, segue da afirmagdo que g € I. Assim, / ¢ um ideal primo do anel S. O

Proposicao 1.23. Seja Y um subconjunto de Py néo vazio. Entdo
Y éirredutivel <= Z(Y) é um ideal primo.
Demonstra¢do. Segue do Lema 1.10 e da Proposicao 1.6. O

Exemplo 1.60. Se K for infinito entdo Py ¢ irredutivel.
Seja J = Z(Pg) € § = Klxo,...,x,]. Observe que Z(J) = A’H’;’l. Assim,
J S VT =I(Z(J)) = Z(AE™") = {0}. Portanto, Z(P) = {0} € Spec(S).

Exercicio 1.53. Seja X C P” tal que Z(X) = (F) com F € Sg com d > 1. Mostre que
X é irredutivel se, e somente se, F' é um polinémio irredutivel do anel § = C|[xy, ..., X;].
Pontos singulares numa hipersuperficie

Sejam X C Pg um hipersuperficie tal que Z(X) = (F) e p € X. Dizemos que p é um

oF
ponto singular de X se — (p) = 0, paracadai € {0, ..., n}. Usaremos a notagdo Sing(X)

para indicar o conjunto de todos os pontos singulares que a hipersuperficie X possui. Se
Sing(X) = @ diremos que X é uma hipersuperficie ndo singular. Caso contrario, ou seja,
se Sing(X) # @, entdo diremos que X é singular.

Exemplo 1.61. Considere F € S = CJxo, ..., x,] homogéneo ¢ X = Z(F) C P". Note
que

(a) Se F € S7 é ndo nulo, entdo Sing(X) = @. Logo, todo hiperplano em P” é ndo
singular.

el.
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(b) Se F = x§+x8+---+x9_, € Sgcomd,n >2,entdo[0:0:...:0: 1] éounico
ponto singular da hipersuperficie X.% Logo, X é uma hipersuperficie singular.

Exercicio 1.54. Dado F = agoX? + ao1XoX1 + doaXoX2 + a11X3 + a12X1X2 + axx3,
considere a conica C = Z(F) C P2. Mostre que

2a90 a1 a2
Cé singular < aop1 2a11 a2 | =0
ap2 aiz 2az

Um resultado que nos permite fazer uma conexao entre o conceito de irredutibilidade
e hipersuperficies ndo singulares € o seguinte: toda hipersuperficie ndo singular em P se
n > 2 ¢éirredutivel (cf. Lema 1.13).

Componentes irredutiveis dos conjuntos algébricos projetivos

Como no caso afim, verifica-se que

Lema 1.11. Todo conjunto algébrico projetivo em Pg é um espago topolégico noetheriano
(com a topologia induzida).

Assim, segue da Proposi¢do 1.7 que se Y € um conjunto algébrico ndo vazio em P2,
entdo Y pode ser escrito como uma unifo finita

Y=YUY,U---UYy

onde cada Y; ¢ um subconjunto fechado irredutivel de Y. Se colocarmos a condigdo
Y, € Y; paratodoi # j,entdo Y1,..., Y sdo unicamente determinados (a menos de
reordenagdo). Neste caso, Y71, ..., Y sdo denominadas componentes irredutiveis de Y .

Exercicio 1.55. Determine as componentes irredutiveis de ¥ = Z(I) € P? sendo

(@ I = (X§,X1X2,xl)c3)
(b) I = (xox1,x2X3,Xx1X3)
(C) I = (Xg —X1X2,X1X3).

Exercicio 1.56. Considere I) := (x§ — x1x2. X7 — Ax3) C Clx.x1,x2], com A € C.
Sei €{1,2,3,4},existe A; € C tal que Z(I,,) < P2 possua exatamente i componentes
irredutiveis, respectivamente?

oF
%4Basta observar que Pl dxlf]_l para cadai € {0,...,n — 1} e que Z(dx(‘f_l, . ,dx,‘f__ll) =
1

Z(X(), LR ,xn—l)-
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Exercicio 1.57. Determine L, L, € Cl[xp, X1, X2, x3] homogéneos de grau 1 e L.I tais
que Z(F) N Z(Ly, Ly) C P3 possua exatamente d componentes irredutiveis, se F =
xd —x@ +x§ —x¢

0 1 2 3

Exemplo 1.62. Se A ¢ uma k—variedade linear em Pg com 0 < k < n, entdo A é uma
variedade projetiva.

De fato, se A ¢ uma k—variedade linear em Pg com 0 < k < n, entdo existem
Ly,...,L,— €Sy LlLtaisque A =Z(Ly,...,L,—x). Observe que, A # @, visto que
A = P(W) sendo W subespaco vetorial de K”*! de dimensdo k +1 (cf. Proposi¢do 1.19).
Comok € {0,...,n — 1} temos que 1 < dimW = k + 1 < n. Portanto, existe w € W
nao nulo, o qual determina um ponto em A.

Sejal = (L1,...,Ly—g). Como A = Z(I) # 0 segue do Teorema dos zeros de

Hilbert (cf. Teorema 1.4) que Z(Z(I)) = Z(A) = T = /(L1 ..., Lu—z).

Afirmacdo: Se Lq,..., L € S; L1 entdo I € Spec(S).

Aplicando o raciocinio empregado na prova da Proposi¢do 1.13, mostra-se que existe
um isomorfismo ¢ : § —> § (dado por uma permutagdo o € S,4; nas varidveis
Xo,...,Xn) tal que @(L;) = G;, sendo G; homogéneo (de grau 1)* da forma G; =

Xi—1 + H; com H; € K[x,—x,Xp—k+1,---,Xn] homogéneo de grau 1, para cada i €
{l,...,n —k}. Assim ¢ induz o isomorfismo de anéis
Klxo,...,Xn] ~ Klxo,...,xn] ‘ (133)
(L1, ., Ly—k) ~ (G1,...,Gu_)
A seguir, considere ¥ : K[xg,...,xn] — K[xy—k, Xp—k+1,--.,Xn] 0 Gnico homo-
morfismo de anéis determinado por
v Klxo,...,xn] — K[Xp—k,Xn—k+1>--->Xn]
Xi—1 > —Hi le{l,,n—k}
X; —> X; je{n—k,...,n}
a —> a a e K.
Ou Sejai 1ﬁ(.](‘) = f(_Hlv ceey, My, Xp—k> Xp—k+415--- »xn), SC f €S.
Observe que ¥ € sobrejetor e ker(y) = (Gq, ..., G,k ). Portanto,
KIx]
—————— >~ K[Xp—k» Xn—kt1s- - - » Xn- 1.34
(Grr o Gog) [Xn—ks Xn—k+1 Xn) ( )
Segue de (1.33) e (1.34) que M ¢ isomorfo ao dominio K[x, g, ..., x,].
(Lls . "sLn—k>

Portanto, o ideal / = (Ly,..., L,_;) é primo.

Assim, Z(A) = T = \/(L1,...,Lu—x) = (L1,..., Ly—i) € Spec(S). Portanto, a

k—variedade linear A é uma variedade projetiva.

%5 pois @ s6 permuta as variaveis, logo leva polinémios homogéneos em polindmios homogéneos.
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Observac¢ao 1.13. De aqui em diante vamos denominar A C Pﬂ’g variedade linear se,
Z(A) for gerado por um subconjunto L.I. de S1 = [xo, ..., Xz].

Exemplo 1.63. @ ¢ Py sdo variedades lineares em Pg. De fato

(a) Se A = 0, entdo Z(A) = (xg,...,Xx,) sendo {xg,..., X} um subconjunto L.I. de
Si.

(b) @ ¢ um subconjunto L.I. de S tal que (@) = {0} = Z(A), se A = Pg.

Exercicio 1.58. Seja A C P” uma variedade linear ndo vazia. Mostre que existe 0 <
k < n tal que A estd em bije¢io com P,

Exercicio 1.59. Sejam A;, A, € P” variedades lineares. Mostre que A; N A € uma
variedade linear.

Exercicio 1.60. Sejam C C Pg finitoe (C) = () Asendo X¥c = {C Pg|C C
AeXc
A e A é variedade linear}.

(a) Mostre que (C) é uma variedade linear. Conclua que (C) ¢ a menor (no sentido da
inclusdo) variedade linear em Py contendo C.

(b) Mostre que (C) = Z(xo + x1) paraC = {[1: —1:0],[0:0: 1]} C P2.
(c) Determine (C) paraC = {[1:1:1],[a : b : 0]} C P2
(d) Determine (C), para C = {p1, p2, p3} C P? com p; # p; paratodoi # j.

A seguir vamos introduzir o Mergulho de Segre, que nos permitird caracterizar quais
subconjuntos do produto cartesiano P” x P™ serdo denominados de conjuntos algébricos.
Salientamos que no Capitulo 2 iremos utilizar esse conceito ao aplicarmos o Teorema da
dimensao das fibras (Teorema 1.7).

Conjuntos algébricos projetivos em P” x P

Mergulho de Segre. Seja N = (n + 1)(m + 1) — 1. Sejama = [ap : ... : an] e
b=1bg:...:bp], entdo defina ¢ : P" x P — PV da seguinte forma:

(a,b) N [aobo : ... aohm :aibg ;... a1by ;... anby : ... apby].
Observe que:

* ¢ esta bem definida.%

%De fato, sea = [ag :...:an]l =[Aag:...: Aanleb =1[bo:...:b;u] =[8bg : ...: 8bm], entdo
p(a,b) =laobo : ...:a;bj : ... anby] = [Adagbo : ... : Aba;b; : ... : ASanby]. Além disso,
existem i, j tais que a;b; # 0.
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* @ ¢ injetora.

Considere ¢ = [co : ... i cyled = [dy : ... : dy] tais que ¢(a,b) = p(c,d).
Assim, existe A # 0 em C tal que
aibj =)Lc,-dj, ViE{O,...,n},je{O,...,m}. (135)
Sabemos que existem indices r, s tais que a,bs # 0. Segue de (1.35) que ¢, dg # 0.
Assim,
a =lagbs : ... anbs] = [Acods : ... Acpds] = ¢, visto que Adg # 0.

Analogamente, segue de (1.35) que

b=layby:...:arby| =[Acrdy:...: Acrdy] = d, visto que Ac, # 0.

« Im(p) é um conjunto algébrico projetivo em PV .

De fato, Im(¢) = Z(T) sendo T' C Clzgo,...,Zij,..., Zum]com 0 < i < ne
0 < j < m formado pelos polindmios homogéneos de grau 2

Zij  Zjl

Zkj Zka|’ Vi,k €{0,...,n}, j,l €{0,...,m}.

Fijki = zijzrr — zkjzit =

Ou seja, T ¢é determinado por todos os menores de ordem 2 x 2 da matriz

200 Zo1 *** Zom
Z10 Z11 *t Zim
Zno Znl  **° Znm

De fato, se p = ¢(a, b) € Im(p) (logo p;; = a;b;) tem-se que

Fijk1(p) = pij pxi—Pkj il = aibjaxbj—agbja;by =0, Vi, j k, | = p e Z(T).

Deixamos como exercicio mostrar a outra inclusio.

A fungio ¢ : P" x P — PV ((a,b) +> [aoho : ... : aibj : ... : anbm)) é
denominada mergulho de Segre. Essa fun¢do nos permite identificar os subconjuntos de
P" x P™ com subconjuntos fechados do espago projetivo PV . E nesse contexto, vamos
dizer que um subconjunto Z de P” x P é um conjunto algébrico projetivo se sua imagem
pelo mergulho de Segre, isto ¢, ¢(Z) for um conjunto algébrico projetivo em P .

Exemplo 1.64. Sen =m =1, entdio N =2-2—1 =3¢ ¢ : P! x P! — P3¢ dada
por (a, b) —> [agbg : apby : arbg : a1bq].
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Sabemos que Im(¢) ¢ definido pelos menores 2 x 2 da matriz

200 Zo1

Zio Z11 |’
Ou seja, p(P! x Pl) = Z(F) C P3 com F = zgoz11 — Z10Z01 € C|[Z00. Zo1, Z10, Z11].
De fato,
F((p(a,b)) = F(aobo,aobl,albo,albl) = aoboa1b1 —a0b1a1b0 = 0, Va,b € ]Pl.

Exemplo 1.65. Sen =lem =2,entio N =2-3 -1 =5¢e¢¢ : P! x P2 — P3¢
dada por (a, b) —> [agbg : apby : aphsz : a1bg : ai1b; : a1bs].
Considere o hiperplano i/ = Z(F) C P> com F = zg; — z1;. Observe que:

e U ZIm(p),vistoquep=[0:0:1:1:0:0] €elfd ep & Im(p).

Suponha, pelo absurdo, que p € Im(¢p). Assim, existem a = [ag : a;] € Ple
b = [by : by : by] € P2, tais que ¢(a, b) = p. Logo,

[aobo . a0b1 :a0b2 : Cllb() :a1b1 :albz] = [0 :0:1:1:0: O]

De onde concluimos que agby # 0 e ajby # 0. Logo a; # 0, parai = 0, 1.
Entretanto, também temos que

i #0
aoby = aph; = a1by = a1b, =0 a:> bo=b1 =by=0 (AbSUFdO!)

* U NIm(gp) € um conjunto algébrico redutivel.

Sabemos que Im(¢) ¢ definido pelos menores 2 x 2 da matriz

Zoo  Zo1 Zo2
[ Z10 Z11 Z12 ]
Assim,
Im(p) = Z(z00z11 — Z10Z01. Z00Z12 — 210202, 201212 — Z11Z02)-
Portanto,

U NIm(p) = Z(z01 — 211, Z00Z11 — 210201, 200212 — 210202, 201212 — Z11Z02)
= Z(z01 — 211, 211(Z00 — Z10), Z00Z12 — Z10Z02, 211 (212 — Z02))

= Z(Zo1, 211, 200212 — Z10Z02) U Z(Z01 — Z11, Z00 — Z10, Z12 — Z02)
Observe que:

Clzo0, 201, Z02, Z10, 211, Z12] __ C[z00, Z02, Z10, Z12] __ Clx0, X1, X2, X3]

(zo1. 211, Z00Z12 — Z10Z02)  (ZooZi2 —Z10Z02) ~ (XoX3 — X1X2)
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Mais ainda

Clz00, 201, 202+ Z10, Z11, Z12]

(zo1 — z11, Zoo — Z10. Z12 — Z02)

= Clz10, 211, 212] = Clxo, X1, x2]

Assim, U N Im(p) possui duas componentes irredutiveis.
* Considere G € C|[xg, X1, Yo, Y1, ¥2] definido por
G = F(x0yo0,X0Y1,X0Y2,X1Y0,X1Y1,X1Y2) = Xo¥1 — X1y1 = y1(Xo — X1).

Note que G é um polindémio bikomogéneo®” de bigrau (1,1) tal que
{(a,b) e P! x P2|G(a,b) = o} - {(a,b) e P! x P2|b, = 0 ou ap = al}

=P x 2y (Jil1 1y x P2

= ¢~ ).
Observacio 1.14. De forma mais geral, se P* x P —s P¥ ¢ o mergulho de Segre
((a,b) V> [aobo : ... 1 a;bj : ... apby]) e X C P" x P™ ¢ tal que ¢(X) C PN for
um conjunto algébrico projetivo, entdo ao considerar U = ¢(X) € PV tem-se que U =
Z(Fy,....,F)com Fy,..., Fy € Clzoo,...,Zij,-...Znm] homogeéneos. Ao substituir-

mos a varidvel z;; pelo produto x; y; no polindmio F;, obtemos G; € C[xo, ..., Xu, Yo, .., Yml
parai = 1,...,k, bthomogéneo nas varidveis xg, ..., X, € Yo, .., Ym, dado por

Gi(X0,-- s X0, Y05+ o> Ym) = Fi(X0Y05 -+ s Xi Vis ooy XnVm)
tais que
{(a,b) € P" x P"|G;(a,b) =0, Vi = 1,...,k} = lU) = X.

Assim, podemos caracterizar os conjuntos algébricos em P” x P da seguinte forma

Teorema 1.3. Um subconjunto X C P" x P™ é um conjunto algébrico projetivo se, e so-
mente se, existem G1,...,Gr € C[xg,...,Xn, Yo,-.., Vm] bihomogéneos nas varidveis
X0y Xn €Y0,...Ym,paracadai € {1,...,k} tais que

X = {(a,b) € P" x P"|G;(a,b) =0, Vi = 1,...,k}.

Demonstragdo. Foi mostrado na observagdo acima.

Confira as paginas 56 e 57 no texto Shafarevich (1974). O
7Seja F um polinémio nas variaveis Xq, . . . , X € Y0, - - - » Y. Dizemos que F ¢ bi-homogéneo de bigrau
(d,e) se F for homogéneo de grau d nas variaveis xq, ..., X, € F for homogéneo de grau e nas variaveis

Y05 -+ - Ym. Por exemplo, F = x0y13 — xlyoyg € C[xg,x1, Y0, ¥1Y2] é bi-homogéneo de bi-grau (1,3).
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Na proxima subsecdo vamos demonstrar o Teorema dos zeros de Hilbert no caso pro-
jetivo. Como também explorar a conex@o que a fungdo Z nos permitira estabelecer entre
conjuntos algébricos projetivos e ideais homogéneos radicais, se K for um corpo algebrica-
mente fechado. Em particular, mostraremos que Z induz uma bijegdo entre Pg e G, (S1)
(cf. Proposigao 1.24).

1.2.2 Teorema dos zeros de Hilbert

Teorema 1.4. Sejam K um corpo algebricamente fechado e 1 um ideal homogéneo em
S = Klxo,...,xn] tal que Z(I) # @. Entdo T(Z(1)) = /1.

Demonstragdo. Segue do item (iii) da Proposi¢do 1.22 que I € Z(Z(7)). Como radical
preserva inclusdo, temos que v/ € Z(Z(1)).

Para provarmos a outra inclusdo, considere g € Z(Z(/)) homogéneo e assuma que
I = (Fy,..., F) com F; € § homogéneo para cada i.

Afirmacdo 1: (0,...,00 e Z(I)e Z(1) # {(0,...,0)}.
Observe que

ac2() & Fia)=0, Yie{l,... k.

Sendo a origem um zero (afim) de todo polinémio homogéneo, concluimos que (0, ...,0) €
Z(I).
Suponha que Z(I) = {(0,...,0)}. Neste caso, a versdo afim do Teorema dos zeros

de Hilbert (cf. Teorema 1.1), nos garante que

Z(2(1)) = VT = Z({(0,....0)}) = (X0, X1, ... Xn) = Sy.
Dai concluimos que Z(1) = Z(v/T) = Z(S4) = @, o que é um absurdo.
Afirmac3o 2: Se g for homogéneo e g € Z(Z(I)), entio g € /1.

Note que: g e I(Z(I)) « gla) =0, Vae Z(I).
Assuma que @ = (ag,ay,...,an) € Z(I)ea # (0,...,0). Logo

Fia) =0, Yiefl,  h" @s po)y=0, Viell... k= pe2().

Como g € Z(Z(1)) temos que g(a) = 0. Segue da versdo afim do teorema dos zeros de
Hilber (cf. Teorema 1.1) que g € /1.

Para finalizar a demonstracdo, basta mostrar que a Afirmac3o 2 continua valida para
g ndo homogéneo. De fato, se g € Z(Z(I)) ndo for homogéneo, escreva a decomposigdo
de g em partes homogeéneas, a saber, g = go+g1+---+g4 comg; € S;. ComoZ(Z(1))
¢ um ideal homogéneo, segue que

Af.
gi €I(Z()), Vi e{l,...,d}éig,- eI, Vie{l,....dy=geI.
O
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Conjuntos algébricos projetivos & Ideais homogéneos radicais
Proposiciao 1.24. Sejam K um corpo algebricamente fechado, S = K|xg,...,x,] e

S+ = (x0,...,Xn). Considere

Calg = {Y C Pg|Y éum conjunto algébrico projetivo ndo vazio},

Igad = {1 C S|I éum ideal homogéneo radical e Sy & I}.
Entdo

(i) A fungdo I : Cplg —> I]}{ad dada por Y +—— Z(Y) é uma bijecdo, cuja inversa é
dada por: I — Z(I).

(i) Z induz uma bijegdo entre {Y |Y é uma variedade projetiva ndo vazia } e Spec(S)N
h

1 Rad"

(iii) 7 induz uma bijecdo entre Py e G,(S1).

Demonstragdo. Observe que:

7 esta bem definida.

Ja foi observado que Z(Y') é um ideal homogéneo radical do anel S para quaisquer
subconjunto ¥ de P”. Agora, suponha (por absurdo) que S+ € Z(Y). Neste caso,
aplicando Z concluimos que Z(Z(Y)) =Y C Z(S4+) = 0. Assim, Y = 0, o que
¢ um absurdo.

» T ¢ injetora (cf. Proposicdo 1.9).

T ¢ sobrejetora.

Considere / um ideal homogéneo radical do anel S tal que S+ € I. Observe que
Y = Z(I) € Ca. Além disso, como Y # @, segue do Teorema dos Zeros de

Hilbert (cf. Teorema 1.4) que Z(Y) = Z(Z(I)) = /I, sendo I ideal radical,
conclui-se que Z(Y) = 1.

Observe que se Y ¢ uma variedade projetiva ndo vazia em Py entdo ¥ € Cpyq €
Y ¢ irredutivel. Assim, Z(Y') é primo, logo Z(Y) € Spec(S) N I{{ad. E vice-versa, se
I € Spec(S) N Il}{ad entdo Z(1) € Cayg € irredutivel tal que Z(Z(1)) = 1.
(iii) | Defina

2 :Pg — Gu(S1) por a+— Z({a})NS;. (1.36)

Observe que
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» §2 esta bem definida.

Observe que Z({a}) N S; = {L € S1|L(a) = 0} é um subespaco vetorial de S;.

A seguir, usaremos o isomorfismo ¥ : §; —> (K"*1)* definido em (1.30) para
determinarmos a dimens&o do subespaco Z({a}) N Sy. Seja W, = ¥ (Z({a}) N S1)
eassumaquea = [ag :...:ap]ed = (aop,...,ap). Assim,

W, = {f e (K™Y f(ag, ..., an) = o} — [a]°.
Portanto,
dim W, = dim[a]° = dimK"*! —dim[@d] =n 4+ 1—1 =n,

sendo [d]° o anulador do subespago gerado pelo vetor a, isto é, [d].

Como ¥ ¢ um isomorfismo linear, concluimos que dim(Z({a}) N S;) = n.

£2 ¢ injetora.
Considerea = [ag : ... :au],b = [bo : ... : by] € Pg tais que £2(a) = 2(b).
Observe que, se ag # Oentdo L; = agx; —a;x; € 2(a) = Z({a}) N Sy, para
todo j # £. Como £2(a) = $2(b), segue que L j(b) = agb; —ajb; = 0, para todo
Jj # L. Assim,

by bg

bj = —aj paratodo j #{ e by = —ay.
ay ag

A partir das igualdades acima, segue que by # O ea = b.

£2 ¢é sobrejetora.

Seja U € G,(S1) qualquer. Escolha {L,...,L,} conjunto de geradores de U.
Assim, A = Z(Ly, ..., L,) ¢ uma O-variedade linear em Pg.

Lembremos que o isomorfismos linear ¥ nos garante que A = P(W) com W de
dimensdo 1, dado por W = Wy N ---N Wi sendo W; = ker(f;) e fi = ¥(L;)

(veja Proposicdo 1.19). Portanto, W = [w] comw = (wo, ..., w,) e A = {p} com
p=[wo:...:wy]
Agora,

A=Z(Ly.....Ly) = {p} = Z(A) =Z({p}) = (L1.....Ls)  (137)

Afirmacao: 2(p) = U.

Sabemos que 2(p) = Z({p}) N S; = (L1,...,Ly) N S;. Como Lq,...,L, €
(Lq,...,Ly) NSy, temos que U = [Lyq,...,Ly] € (L1,...,Ly) NS1 = 2(p).

Como U e £2(p) tem a mesma dimensao, segue que U = 2(p).
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O

A seguir vamos introduzir os processos de homogeneizagdo e desomogeneizagdo de
polindmios, conceitos que nos serdo de muita utilidade para estabelecer conexdes entre os
conjuntos algébricos afins e seus correspondentes nos abertos fundamentais no espago pro-
jetivo. De fato, essa conexdo nos permitira calcular a dimensdo dos conjuntos algébricos
projetivos (inicialmente como espagos topoldgicos).

1.2.3 Dimensao de conjuntos algébricos projetivos
Homogeneizacio e desomogeneizacio

De agora em diante, salvo mengdo em contrario, K denotara um corpo algebricamente
fechado. Aproveitamos de lembrar que P” := P¢.

Homogeneizac¢iio. Considere o polindmio g € K[xi,...,x,]. Escreva g na sua de-
composi¢do em partes homogéneas, a saber, g = go + g1 + *** + g4—1 + g4 com
gi € K[x1,...,x,] homogéneo de grau i se ndo for nulo. A seguir, escolha uma variavel
que ndo faga parte do conjunto x1, . .., X, por exemplo xo. Neste caso,

G = gox§ +gi1x§ '+ + ga—1X0 + ga € K[xo. x1..... %]
¢ denominado homogeneizagdo de g relativa a xy.

Exemplo 1.66. Observe que g = 2 — 5x1x2 + 3x3 — 3x7x3 + 8x5 € R[xq, x2, x3] ndo
¢ homogéneo e tem grau 4. Assim, a homogeneizagao de g relativa a variavel xo ¢ dado
por G = 2x(‘,‘ — 5x1x2x§ + 3x§x0 - 3xfx§ + 8)6‘21 € R[xg, x1, X2, x3].

Lema 1.12. Seja G € K[xg, X1, ..., X,] a homogeneizagdo de g € K[xy, ..., x,] relativa
a variavel xo. Se (ag,ai, . ..,a,) € K" com ag # 0 entdo
a, a a
G(ag,ay,...,ap) = agg(—l, —2, e —") sendo d = grau(g).
ag Ao ao

Demonstragdo. Se g = go+g81+--++ ga—1 + g4 entdo a homogeneizacdo de g relativa
a variavel xo ¢ dada por G = goxg + glxg_l + -+ ga-1X0 + ga € Klxo, x1, ..., Xn].
De onde, concluimos que

G(ag,ay,...,ap) = goa(‘f +g1(al,...,an)a(‘f_1 + -+ ggay,...,an)

1 1
= aff(go + a—gl(al,...,an) + -+ a—dgd(al,...,a,,)).
0 0

Como cada g; ¢ homogéneo de grau i (se ndo for nulo) segue que

1 aq a .
—igi(al,-n,an)=g,~<—,...,—"), Vi=0,...,d.
Clo aop ao

d a a a a
Portanto,G(aO,al,...,an)=ag (Zg,(—l —")):agg(—l,...,—"). O
i =0 ao

' dao ao ao
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Exercicio 1.61. Seja¢ : K[xy,...,x,] — K][xo, x1,...,x,] dadopor f —> f* sendo
f* ahomogeneizagdo de f relativa a variavel xg, se grau(f) > l e ¢p(a) = a,sea € K.

@ ((f+g)*=f*+g*e(f -g)*=f* g* paratodo f.g € K[x1,...,x,]?
(b) ¢ é injetor?

Desomogeneizacio. Considere o polinomio G € K|[xg, x1, ..., X,] homogéneo de grau
d. A desomogeneizagdo de F relativaavariavel x; édadapor f = F(xg,...,Xi—1, 1, Xi41,...
Exemplo 1.67. Note que G = —3x3+6x1x3x2+3x7x2+4x3x3—7x3 € Rxo, X1, X2, x3]

¢ homogeéneo de grau 5. Neste caso, se g; ¢ a desomogeneizagdo de G em relacdo a varia-
vel x; temos que

go = G(1,x1,x2,x3) = =3 4 6x1x3x7 + 3x7x7 + 4x3x3 — 7x3,
g1 = G(xo.1,x2,x3) = =3x7 + 6x3x3 + 3x7 + 4x3x3 — 7x3,
g2 = G(xg,x1,1,x3) = —3x(5, + 6x1x§ + 3xf’x§ + 4x§' — 7x§,

g3 = G(xg,x1,x2,1) = —3x3 + 6x1x§ + 3xf + 4x§ 7.

Exercicio 1.62. Sejay : K[xo, x1,...,xs] — K[x1,...,x,]dadopor f +— f(1,xy,...
(a) Y ¢ um homomorfismo de anéis?
(b) ¥ ¢é injetor ou sobrejetor?

n
Seja U; = Pg — Z(x;) aberto de Pg parai = 0,...,n. Observe que Pg = |J U;.
i=0
Proposicao 1.25. Seja ¢; : U; —> A¥ definida por

. . ao aj—1 di+1 An
[ag:...:an]— | —...., , oo — ).
aj aj aj ai

Entdo ¢; é um homeomorfismo (ao considerarmos a topologia de Zariski).
Demonstra¢do. Temos U; = {[ao D..oian) € Pgla; # 0}. Observe que

* ; esta bem definida.

Considere [ag : ... :ay] € U;. Assumaque [ag : ... :ay] = [bo : ... : by], logo
os vetores (ag,...,a,) € (bo,...,b,) (ambos ndo nulos) sdo L.D.. Assim, existe
A # 0em K, tal que (byg,...,b,) = A(ay,...,a,) de onde concluimos que

bi  Aa; a;
hi=hai #£0 e L =2U_% yici,. .. n.
i Aap a;

Portanto, ¢; estd bem definida.

, X

, Xn).



1.2. No universo projetivo 87

* @; ¢injetora.
Considerea = [ag : ... :apn]leb = [by : ... : by] em Uj tais que ¢(a) = ¢(b).
Assim,

b, a; b;
L =L Vjel0,...,n},j#i=b;=—a;, Vjel0,....,n}=>a=h.
b; a; ai;

@; € sobrejetora.

Dadov = (vy,...,vs) € Agopontop = [vy :...:v; : 1:vjpr:...iv] €U
e@i(p) =v.

@; € continua.

Por simplicidade vamos apenas mostrar que ¢ = ¢¢ € continua. Deixamos a cargo
do leitor fazer as adaptagdes (caso necessarias) para concluir que ¢; € continua para
qualquer i.

Seja Z(I) um fechado em A sendo I = (f1,..., fi) ideal em K[xy, ..., x].

Sejam Fy, ..., Fy € K[xo, X1, ...,Xx,] ahomogeneiza¢do de f1, ..., fr emrelacdo
a variavel x, respectivamente.

Afirmacdo 1: o Y (Z(f1,..., fx)) = Uo N Z(Fy,..., Fy).

De fato, considere a = [ag : ... : a,] ¢ observe que
ace (Z(f1,.... ) = a €U ¢ )€ Z(f1,..., fr)
= ap#0 e ﬁ(a—l,ai,...,a—”)=0,Vi=1,...,k
do do ao
#0 4
& i fi(2 2 ) =0 vi=1 ok
di=grau(f;) aop do ao
Lema 1.12
eg Fi(ag,...,an) =0, Vi =1,...,k comaqg # 0.

ﬁanoﬂZ(Fl,...,Fk).

;- 1 ¢ continua.

Por simplicidade vamos mostrar que a inversa de ¢ = ¢ ¢ continua. Deixamos
a cargo do leitor fazer as adaptacdes (caso necessarias) para concluir que ¢; lg
continua para quaisquer i.

Considere Y fechadoem Uy. Assim, Y = UgNZ(T)sendo T € S = K][xg, ..., Xx]
formado por polindmios homogéneos. Podemos assumir que 7 ¢ finito®, dado por
{F1,..., F¢}.

8Lembre que Z(T) = Z((T)) ¢ (T) é um ideal homogéneo de S (logo admite um conjunto finito de
geradores homogéneos).
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Sejam f1, ..., fr a desomogeneizagdo de F1, ..., F; emrelagdo a variavel xg, res-
pectivamente. Assim, f;(x1,...,X,) = Fi(1,x1,...,x,) paracadai = 1,... k.

Afirmacdo 2: p(Up N Z(F1, ..., F)) = Z(f1,--->» fr)-

Observe que todo pontoa = [ag : ... : ay] € Uy admite um Gnico representante da
formaa =[1:b;:...: by] sendo b; = a;/ag paracadai.

Considere b = (by,....by) € Ag,a =[ag : ... : ay] € Up e observe que

beoplUyNZ(Fy,...,Fy)) <= 3JacUyN Z(F1,..., F), talque p(a) = b
= Fi(a) =0, Vi e(“—l,“—z,...,“—”)zb
aog Ao aop
<= Fi(a) =0, Vi sendo a=[1:by:...:by]
< F;(1,by,...,by) =0, Vie{l,... .k}
< fi(by,...,by) =0, Vie{l,... k}
= beZ(fi,..h fr)

Corolario 1.10. dimU; = n para todoi € {0, ...,n}.

Demonstragdo. Sendo ¢; um homeomorfismo, ¢; preserva conjuntos fechados e também
irredutiveis. Portanto, dim U; = dim A = n. O

Corolario 1.11. dimPg = n.

Demonstragdo. Note que Pf = |J/_o Ui com U; = P§ — Z(x;). Segue do Corola-
rio 1.10 que dim U; = n para todo i. Portanto, a partir Lema 1.4 tem-se que dim Py =
max{dim U; }7_, = n. O

Corolario 1.12. Se X C Py é uma hipersuperficie de grau d, entdo dimX = n — 1.
Demonstra¢do. Sendo X uma hipersuperficie de grau d, segue que Z(X) = (F) com
F € S5 ed > 1. Ao considerarmos a cobertura aberta candnica de Py, isto ¢, Px =
'GoUi (sendo U; = Pg — Z(x;) parai = 0,...,n), segue do Lema 1.4 que dimY =
i=

max{dimY;|Y; = Y NU; # @e0 < i < n}. Assuma por simplicidade que dimY =
dim Yy. Segue da Proposi¢do 1.25 que po(Yo) = Z(f) C Ak sendo f = F(1,x1,....x,) €
K[x1, ..., x,] a desomogeneizacdo de F' em relacdo a varidvel xo. Agora observe que
Z(f) C Ak ¢ uma hipersuperficie em Ag. Logo, o Exercicio 1.31 nos garante que
dim Z(f) = n — 1. Portanto, dimY =n — 1. O

Lema 1.13. Se X ¢ ndo singular, entdo X ¢é irredutivel.
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Demonstragdo. Sed = 1 entdo X é um hiperplano, logo ndo singular (cf. Exemplo 1.61).
Assim, assuma que d > 2. Lembre que X ¢ irredutivel se, e somente se, F ¢ irredutivel
(cf. Exercicio 1.53). Suponha, pelo absurdo, que F é um polindmio redutivel. Assim,
F = G- H com G,H € S homogéneos de grau d; e d,, respectivamente, tais que
1<di.dy<dedi +dry=4d.

Por outro lado, o Corolario 1.12 nos garante que dim Z2(G) = dimZ(H) = n — 1.
Logo, dim Z(G)+dim Z(H)—n =2n—2—n = n—2 > 0, o que nos permite utilizar
o Teorema 7.2 (p. 48, Hartshorne (1977)) para concluir que Z(G) N Z(H) # @. Assim,
podemos escolher p € Z(G) N Z(H). Entretanto, tal ponto é um zero de cada derivada
parcial de F', uma vez que

oF G oH
—=—-H+G-—, Vi=0,...,n.
Bxi 3x,~ + axi ! "
Logo X = Z(F) C P" ¢ésingular, o que ¢ um absurdo. O

Exercicio 1.63. A reciproca do Lema 1.13 ¢ verdadeira? Justifique.

Anel de coordenadas homogéneo

Seja Y um conjunto algébrico projetivo em Pg. Definimos o anel de coordenadas homo-
Klxo,...,Xn]

()

Assim, no caso de corpos infinitos, o anel de coordenadas homogéneo de Pg ¢ dado
por:

géneo de Y pelo anel quociente, S(Y) :=

Klxo,...,xn] _ K[xo,...,Xn]
Py {0}

Exercicio 1.64. Seja Y # () um conjunto algébrico projetivo em Pg. Mostre que Y é um
variedade se, ¢ somente se, S(Y) ¢ um D.I..

S(Pg) =

~ Kl[xo, . ... Xn]. (1.38)

A partir de (1.38), percebemos que dimPg = n = dimS(PPg) — 1 (distinto do caso

Krull
afim, no qualdim Y = dimA(Y) se, Y for uma variedade em Af ). No que segue do texto
Krull

Crui

vamos trabalhar nos preliminares algébricos, que nos permitirdo mostrar que

dimY = dimS(Y) — 1

Krull
para toda variedade projetiva ¥ em Pg.

Lema 1.14. Sejam A, B anéis comutativos com unidade e f : A —> B um homomor-
fismo de anéis. Verifica-se que

A
(i) Se I é um ideal do anel A contido no nicleo de f, entdo fi : 7 — B dado por

fi(@) = f(a) é um homomorfismo de anéis.
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.. . , . . i
(ii) Dados by, ...,b, € B, existe um unico homomorfismo de anéis A[x1, ..., xy] —

B tal que fi(a) = f(a)sea € Ae fi(x;) = bi, Vi.

(iii) Se S C A éum sistema multiplicativamente fechado® tal que f(s) € B é invertivel
para todo s € S, entdo existe um tinico homomorfismo de anéis f; : ST'A — B

tal que f1(%) = /(a).

Demonstragdo. Deixamos a cargo do leitor.
Deﬁna f1: A[x1,...,xn] — B da seguinte forma: se p € A[x1,...,x,] é dado

por > ; alxi‘ oo xm sendo I = (i1,...,in), defina
filp) =Y flanby b,
I

Observe que:
ese p=a € Aentdo fi(a) = f(a)e fi(xi) =b;, Vi
e f1 ¢ um homomorfismo de anéis.

e Unicidade de f;.
Suponha que g : A[xy,...,x,] —> B é um homomorfismo de anéis tal que g(a) =
f(a) paratodoa € A, e g(x;) = b;, Vi.Assim,

gy =g( Y arx - xir) = D glan (@)t -+ (ge))" = Y fanbi --bir = fi(q
1 1 1

Deﬁna fi:S8S7'4A — B por fl(%> =: f(a)- f(s)" L.
e f1 esta bem definida.

Considere Ls—lé € S71A4 tais que% = ? Observe que: 2—1 = é &= dr e S tal
que r(at — bs) = 0. Assim, ao aplicarmos f nessa tltima igualdade, concluimos que

S (f@) f@) = f(b)f(s) =0 = fl@) f(@&) = f(b)[f(s)

= 1@ 76 = S 10
= n(5)=5(7)

e f1 ¢ um homomorfismo de anéis tal que f; (%) = f(a).
e Unicidade de f7.

9Sejam A um anel comutativo com unidade 1 ¢ S um subconjunto do anel A. Dizemos que S é multiplica-
tivamente fechados (m.f,) em Ase,1 € S esy-sp € S paratodo 51,52 € S.
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Seja g : ST'A — B um homomorfismo de anéis tal que g() = f(a). Assim, para
cada s € S tem-se que

(el =) = () =1 = () =

Portanto,

a a 1 a 1 —1 a
¢(5) =(75) =€()e(5) = r@- 107 = 4 (5).
O
Lema 1.15. Sejam A um anel comutativo com unidade, S e T subconjuntos multiplicati-

vamente fechados (m.£,)’° do anel A. Entdo

(1) ST = {st € A|s € S,t € T} é um subconjunto m.f. de A.

t

(i) T, = {— ‘t eT,se S} é um subconjunto m.f. de ST A.
s

(iii) A fungdo W : Ty (S™'A) — (ST)™' A dada por

a
s, ba
r st
S1

esta bem definida e é um isomorfismo de anéis.

Demonstragdo. Deixamos a cargo do leitor. O

Corolario 1.13. Sejam A um dominio de integridade e S C A um conjunto multiplicati-
vamente fechado (m.f.) tal que 0 & S. Entdo

Frac(S™'A) = Frac(A). (1.39)
Demonstracdo. Lembre que se A é um D.1. entdo Frac(A) é o corpo de fragées "' do anel

£
A. Observe que se considerarmos 7 = A — {0} mg A entdo
0
Ty =S"'4- {T} e TS=T

(T definido no Lema 1.15, e note que S € 7). Assim, segue do Lema 1.15 que

1

70Sejam A um anel comutativo com unidade 1 ¢ S um subconjunto do anel A. Dizemos que S é multiplica-
tivamente fechados (m.f.) em A se,1 € S e sy - 52 € S paratodo 51,52 € S.

710 corpo de fragées de um dominio de integridade A, denotado por Frac(A), é dado pela localizagio do anel
A no sistema m.f. A — {0}. Assim, Frac(4) = {¢|a € A, 0 # s € A}.
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Lema 1.16. Seja A um dominio de integridade e k um corpo. Se A for uma k-dlgebra
finitamente gerada, entdo
dimA = trdeg; Frac(A4)

Krull

(trdegy Frac(A) é o grau de transcendéncia do corpo de fragoes Frac(A) sobre o corpo k).

Consequentemente, dimA[x1, ..., x,] = dimA4 + n.
Krull Krull

Demonstra¢do. Conferir a demonstragdo no Cap. 5 do texto Matsumura (1970) ou no
Cap. 11 do texto Atiyah e Macdonald (1969) (se k for algebricamente fechado). O

Proposi¢ao 1.26. Sejam Uy = Pg — Z(xo) e Y C Pg uma variedade projetiva tal que
Y NUy # 0. Seja72 Yo = po(Y NUy) C A% Entdo

Klxo,...,Xn]

A(Yo)[xolxo = S(Y )y, sendo ug=%xgeSY)= T0)

Demonstrag¢do. Lembre que S(Y),, denota a localizagdo do anel de coordenadas homo-
géneo S(Y) no elemento ug, ou seja, no sistema multiplicativo {1, ug, u%, ...}. Assim,

‘ﬂYh0:§;%‘7eSOQJn>Ommm&.
0

K[x1,...,x . .
E que A(Yy) = % ¢ o anel de coordenadas do conjunto algébrico afim Yy C
0
Af . Denotaremos os elementos no anel A(Yp) por g, ou seja, g € K[xy,...,x,] e

§={heKhh“”xﬂ@—heIQm}eAﬂw

¢ a classe de equivaléncia associada ao polinémio g.

A seguir listaremos 7 afirmagdes (cuja demostragdes constam logo a seguir, exceto
no caso da Afirmacdo 1 que deixamos a cargo do leitor) que nos permitirdo concluir a
demostracao desta proposicao.

. . . a,
Afirmagao 1: A fungdo ¢ : K — S(Y),, dada pora +— T ¢ um homomorfismo de
anéis injetor.
. ~ . _ . Ui u
Afirmacdo 2: Considere u; = X; € S(Y) paracadai € {0,...,n}. Dados —, ..., il
Uo Uo
S(Y )uy» existe um unico homomorfismo de anéis’
o1 Kxq, ..o, x0] — S )y
7 . n . . ai an . .
Sendo ¢ : Ug —> A]K homeomorfismo dado por [ag : ... : a,] —> (a—, ey a—) (Veja Proposi-
0 0

¢do 1.25).
T3 Esta afirmagdo decorre do item (ii) de Lema 1.14.
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tal que ¢1(a) = ¢(a) se a € K (¢ definido na Afirmacdo 1) e ¢1(x;) = ﬂ Vi.
Ug

4

Afirmacdo 3: Se g € K[xy, ..., x,] tiver grau d, entdo ¢;(g) = sendo g* a homoge-

o:&| "

neizagdo de g relativa a variavel xg e ¢; definida na Afirmacao 2.

Vamos abordar os casos (g homogéneo ¢ g ndo homogéneo).
e g € K[x1,...,x,] ¢ homogéneo de graud.

Neste caso, vamos mostrar que ¢1(g) = % (visto que g* = g).
Uy

Assuma que g = Z,alxi‘ o xm sendo I = (i1,...,ip)talqueiy + -+ i, = d.
Assim,

i
Uy un' u; =% Z alxl xn
T 1 ud

S

-
~
=
=il 5
A~
<L |§
o |~
~
.
< |§
o |3
~
N

Il
oa.‘| —I
~™
—i1| S

7 u
Portanto, _
1 ¢ 2
@1(g)=—d'=_—d-
ug 1 ug
e g € K[x1,...,x,] tem grau d e admite a decomposi¢do em partes homogéneas g =
go+ g1+ -+ gq. Assim,
d & %0, 81 g7 goul  gud! 5
901(g)=2§01(gi = T+—+"'+—d— d0+ fj, tot ==
1 Ug Ug 0 Ug U

Afirmacdo 4: A fungio ¢, : A(Yy) —> S(Y )y, dado por 92(g) = ¢1(g) (¢1 definido na
Afirmacdo 2) esta bem definida e ¢ um homomorfismo de anéis.

Conforme o item (i) do Lema 1.14, basta mostrar que Z(Y}) esta contido no nticleo de
) Klx1,...,xn]
@1 (visto que A(Yyp) = T).
0

Considere f € Z(Yy). Note que f € ker(g;) se, e somente se, ¢1(f) = =. Por outro

e[ =1

lado, se grau( ) = d, a partir da afirmagdo 3 temos que

f*=

”0

[ =1

p1(f) = = [* =0 f*eI(Y).

Para concluir que f* € Z(Y), vamos comegar mostrando que f*(a) = 0 para todo
a €Y NU,.
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Considere a = [ag : ....:an] € Up N Y. Segue do Lema 1.12 que
ay dp a
fr@=ag f(G 20 ) = af flgota)). (1.40)
ao ao

Tendo em consideragdo que f € Z(Yy) e que ¢g(a) € Yo (visto que a € Uy N Y). Segue
de (1.40) que

f*(@)=0 paratodoacY NUy= UyNY C Z(f%*).
Agora, sendo Uy N Y um aberto ndo vazio da variedade projetiva Y, tem-se que
Y=UoNY CZ(f") = L(2(f") SL(Y) = f* € Z(Y).
Afirmacao 5: Existe um tinico ¢3 : A(Yo)[xo] — S(Y)u, homomorfismo de K-algebras

tal que @3(ar) = g2(a) se @ € A(Yp) e g3(x9) = ug, com ¢, definido na Afirmacdo 4.

Segue do item (ii) no Lema 1.14 que existe um unico homomorfismo de anéis ¢3 :
A(Yo)[x0] — S(Y)u, tal que 3() = @2(a), se @ € A(Yy) e p3(xo) = up.

A seguir, vamos verificar que ¢3 ¢ um homomorfismo de K-algebras. Note que, os
homomorfismos “naturais”que tornam A(Yo)[xo] € S(Y )y, em K-algebras sao

Y : K — A(Yy)[xo] dadopora+—a e ¢ : K — S(Y),, dadopor a —> %

Para concluir, observe que ¢3 o ¥ (a) = @3(@) = ¢2(a) = ¢1(a) = ¢(a) para todo
a e K.

Afirmacdo 6: Existe um tnico ¥ : A(Yo)[xo]lx, — S(Y)y, homomorfismo de K-
algebras tal que ¥ (/ﬁ%) = 3(B) paratodo B € A(Yy)[xo], com ¢3 definido na Afirmac3o
5.

Observe que A(Yp)[xo]x, denota a localizagao do anel A(Yp)[xo] no elemento xq, ou
seja, no sistema multiplicativo {1, xo, x3,...}. Visto que ¢3(xp) = ug ¢é invertivel no
anel S(Y),,. Segue que @3(s) ¢ invertivel no anel S(Y),,, para todo s € {1, xo, x(z), .}
Assim o item (iii) do Lema .14 nos garante a existéncia e unicidade do homomorfismo
de anéis y.

Deixamos a cargo do leitor verificar que ¥ ¢ um homomorfismo de K-algebras ao
considerar os homomorfismos.

~ —_

K ﬂ) A(Yo)[x0]x, dado por a —> % e K2 S(Y )y, dado por a —> %

Afirmacdo 7: ¥ ¢ um isomorfismo de anéis (¢ definido na Afirmac3o 6).

e é injetora.
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Considere ;im € A(Yo)[xo]x, € ker(y) sendo g = Z?:o g\,-xf, € A(Yy)[xo]. Assim,

0
g 0 Af6 1 0 0 L
w<—m) = —( 93(g) == < ¢3(g) == (uo €¢invertivel)
X 1 Uy 1 1 _
Af.5 d Ut 0
— Yi-o ‘/’z(gi)To =3
Af.4 d ul 0
= Yin@) T ==
Af.3 ¥yl 0
— ;1:0 g—éiro == com ¢; = grau(g;)
uy 1 1
gful 0
=Y, L0 == com ¢ = grau(g;).
U 1
1 uE—ei
Faga E = eg + €1 + -+ + eg4 € observe que —- = 0 paracadai € {0,...,d}.
ugy ul
Assim,
d —x i = d —x E e;+i = ~—, E—e;+i = d
“u 0 0 0 — E—ei4i
the[o_z Zg 0 b Zz ngE = = Zg;kuOE ei+i _
izo Yo 1 P T Ug 1 P

Da ultima igualdade concluimos que

ideal
Zg* E-eiti o 7(y) h’ﬁg gixEt e () Vie{o....d}. (141

Considerea = [ag : ....:ay] € Uy NY. Segue de (1.41) que

E—e;+i ap#0 Lema 1.12 d;
gi@a, T =02 g/ (@) =0 &= g (a) = ay gi(po(a)) =0
Como Yy = ¢o(Up NY), temos que g; () = 0 paratodo b € Yy. Logo g; € Z(Yy) para
cadai €0,...,d. Ouseja, g = 0, logo g = 0 € A(Yp)[xo]. Portanto, ¥ ¢é injetora.
e i/ é sobrejetora. Considere ui’” € S(Y)u, com f € K[xo,...,x,] de graud.
0

(i) f é homogéneo.

Assim, f = x{G com G ¢ homogéneo de grau d — ¢ tal que xo G. Neste caso,
considere g = G(1,x1,...,x,) € K[x1,...,x,] a desomogeneizagdo de G e observe
que g* = G (g* ¢ a homogeneizagao de g relativa a x¢). Logo,

3 t d d o
f _ Xo8* _ Up g* _ w()co g)
m m ~ .m - m )
uj ujy ug ud =t xy
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(i1) f ndo é homogéneo.
Neste caso, escreva a decomposi¢do de f em partes homogéneas. Assim, f = fy +
Si+ -+ fa. Logo,

FOEs o 7 fi
m E = Tm E V(pi) pi € A(Yo)[xolx, tal que ¥ (p;) = ™
ug  Sug amouy o ujy

Portanto, se p = Zp, € A(Yo)[xo]x,, entdo ¥ (p) = O

i=0

7
g

Teorema 1.5. Seja Y uma variedade projetiva em Py e S(X) seu anel de coordenadas
homogéneo. Entdo dimS(Y) = dimY + 1.

Krull
Demonstra¢do. Lembre que Pt = U?:o U; sendo U; = Pg — Z(x;). Assim, Y admite a
cobertura aberta {Y NU;}7_,. Pelo Lema 1.4, temos que dim Y = max { dmY NU;|Y N

Uigé@eie{o,...,n}}.

Assuma que dim Y = dim ¥ NUy. Agora, sendo ¢y : Uy —> Af um homeomorfismo
(cf. Proposigdo 1.25) e Yy := ¢o(Y N Up), concluimos que

dmY =dimY N Uy = dimgy(¥Y N Uy) = dim Yy = dim A(Yp).
Krull

Note que S(Y) e A(Y) sdo K-algebras finitamente geradas’*. Assim,

Lema 1.16 (1£9)

dimS(Y)

Krull

trdegg Frac(S(Y)) trdegy Frac(S(Y )u,)

Propo;io 1.26 trdegKFl‘aC(A(YO)[XO]xo)

(129 trdegg Frac(A(Yo)[xo])
Lemél.m dimA(Yo)[xo]
Krull

Lema 116 4im A(Yo) + 1

Krull

= dimY + 1.
O

Exercicio 1.65. Seja A C P” uma variedade linear projetiva ndo vazia. Mostre que
dim A = n — dim(Z(A) N Sy) sendo S1 = [xo, ..., Xn].

74Sejam A, B anéis comutativos com unidade. Assuma que A é uma B-algebra com homomorfismo ¢ :

B — A. Dizemos que A é uma B-dlgebra finitamente gerada se existem a1,...,0,;, em A tais que ¥ :

B[x1,...,xm] —> Adadoporb —> @(b) se,b € B e x; —> ; ¢um homomorfismo de anéis sobrejetor.

K[yi,.--, yml
1

Por exemplo, se K é um corpo entdo sendo I um ideal do anel K[yq,..., y;], ¢ uma K-

algebra finitamente gerada.
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O subanel S(Y),) de S(Y),

Considere Y C Py uma variedade projetiva, F € K[xo, ..., x,] um polindmio homogeé-
neo de grau d tal que u = F € S(Y) sejando nulo (i.e. F ¢ Z(Y)).

Se S(Y), ¢ alocalizacdo do anel de coordenadas homogéneo da variedade Y no sis-
tema multiplicativamente fechado {1,u,u2, ...}, entdo

SOV )y = ulm eSY)plv="G,G € Sam e 0<melt.

Observe que S(Y),) € um anel comutativo com unidade (ao considerarmos as operagdes
do anel S(Y),). Logo ¢ um subanel de S(Y),. Usualmente denominado subanel dos
elementos de grau zero de S(Y'),,.

Proposi¢do 1.27. Seja Y C Pg uma variedade projetiva tal que Y NU; # @ eY; =
@i (Y NU;) C Ak (com U;, ¢; segundo a Proposigdo 1.25). Entdo

A(Y;) = S )y
como K-dlgebras, sendo u; = x; € S(Y).

Demonstragdo. Indicaremos as principais linhas da demonstragéo no caso i = 0.
Segue da Afirmac3o 4 (na demonstragdo da Proposi¢do 1.26) que a fungéo

*

~ g
@2 : A(Yo) —> S(Y )y, dadapor ¢2(g) = o © d = grau(g)
0
sendo g* a homogeneizagdo de g € K[x1, ..., x,] relativa a variavel xg, se g é ndo nulo

e leva zero em zero (dos respectivos anéis), esta bem definida e ¢ um homomorfismo de
anéis (de fato, ¢ um homomorfismo de K-algebras).

Observe que ¢2(g) € S(Y)(y,) paratodo g € A(Y).
Afirmagdo: ¥ @ A(Yo) — S(Y)(,) dada por § —> ¢»(g) ¢ um isomorfismo de K-
algebras.

Deixamos a cargo do leitor a verificagdo da afirmagdo acima. O

1.2.4 Funcoes regulares

Seja Y C IPg um conjunto algébrico quase projetivoe p € Y. Uma fungdo g : ¥ — K

¢ dita regular em p, se existe U, C Y vizinhanca aberta de p, F, G € Klxo,...,x,]
homogéneos do mesmo grau tais que

F(u)

G 0, Yuel, =—=, YuelU,.

(A0, Yuely ¢ ¢ =cos Yuel,
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F .
Neste caso, usamos a notagao ¢|,, = ra sempre que Z(G) N U, = @. Em esséncia as

fungdes regulares sdo localmente definidas por um quociente polinomial homogéneo do
mesmo grau.”

A fungdo ¢ : Y —> K ¢ dita regular se for regular em todos os pontos de seu dominio.
Exemplo 1.68. Fixe k € K. Se Y C Pg for uma variedade quase projetiva, entdo a
fungdo constante k:Y — K dada por y —> k ¢ uma fungao regular.

De fato, para cada p € Y, escolha a vizinhanga U, =Y, F =k e G = 1.

Exemplo 1.69. Seja U; = Py — Z(x;)com 0 < i < n. A fungdo r; : U; — K dada

porfag :...:ay] —> 47 ¢uma fungao regular para cada j € {0,...,n}, j #i.
a:
Para cada p € U; esclolha Up=UeF =x;,G =x; €Klxg,...,xn]

Exemplo 1.70. Sejam Y = {[ao tay :ax) € P?lata, = ag} e ¢ :Y — C dada por

ai

—, sea 0,
¢(lap :ay :az]) = § ao 0oF

0, se ag = 0.

A seguir vamos mostrar que ¥ ¢ uma variedade projetiva e que ¢ ¢ regular para todo
peY —{0:1:0],[0:0:1]}.
Afirmacdo 1: Y ¢ uma variedade projetiva.

Observe que:
oY = Z(x?x, — x3). Assim, Y é um conjunto algébrico projetivo.
oY =(U;NY)U{g},sendog =[0:1:0]e U, = P? — Z(x,).

e U, N'Y ¢éum conjunto irredutivel em P2,

Visto que, Z(x? — x3) ¢ uma variedade afim em A? (cf. Exemplo 1.41)e U, NY =
wz_l(Z(xf — xg)), sendo ¢, : Uy —> A? o homeomorfismo dado por (cf. Proposi-
¢do 1.25)

ao di
lag : ay : ax] — (— —)
az daz
eY =U,NY.LogoY é¢irredutivel.

A partir daigualdade Y = (U, NY)U{q} sendog = [0 : 1 : 0], concluimos ao tomar

fecho que
Y=U,NY U{q}.

Assim, ¢ suficiente mostrarque g € U, NY.
Note que para todo ¢ € C ndonulo [t2 : 1 :#3] € U, N'Y. Assim, para todo f €
Z(U,NY) tem-se que f(¢2,1,¢3) = 0, para todo ¢ # 0 complexo. Logo, o polindmio

F
75Observe que o fato de F e G serem homogéneos do mesmo grau garante a boa defini¢io da fungio — em

G
P2 — 2(G).
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h(x) = f(x2,1,x3) € C[x] é nulo (pois possui infinitas raizes). Portanto, h(0) =
f(0,1,0) = 0 paratodo f € Z(U, NY). Portanto,
q=1[0:1:01€e ZZU,NY))=U,NY.
Afirmacdo 2: ¢ éregular paratodo p € Y —{[0:1:0],[0:0: 1]}.
Observe que

Y NZ(xg) = Z(xfxz —xg,xo) = Z(x1x2,X0) = {[O :1:0],[0:0: 1]}.

AssimY —{[0:1:0],[0:0: 1]} =Y N Uy, sendo Uy = P? — Z(xo).
Entdoparacada p € Y —{[0:1:0],[0:0: 1]}, considere Up, =Y NUp, F = x1 ¢
G =x9€ (C[X(),Xl,)CZ].
Afirmacdo 3: g ndo éregularem p € {[0:1:0],[0:0: 1]}.
Considere p € {[0:1:0],[0:0: 1]} e suponha (por absurdo) que ¢ é regular em p.
Assim existem V' C Y vizinhanga aberta de p ¢ F, G € C|[xg, X1, X2] homogéneos
do mesmo grau tais que

F
@ = ek com Z(G)NV = 0.

Assim,

_F@)
G(q)’

F
Vg=lag:ai:a]eV =>a—1=ﬁ, VgeV
ao  G(g)
— a1G(q) = aoF(q), YqeV

=V C Z(x1G — xoF)

®(q)

Como Y ¢ irredutivel ¢ V um aberto nao vazio em Y, temos que

Y =V C2Z(x1G—xoF) = x1G —xoF € I(Y) = ,/(x?x2 — x3) = (xx2 — x3)
= x1G —xoF = H - (x}x, — x3) paraalgum H
homogéneo em C[xg, x1, X3]
= x1(G — Hx1x2) = xo(F — Hx})
= G — Hx1x, = x¢9G; para algum G; homogéneo
em Cl[xo, x1, x2]

= G(p)=0,sepeYY N Z(xy)
= {[0:1:0,,[0:0:1} CZ(G)NV #0

0 que ¢ um absurdo.

Exercicio 1.66. Considere Y = {[ao tay :az] € P?la%ay = ag}. Mostre que Z(Y) =

(xixa = x3).
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Exercicio 1.67. Sejam F, G € K|xo, ..., x,] polindmios homogéneos do mesmo grau e
Y C Pg uma variedade quase projetiva tais que Z(G) N'Y = @. Mostre que a fungio

F
¢ :Y — K dadapor y — ¢ continua.

(y
G(y)
Proposicao 1.28. Seja Y C Py um conjunto algébrico quase projetivoe ¢ : ¥ — K
uma fungdo regular. Entdo ¢ é uma fun¢do continua.

Demonstra¢dgo. Como ¢ € regular em cada ponto a € Y, entdo existem U, C Y aberto
contendo a ¢ F,, G, € K[xo, ..., x,] homogéneos do mesmo grau tais que

Fy

Plu, = I com Z(Gy)NU, = 0. (1.42)

a
Segue do Exercicio 1.67 que ¢y, : U —> K definida em (1.42) ¢ uma fungéo continua.
Logo, para todo fechado Z C K = Aﬁg temos que (¢, Y W(Z) =9 Y (Z)N U, éum
fechado em U, . Por outro lado sendo {U, }4cy é uma cobertura abertade Y, entdo ¢~ (Z)
¢ fechado em Y pelo Lema 1.6. Portanto ¢ ¢ uma fungdo continua. O

Exercicio 1.68. Sejam ¥ C Py uma variedade quase projetivae ¢ : ¥ —> K uma
bijecdao. Mostre que ¢ ¢ continua.

Exemplo 1.71. Se Y := {[ao say :az) € P?laday = ag} e :Y — C édada por

ai
—, seag#0,
ao

0, se ag = 0.

¢(lag : ay : az]) :=

Entdo ¢ ¢ continua.

Observe que ¢ ndo é uma bijecdo visto que ¢([0 : 0 : 1]) = ¢([0 : 1 : 0]) = 0.
Entretanto, se U = Y —Y N Z(x) temos que ¢; : U —> C — {0} definida por ¢; (y) =
@(y) é bijetiva, e sua inversa é dada por: 971 (1) = [A% : 13 : 1] com A € C ndo nulo.

Seja Z um fechado em Al. Vamos comentar o caso em que Z = {A1,..., Ag} éfinito
(e ndo vazio).

Caso 1: 0 ¢ Z.

Neste caso, ¢ ' (Z) = {g1,....qx} sendog; = [A? : A3 : 1] € Y. Assim, Z ¢
fechadoem Y.

Caso 2: Z = {0} U Z; sendo Z; = Z — {0} fechadoem Y.

Observe que ¢~ 1(Z) = ¢ 1 ({0}) U @~ 1(Z;). Assim, segue do Caso 1 que ¢~ (Z;)
¢é fechado em Y. Por outro lado,

e MO =Y N Z(xo) ={[0:0:1],[0:1:0]}
que também ¢é um fechado em Y.

Observagao 1.15. A fungdo ¢ do Exemplo 1.71 ¢ continua, mas ndo é regular em todos
os pontos de seu dominio (veja Exemplo 1.70). Assim, (como no caso afim) conferimos
que a reciproca da Proposicao 1.28 ndo ¢ valida no caso projetivo.
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A K-algebra das fungoes regulares O(X)

Seja X C Py um conjunto algébrico quase projetivo. Defina

O0X):= {(p X — Klo éregular}.

ATENGAO: | Estamos usando a mesma notagdo O(X) no caso em que X é um conjunto

algébrico quase afim ou quase projetivo.
Proposicio 1.29. Com as notagbes acima.
(i) Para cada a € K a fungdo a : X — K dada por x —> a é uma fun¢do regular.

(1)) O(X) com as operagées usuais de adigdo e multiplicacdo de fungdes com valores
no corpo K, ¢ um anel comutativo com unidade 1.

(iii) 4 funcdo de K —> O(X) dada por a — a é um homomorfismo de anéis, que
torna O(X) uma K-dlgebra.

Demonstragdo. Deixamos a cargo do leitor. O

Lema 1.17. Sejam X uma variedade projetivaem Pg e ¢, ¥ € O(X), tais que ¢, = ¥y,
para algum aberto ndo vazio U de X. Entdo ¢ = .

Demonstragdo. Observe que o conjunto ¥ = {x € X|p(x) = ¥(x)} ¢ um fechado em
X, visto que ¢ — ¥ € O(X). Logo ¢ — ¥ é uma funcio continuae (¢ — )~ ({0}) = Y
¢ um fechado em X.

Agora, segue da hipdtese que U € Y € X. Sendo X uma variedade e U aberto ndo
vazio de X, concluimos ao tomar fecho que

X=UCYCX=VY=X<9p=1.
O

Exemplo 1.72. A fungdo ¥ : K — O(Py) dada por a —> @, sendo @ a fungfo cons-
tante x —> a, ¢ um isomorfismo de K-algebras. Ou seja, toda funcdo regular em ]P’H{( é
constante.

Deixamos a cargo do leitor verificar que ¥ ¢ um homomorfismo de K-algebras injetor.
A seguir mostraremos que ¥ ¢ sobrejetor.

Considere ¢ € O(P') ndo nulae p € P. Como ¢ € regular em p, existe V,, C Pg
aberto contendo p e Fp,, G, € K[xo, x;] homogéneos do mesmo grau d tais que

F
Py, = G_Z com Z(G,) NV, =40.
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Sem perda de generalidade vamos assumir que mdc(Fp, G,) = 1, logo Z(Fp) N
Z(Gp) = 0.7
Temos duas possibilidades para o grau de d de F e G.
+d=0.
~ N : Fp <
Neste caso, I, e G, sdo constantes € ndo nulos. Assim, se ren € K entdo
p

¢ly, = dj,,, e segue do Lema 1.17 que ¢ = a.

ed>1.
Neste caso, Z(Gp,) ¢ um conjunto ndo vazio e finito. Assuma, que Z(G,) =
{p1,---, pr}. Sendo ¢ regular em p;, existem V; C ]P}Il§ aberto contendo p; e

F1, Gy € K[xg, x1] homogéneos do mesmo grau tais que

F
oy, = G_ll com Z(Gp) NV, =0.

Agora, como V), e V; sdo abertos ndo vazios em ]P’ng (que € uma variedade) tem-se
que V, N V7 # @ e ao restringirmos ¢ a este aberto, concluimos que

Fp(@) _ Fi(q)
Gplq) Gi(q)

,VqgeV,NVy =V, NV C 2(F,G, — F1Gp) € Py

= Pg =V, N V1 C 2Z(F,G1 — F1Gp) C Pg
= F,G, = F1G,,  emK[xg, xq]

= Fp(p1) =0, (Gp(p1) =0e Gi(p1) #0)
= p1 € Z(Fp) N Z(Gp)

0 que ¢ um absurdo.
Exercicio 1.69. A argumentagio utilizada no Exemplo 1.72 pode ser usada para mostrar

que O(P2) K_galg K?

Exercicio 1.70. Sejam ¥ C Pg um conjunto algébrico projetivo, Y1, ..., Yi suas compo-

nentes irredutiveis. Se ¢ € O(Y), entdo mostre que ¢, (a restri¢do de ¢ a componente
1

Y;) € uma fungdo regular.

Exercicio 1.71. Sejam Y uma variedade projetivae ¢ € O(Y). Mostre que |y € O(U)
para todo U C Y aberto.

76Se mdc(Fp, G p) = H com H de grau maior ou igual que 1, entdo F, = HA e G, = HB para algum
F), A

—— = —.P
G, 5 Por
outro lado, se [ao : a1] € Z(Fp) N Z(Gp) entdo a1 xo — apx divide Fp, e Gp, logomde(Fp, Gp) # 1.

A, B € K[x0, x1] (homogéneos do mesmo grau) e mdc(A4, B) = 1. Neste caso oy, =
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Exemplo 1.73. Considere ¥ = {[ao D ay : az] € P?lalay = ag}. Verifica-se que
oY) =C.

Sabemos que ¥ : C — O(Y) dada por A —> A é um homomorfismo de C-algebras

injetor. Para conferirmos que ¥ ¢é sobrejetora, considere f : P! — Y dada por [s :
t] — [st? : t3 : 53]. Observe que:
* f esta bem definida e é bijetora.”’

» f ¢écontinua.

Basta notar que os fechados em Y séo o proprio Y e seus subconjuntos finitos. De
fato, se H € Clxop, x1, x2] for homogéneo, entdo

Y NZ(H) = {[st2 133 e YIH (512,13, 5%) = o}.
Considere 71(u) := Hu?,u3,1) € C[u]. Se h(u) = 0, segue que H(st?,13,53) =

0 para todo s # 0 (visto que [st2 : 3 : s3] = [a? : a® : 1] e h(a) = 0 sendo
a =t/s). Assim

Y —{[0:1: 0]} C Z(H) “5° ¥ ¢ 2(H) = Y N Z(H) = Y.

Caso contrario, 2(u) # 0 e possui uma quantidade finita de raizes. De onde con-
cluimos que Y N Z(H) é um conjunto finito.”®

fech.
Sendo f bijetora segue que f~1(Z) < P!, paratodo fechado Z de Y.
* Sey € O(Y), entdo ¥ o f é regular.
pt Ly

N

De fato, dado a € P! sendo ¢ regular em p = f(a), existe V,, C Y aberto
contendo p e Fp, G, € K[xg, x1, x2] homogéneos do mesmo grau d, tais que

F
¥y, = G_i com Z(G,) NV, = 0. (1.43)

77Note que, se p = [ap : a1 : a2] € Y eay # Oentdo p = [a2ao : a3 : a?az] = [a%ag : a3 : ad],

ouseja, p = f([ao : a1]). Agora,sea; = O entdo p = [0 : 0 : 1], e neste caso p = f([1:0]).
78Como todo fechado em P2 ¢ da forma Z(H1) N --- N Z(Hy), conclui-se que os fechados em Y sdo o
proprio Y e seus subconjuntos finitos.
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Agora, como f ¢ continua, U, := f~1(V,) é um aberto de P! contendo a. Além
di§so, F; = F(xoxf,xf,xg) e G = G(xoxlz,xf,xg) € C|xo, x1] sdo polind-
mios homogéneos do mesmo grau 3d tais que

F
fivw = G_‘ com Z(G1)NU, = 0.
1

Visto que, todo ponto b € U, é da formab = f~1(q) comq € V,, segue de (1.43)
que

B sy = EPUOD iy = Fi®

Vi) = Gp(q) T Go(f(b) G(b)’

Para finalizar, basta lembrar que toda fungdo regular em P! ¢ constante (cf. Exem-

plo 1.72). Assim, Yo f = 2 com A € C. De onde concluimos que ¢ = )L sendo ¥ uma
funcdo regular em Y arbitraria.

Exercicio 1.72. SejaY = {[ao tay :as) € P?lajay = 0}. Determine o anel de fungdes
O(Y).
Exercicio 1.73. Considere Y = Z(xoxX2, X0X3, X1X2, x1X3) C P3. Determine:
(a) As componentes irredutiveis de Y.
(b) O anel de fungdes O(Y).
Proposicio 1.30. O(P ) o~ K, para todo n natural.
—al
Demonstragdo. Sabemos que a fungdo ¥ : K — O(Pg) dada por a — @ sendo @ a
fungdo constante x —> a, ¢ um homomorfismo de K-algebras injetor.
Assim, basta mostrar ¥ ¢ sobrejetora. Com esse objetivo em mente, considere Y €

O(Pg) ndo nula. Além disso, precisamos lembrar que se U; = Pg — Z(x;) com i €
10,....n}, entdo ¢; : U; —> Af dado por

. . . . . . ap aj—1 di+1 Qan
l[ag:....:ai—1:a; :aj4q1:...:ap)+— | —, ..., —, ——,....,, —
[47} a; aj aij

¢ um homeomorfismo (cf. Proposigdo 1.25).
Ao considerarmos a restri¢do ¥, para cada i obtemos o seguinte diagrama
1

l

Ag —>Ul

N
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Afirmacdo: ¥; : Agx —> K, dada pela composta x > 1//((/)1._1 (x)), é uma fungao regular
paracadai.

De fato, considere x = @;(p) € AL, com p € U;. Como ¥ ¢ regular em p existe

V, € Pg aberto contendo p e Fjp, G, € K[x, ..., x,] homogéneos do mesmo grau tais
que
Fp
Yy, = G_p com Z(G,) NV, =40. (1.44)

Observe que p € U; NV, C Pg (com V), aberto em Py ). Assim, W, = U; NV, € aberto
de U; contendo p.
Além disso, segue de (1.44) que

F
Viw, = G—Z com Z(G,)NW, =0.

ab.
Considere Uy = ¢;(W,) C Af contendo x = ¢;(p). Assim, temos o seguinte diagrama

Up —2 Az

I 7

Wp «—— Ux

i
11///
W! ‘Ux

A seguir, mostraremos que a restricdo de ; ao aberto U, é um quociente polinomial.

Para fazer isso, considere fy,gx € KI[X;] determinados pela desomogeneizagdo de
Fp, G, emrelagdo & variavel x;, respectivamente (K[X;] denota o subanel de K|[xo, . . . , x4]
no qual a variavel x; foi omitida’).

Note que, para cada g = (by,...,bi—1,bi+1,...,by) € Uy tem-se que

p(w,l(q)) fx(q)
Goo7'(q)  gx(q)

<pl~_l(q) =1[bo:...:bj—1:1:bjy1:...:by] ¢ 1//(gol-_1(q)) =
eEW,<V), =v;i(q)

com gx(q) # 0, para todo g € Uy. Visto que Z(G,) N W, = (Z(G,) NU;) N W, a0
aplicarmos ¢;, obtemos

0= §0i(Z(Gp) N Wp) = (ﬂi(Z(Gp) nu;) n(/)i(Wp) .
N——

=0 =Z(gx) =Ux

79POI' exemploa K[;{()] = K[X], ey xn], K[il] = K[-x()y-xZa LR gxn],---, K[in] = K[x()s ey xl’l—l]-
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Por outro lado, segue do Teorema 1.2 que O(Ag) = A(Ag) = K[xq,...,x,] eda
Proposigdo 1.27 que A(Ag) = S(Pg)(x;). Assim,

hi
WIU,- — \sz_/ — h; — XTZI € Sy, hi € Spy;-
cOML)  €K[xi.xn] '

De onde concluimos que:

h:
Vi, = <y com h € Sp,. (1.45)

4

Sem perda de generalidade vamos assumir que mdc(h;, x;) = 1 se m; > 1 (ou seja, x;
ndo divide /;)
Seguindo a linha de raciocinio do Exemplo 1.72, analisaremos os seguintes dois casos:
» Existei € {0,...,n}, tal que m; = 0.
Ou seja, ¥ y, €M (1.45) é uma funcdo constante. Assim segue do Lema 1.17 que
Y =acoma =h; €K.
* mj > 1l paratodoi € {0,...,n}.
Considere i # j, segue de (1.45) que ao restringirmos v ao aberto U; N U; tem-se

que paratodo p = [ag : ... : ap] € U; N U; vale a seguinte igualdade
hi(p) _ h;(p)
m; m; -
a; a

t J
De onde concluimos que U; NU; € Z(h; -x;.nj —h; -x;"i) C Pg. Ao tomar fecho,
segue que

Z(hi-x7 —hj-x") =Pg = hi-x7 =hj-x]"
0 que € absurdo, pois x; hy, sendo £ € {i, j}.

O

Observagao 1.16. O resultado que acabamos de estabelecer na Proposi¢do 1.30 é uma
caso particular do seguinte resultado mais geral. Se X C Py é uma variedade projetiva,
entdo
oX) = K.
( ) K—alg
Ou seja, as unicas fungdes regulares numa variedade projetiva sdo as fungdes constantes
(cf. Teorema 3.4, p. 18 em Hartshorne (1977)).
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1.3 Morfismos caso afim/projetivo

Sejam X e Y conjuntos algébricos quase afins ou quase projetivos.
Uma fungdo f : X —> Y é denominada morfismo se as seguintes condi¢des forem
satisfeitas:

(i) f ¢é continua;
b.
(i) Para todos V/ ag Y e € O(V), verifica-se que (¢ o 1), € O(f~(V)).

AN

s~

X
iy v

%I Vl(p
K

Se f for uma bijecdo tal que f~! : ¥ —> X também é um morfismo, entio f
sera denominada isomorfismo. Neste caso, X e Y sdo ditas isomorfas ¢ usamos a notagdo
X=Y.

Observacao 1.17. O proximo exemplo mostra que a natureza dos morfismos entre varie-
dades ndo tem um comportamento semelhante ao que acontece na categoria dos espagos
vetoriais, grupos e anéis. Mais precisamente, se f : X —> Y for um homomorfismo de
grupos ou anéis bijetivo, entdo f~! : ¥ — X também é um homomorfismo de grupos
ou anéis. De fato, no exemplo a seguir vamos exibir um morfismo bijetivo f : P! — Y,
cuja inversa ndo ¢ um morfismo.

Exemplo 1.74. Considere a variedade Y = {[ao tay :az] € P?la%ay = ag} e a fungdo

f P! — Y, dadapor [s : t] —> [st2 : £3 : 53]
Primeiramente, note que f ¢ um morfismo (cf. Exemplo 1.73).
Afirmacdo: f~!:Y — P! ndio é um morfismo.

* No Exemplo 1.73 também mostramos que f ¢ uma bijecdo. E sendo os fechados
em P! o proprio P! e seus subconjuntos finitos segue-se que f ! é uma fungdo
continua.

« Considere o0 aberto Uy = {[s : t] € Pl|s # 0} de P!, ¢ € O(Uy) dada por
t
o([s : t]) = —. A seguir, mostraremos que (¢ o f_l)‘f(u()) : f(Up) —> C nido é
s .

uma fungdo regular no ponto p = [0:0: 1] = f([1 : 0]).
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Observe que

ai

—, Sedp-a 0,
(o f a0 ar a =] a TN

0, seag =aj; = 0.

De fato, se ¢ = [ag : a1 : az] € f(Up) sendo ag e a; ambos ndo nulos, segue que
q = laoai : aj : azai] = laoas : ai : agl = f(lao : a1]) com [ag : a1] € Up
(visto que ag # 0). Assim,
— - ai
(o 7)) = (@o fTH(f(lao : a1])) = ¢(lao : a1]) = e

Pelo absurdo, suponha que (¢ o f_1)|/.(UO) éregularem p =[0:0:1] = f([1:
0]). Assim, existem V C f(Up) vizinhanga aberta de p e F,G € Clxo, x1, X2]
homogéneos do mesmo grau tais que

F
(po fH, = G com Z(G)NV =40. (1.46)
Ao considerarmos o aberto Vi =V —{p} € f(Up) e ¥ := (p o f71),, segue de
(1.46) que
F(q) ai _ F(g)
=—, Vg= . . V - = .V V
v(q) G 4 [ap a1 :azx] eV o Gaq) ¢ €N

= a1G(q) = aoF(q), YgeN
= A% gZ(le—X()F).

Como Y é irredutivel e V; C Y aberto ndo vazio, temos que ¥ = V;. Logo,

Y € Z(x;G — xoF) => x1G — xoF € Z(Y) = (x{x — x3) (cf. Exercicio 1.66)
== x1G —xoF = H - (xf)q - xg), para algum H
homogéneo em C|[xg, x1, x2]
= x1(G — Hx1x2) = xo(F — ng)
= G — Hx1x3 = xoGy, paraalgum G;
homogéneo em C|[xg, x1, X3]
= G(p) =0
= peZG)NV #£@
0 que ¢ um absurdo.
Exercicio 1.74. Mostre que P! e C = {[ao say :as] € P?lazayg = a%} sdo variedades

projetivas isomorfas.
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Exercicio 1.75. Sejam X e Y variedades quase afins ou quase projetivas isomorfas. Mos-
tre que dim X = dimY.

Lema 1.18. Seja X um conjunto algébrico (quase afim ou quase projetivo). Se ¢ € O(X)
1

e ¢(x) # 0 para todo x € X, entdo — : X —> K dada por x — o
@ e

é uma fungdo
regular®®

Demonstragdo. Assuma que X € um conjunto algébrico quase afim em A. Como ¢ €

O(X), paracadaa € X existem U, (E X (contendo a) e f,g € K[xy,...,x,] tais que
Plu, = g e Z(gNnU,=9. (1.47)
Observe que f(x) #0, Vx € U,. Assim, segue de (1.47) que
(l) % ¢ z(Hnu,=0.
¢ lUa f

O caso em que X ¢ um conjunto algébrico quase projetivo prova-se de forma analoga.
O

Proposicdo 1.31. Sejam X um conjunto algébrico (afim ou projetivo) e Y C Af um
conjunto algébrico afim. Verifica-se que f : X —> Y é um morfismo se, somente se,
mio f € O(X),paratodoi € {1,...,n}, sendo m; : Ay — K a projegdo na i-ésima
coordenada, i.e. (ay,...,a,) — a;.

Demonstrag¢do. Considere a fungdo f : X —> Y dada por

x+— (fi(x),..., fu(x)),

ouseja, f; : X —> K sdo as (assim denominadas) fungdes coordenadas de f .
Observe que 7r; o f : X —> K éigual a f; paracadai.

Nosso objetivo é mostrar que f; € O(X) se, f for um morfismo.
Considere x € X, logo p = f(x) € Y eafungdo ¢; = m;|, € O(Y), sendo f um
morfismo segue da segunda condi¢do que ¢; o f = f; € O(X) paracadai.

Vamos assumir que f; € O(X) para todo i, e mostrar que f € um morfismo.

1
80Se k € K for ndo nulo, entdo — = k!

k

¢ o inverso multiplicativo de k.
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* f éuma fun¢do continua.

fech.
Se Z := Z(g1,...,8) < Y, entdo

@) ={xeXlfw ez
= lx e X|gi(f(x)) =0, Vi e {1,...,k}}
- {x € X|gi(fi(x),.... fa(x) =0, Vi e {1,...,k}}.
Como f1,..., fn sdo fungdes regulares em X, para cada x € X podemos escolher

ab
U, C X (contendo x) e polindmios «;, B; tais que

Filon :% Bi(a) #0, VaeU.

Assim, para cadaa € f~1(Z) N Uy tem-se que

a](a) an(a) _ .
i<ﬂ1(a>""’ﬁn<a)) =0, Vie{l..k

Assuma que

gi = Zaux[, sendo x! = xi‘ cexnparai = 1,... k. (1.48)
I

Por simplicidade, escreva

a(@) = (@1(@) - (@)™ e B@)' = Bi@) - (Bula)™.

Assim, segue de (1.48) que

(@) (w@ o)’
;a”'<ﬂl(a>) <ﬂn<a)) 0= LT =

paratodoi € {1,...,k}. Observe que podemos escolher y;(a) = [[; ﬂ(a)l como
I

um denominador comum nas fragdes ou seja, podemos escrever

@’

a@’  a@ - yii) ) _ J
B @) sendo  y;7(a) = Il;ljﬁ(a) .
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Assim,

Zai,la(a)l —0 e X ai10(@)" - yi,1(@)

d ﬂ(a)l = Vi (@) =0<= Pi(a) =0

com Pi(y) =) ;a;, Ia(y)I - 1.1 (y) polindmio no conjunto de variaveis y.5!

Portanto, a € f~Y(Z) N Uy <= Pi(a) = ... = Pi(a) = 0 e a € Uy. Assim,
f~Y(Z) N Uy é fechado em Uy. Agora, {Uy}xex ¢ uma cobertura aberta de X.
Portanto, f~!(Z) é um fechado em X (cf. Lema 1.6).

b.
» Paratodo V' ag Y, ¢ € O(V) verifica-se que (9 o ), € O(f~1(V)).

i

Y
]
i)y =Xy
y
K

ab
Para cada x € f~1(V), tem-se que p = f(x) € V e existem V,, C V contendo p
ea,B € K|xq,...,x,] tais que

v, =5 © P@A0 VgeV,

b
Considere Uy = f~1(V}) ag f7Y(V) e observe que para cada a € U, verifica-se
que

a(f(a))
B(f(a))

(9o f)a) =e(f(a) = B(f(a)) #0, VaeU,.

Ou seja,

a(fi@)..... ful@)
@e @ =g @ @y © PU@F0 Vaely

Lembre que O(Uy) é uma K-algebra (assim, produtos e somas finitas de fungdes
regulares ¢ uma funcgéo regular) e fi, ..., f, sdo funcdes regulares em X . Portanto,
a(fi(a),..., fn(a)) e B(fi(a),..., fa(a)) sdo fungdes regulares em U,. Além

8lge X C A entdoy = {y1,...,Ym}. Entretanto, se X C Py’ entdoy = {y0, Y1,..., Ym}-
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disso, B(f1(a),..., fu(a)) # 0 para todo a € U,. Logo o Lema 1.18 nos garante
1
€ O(Uy). Portanto,

T Bh@, . fala)

A(fi(@).... fu(@))
o = OUy).
@o @ = gr@. - futay <O

O

Coroldrio 1.14. Sejam X C AR, Y C Ay conjuntos algébricos afinse f : X — Y
dada por x +—> (f1(X), ..., fu(x)). Verifica-se que f é um morfismo se, e somente se,
f; é uma funcio polinomial®? para cadai € {1,...,n}.

Demonstragdo. Se f é um morfismo, segue-se da Proposi¢do 1.31 que f; € O(X)
paratodoi € {1,...,n}. Agora, segue-se do Teorema 1.2 que

A(X) — O(X) dadapor gr—g (g(a)=ga), YVaeX)

¢ um isomorfismo. Assim, toda funggo regular em X ¢ polinomial. Portanto, f; € uma
fungdo polinomial para cadai € {1,...,n}.

Se f; € uma funcdo polinomial paracadai € {1,...,n}, entdo cada f; ¢ uma fungao
regular. Logo, a Proposigdo 1.31 nos permite concluir que f é um morfismo. O

Teorema 1.6. Seja X uma variedade e Y C Ay uma variedade afim. Considere

Mor(X,Y) := {f:X—>Y|féummorﬁsmo}

@ é um homomorfismo }

Hg(zrll;(A(Y)» 0X)) := {‘P CAY) — O(X) de K-dlgebras
Verifica-se que

(1) Se f € Mor(X,Y), entdo f* : A(Y) — O(X) dado por p —> po f éum
homomorfismo de K-dlgebras (p(a) = p(a) paratodoa € Y).

(i) £2:Mor(X,Y) — Hyorln (A(Y), O(X)) dada por f —> f* éuma bijecdo.
—alg

Demonstragdo. Observe que:
e f* esta bem definida.

Sep € K[x1,...,x,],entdo ¥ 2, K definida por p(a) = p(a) é uma fungdo regular.
Sendo f um morfismo segue da segunda condigdo (na defini¢do de morfismo 1.3) que

83eja X C AF uma variedade quase afim. Uma fungio f : X —> K ¢é denominada funcdo polinomial
se, existe p € K[y1,..., ym] tal que f(a) = p(a) paratodoa € X.
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Po f e OX).
e /* é um homomorfismo de anéis.

De fato, f*(1)(a) = (10 f)(a) = 1 paratodoa € X. Assim, leva a unidade na
unidade (dos respectivos anéis).

Considere p e q € K[x1, ..., x,], tem-se que

f*G+D=f*@r9=ptrqgof=pof+qof=r*®+ @,
¥ = *GD =pgo f = @Bo /)@Go f) = (S*ON(*@).
e f* é um homomorfismo de K-4lgebras.®*

O item (i) nos garante que 2 esta bem definida. A seguir verificaremos que §2 ¢ uma
o Klx1,...,xz]

b . Lemb AY) = ————
ijjecdo. Lembre que A(Y) )

e (2 ¢ injetora.

Considere f, g € Mor(X, Y)dadaspor f(x) = (f1(x),..., fa(x))eg(x) = (g1(x),...

Se f* = g*, entdo
ffx) =g"(x), YVi=Xiof=Xog Yi= fi=g, Vi= f=g

e (2 é sobrejetora.

Considere 8 : A(Y) — O(X) homomorfismo de K-algebras. Queremos determinar
f : X — Y morfismo tal que f* = 6.

Considere f; := 0(x;) € O(X) paracadai € {1,...,n}. Defina a fungao

Y X — Ag por x+— (fix),..., fu(x)).

Afirmacdo 1: Im(y)) C Y.
Lembre que: ¥(a) € Y < h(y(a)) =0, VheZI(Y).
Considere h € Z(Y) ea € X. Note que

h(Y(a)) = h(fi(a),..., fu(@) = (h(f1,..., fu))(@)
= (h(0(xn), ..., 0(xn)))(a)
= O(h(xX,,...,%Xn)))(a), 6 ¢éhomomorfismo
de K-algebras.

= (6(h))(a)

=0, vistoque h=0.

Portanto, Im(y) C Y.

Afirmacdo 2: A fungdo f : X —> Y dadapor x —> (f1(x),..., fu(x)) é um morfismo.

BLembre que a estrutura de IK-algebra ¢é definida pelos homomorfismos de anéis
K — A(Y) dadopor k +—> k ¢ K — O(X) dado por k — k.

, &nl
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Como cada fung@o componente f; = m; o f de f é regular, segue da Proposi¢ao 1.31
que f € um morfismo.

Afirmacdo 3: f definida na Afirmac&o 2 satisfaz f* = 6.

Observe que X7, . .., X, ¢ um conjunto de geradores da K-algebra A(Y). Assim, para
dois homomorfismos de K-algebras com dominio A(Y) coincidirem, basta que f*(X;) =
0(x7) para todo i. De fato, note que f*(X;) = Xj o f = fi = 0(X;), paratodoi €
{1,...,n}e f*(k) =k = 0(k), para todo k € K. Portanto, f* = 0. O
Observagio 1.18. Sejam X, Y variedades afins e f : X —> Y um morfismo. Neste

v
caso, usaremos a identificacdo A(X) gl O(X) dada por p — P (cf. Teorema 1.2), e
g

—a
redefiniremos a fun¢do f* (do item (i) do Teorema 1.6) como sendo

f*1AQY) — A(X) dadapor qr— ¥x'@o f). (1.49)

Lema 1.19. Considere as notagoes da Observagdo 1.18. Sejam X, Y e Z variedades
afins. Considere f : X — Y eg : Y —> Z morfismos. Entdo (go f)* = f*o g™
Além disso, se h € Mor(X, X), entdo h* = id4(x) se, e somente se, h = idx.

Demonstragdo. Note que
e(go f)* = f*og* Bastamostrarque (go f)*(k) = f*og*(k), Vk € A(Z).
Considere k = q + Z(Z) € A(Z) e note que
g ) =g (q+IL(2) =¥y @og) =t k1, com k1 =q +IZ(Y) € A(Y).
Assim, f*(g*(k)) = f*(k1) e Q1 = Yy (k1) = o g. Agora calculando
(go /)W) =¥x'@o(go ) =¥ (@og)o /) =¥x'@ o f)= f*).

Portanto, (g o f)*(k) = f*(k1) = f*(g*(k)) = f™ o g* (k).

o (idx)* = idgx).

e Considere & : X —> X morfismo tal que 2* = idg(x). Assuma que A(X) =
Klx1,. .., Xm]

) e h(x) = (h1(x),...,hm(x)) sendo hy, ..., hy, polinomiais (conforme
Corolario 1.14), ou seja, hi(x) = pi(x), Vx € X comp; € K[x1,...,xn] paracadai.
Note que, sea = (ai,...,am) € X entdo

h* = idA(X) :h*(x_z) = idA(X)(x_i)» Vi

VaeX
? hi(a) = pi(a) = a;.
i

Portanto, & = idy. O
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Corolario 1.15. Sejam X e Y variedades afins. Verifica-se que

XY & AY) = AX).
K—alg

l

Demonstragao. Como X =~ Y, considere f : X —> Y um isomorfismo e sua

inversa f~! : Y — X (que também ¢ um isomorfismo ). Com a notagio em (1.49)
obtemos

f*TAY) — AX) e (fTH*AX) — A®Y)

homomorfismos de K-algebras. Agora, segue do Lema 1.19 que

idaoy = (idx)* = (f o f7H)* = (f"D)* o [,
idacry = (idx)* = (f "o /)" = fro(f7H)*

f* é isomorfismo

= de K-algebras.

Seja § : A(Y) — A(X) isomorfismo de K-dlgebras e 67! : A(X) — A(Y) o
isomorfismo inverso.
A partir da bijecdo 2 : Mor(X,Y) — Hymln (A(Y), O(X)) (definida no item (ii) do
—alg

Teorema 1.6) e da identificagdo estabelecida em (1.49), obtemos a bijecao

21 :Mor(X,Y) — Hglorln (A(Y),A(X)) dadapor f — f*. (1.50)
—alg

Considere f : X — Y morfismo tal que f* = 2;(f) = 6. Ao trocarmos X por Y ¢
Y por X em (1.50), temos que existe um tnico morfismo g : ¥ — X tal que g* = 071,
Assim,

* * * . . « Lema 1.19 .
(go f)* = fFog" =idyx) = (idx) = go f =idy.

Analogamente, prova-se que f o g = idy. Portanto, f € um isomorfismo (visto que sua
inversa g também ¢ um morfismo). Logo, X = Y. O

Exercicio 1.76. Sejam X e Y variedades lineares afins ndo vazias da mesma dimensio
em Af. Mostre que X = Y.

Exercicio 1.77. Sejam X = {(a,b) € C?|b = a*}eY = {(a.b) € C?|b = a3}
variedades afins. Elas sdo isomorfas?

Exercicio 1.78. Considere a variedade quase afim X = {a € Cla # 0} C Alea
variedade afim ¥ = {(a,b) € C?|lab = 1} C A2 Seja f : X —> Y definida por
av+— (a,a ).

(a) f € um morfismo? (b) f é um isomorfismo?
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1.3.1 Ciritério para morfismos (caso projetivo)

Vamos comecar esta se¢do abordando um resultado analogo ao do Corolario 1.14, s6 que
no caso de conjuntos algébricos projetivos. Ou seja, um critério para determinar quando
uma dada fungdo entre conjuntos algébricos projetivos ¢ um morfismo.

Proposicdo 1.32. Sejam X C Py, Y C Py conjuntos algébricos projetivos.

b
VpelX, EIUpagX contendo p e Gy, ...,Gy

f X —Y homogéneos do mesmo grau em K[xo, .. ., Xp]
€ um morfismo tais que  Up, N Z(Go,.....G,) =0 e
f@) =[Go(@):....: Gy(a)], Ya € Up.

Demonstrag¢do. Assuma que f : X — Y éummorfismo tal que f(p) = [fo(p) :

weoot fu(p)]. Escolhai € {0,...,n}talque U; NY # @sendoU; = {[bg :....:by]} €

P"|b; # 0}. Por simplicidade, assuma que i = 0, isto é, Uy N Y # @ e considere para
b:

cadai # 0afungdo p; : Uy —> K dadapor[bg : ....: by] —> b—’ Observe que p; é

0

uma fungao regular e sendo f um morfismo temos que ¢; = p; o f| ¢ regular para

o S~y
cada i (veja diagrama)

=1 wWwg)

f_l(Uo)ﬁ+> Uo
K J/Pi
K

Observe que para cada p € f~1(Up), existe uma vizinhanga aberta V), ; de p relativa a

, . . . o n
qual ¢; é um quociente polinomial da forma —, sendo ¢; e 8; homogéneos do mesmo

1
grau em K[xo, ..., X,] tais que B;(a) # O paratodoa € V,;. Seja U, = (=, Vp.i-
Observe que em U, podemos representar

o G: n
/7Z=G_:)’ sendo G :=i_1_[1,3,- e G; :=oe,--n,3j. (1.51)
= JFi
Assim, tendo em consideragdo (1.51), paracadai € {1,...,n} verifica-se que

fi(a) _ Gi(a)
e fot@) ~ Gota)’
L fo(@), ... fa(@) & (Go(@), ..., Gn(a)) sioL.D.
= f(a) =[Go(a) :....: Gu(a)], VaelU,.

i

G
Pily, = G_o = ¢i(a) = pi(f(a)) =

el,

<— | Observe que:
q
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e f ¢é continua.

De fato, a partir da hipotese obtemos a cobertura aberta {U,} ,ex de X tal que f(a) =
[Go(a) :....: Gu(a)], paratodo a € U, com Gy, ..., G, € K[xo, ..., x,;] homogéneos
do mesmo grau.

Se Z C Y é fechado, entio f~1(Z) = Upex(f_l(Z) N Up,). Assim, ¢ suficiente
mostrar que f~1(Z) N U, é um fechado de U, (Lema 1.6). De fato,

ae fTH2Z)NU, < f(a) =[Go(@):...:Gula)| € Z

acU
<= F;(Gola).....Gu(@)) =0, ¥ j sendoZ(Z) = (Fi..... Fy)
= acZ(Hi,...,Hx)NUp, com Hj = F;(Go(x),...,Gn(x)).

b.
VYV 'S Y. geOW)verificase que (o )], _,,, € O/ (V).

Considere x € f~1(V)eq = f(x) € V, sendo ¢ regular em g existem V, C V

aberto contendo g e oy, By € K[x, ..., x,] homogéneos do mesmo grau tais que
o
Py, = ﬂ—q com Z(B,) NV, =9.
q
. . ab

Por outro lado, segue da hipétese que existem U, C X contendo x e Fy,..., Fy
homogéneos do mesmo grau em K|xo, ..., x;] tais que Uy N Z(Gyp,....,G,) = @ ¢
f(a) = [Go(a) : ....: Gy(a)] paratodo a € Uy. Assim, ao considerarmos o aberto

Wy = Uy N f71(V,) de X tem-se que: x € Wy e Wy éum aberto de f~1(V).

De fato, para todo a € W, tem-se que

o%(f(@) _ aq(Go(@).....Ga(@) _ Fi(a)
Ba(f(@))  Bg(Go(a).....Gn(a))  Fa(a)
com Fj(x) = 0g(Go(X),....Gn(x)) & F2(x) = B4(Go(x),....Gp(x)) polindmios homo-

po fla)=¢(f(a) =

géneos do mesmo grau em K[x] = K[x, ..., x;;]. Além disso, temos que Z(F>) N Wy =
0.3 Assim, p o f € O(f~1(V)). Portanto, f é um morfismo. O
84Suponha que @ € Z(F2) N Wy, entio a € Wy (logo f(a) = [Go(a) : ... : Gu(a)] € V) e

F>(a) =0 = B4(Go(a),...,Gn(a)). Que implicaem f(a) € Z(B4) N V4, o que é absurdo.
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Corolario 1.16. Sejam X C Py, Y C Py conjuntos algébricos projetivos. Se Gy, ..., G,

forem polinémios homogéneos do mesmo grauem K|[xy, . . ., Xm] tais que XNZ(Gy, ..., Gy) =

BelGo(x) : ... : Gu(x)] € Y para todo x € X, entdo f : X —> Y dada por
f(x) =[Go(x) :...: Gy(x)] € um morfismo.

Demonstragdo. Observe que o fato de Gy,..., G, serem polinomios homogéneos do
mesmo grau, digamos d atrelado ao fato que X N Z(Gy,....,G,) = @, garante a boa
definigdo de f.%

Para concluir, segue da Proposi¢ao 1.32, ao escolhermos para cada x € X o aberto
U, = X e os polindmios homogéneos Gy, ..., G, do enunciado (os quais satisfazem as
condi¢des requeridas) que f é um morfismo. O

Exemplo 1.75. Sejam X = {[ao tay :as) € P?lagay = a%} e f : P! — X dada por

f([s : t]) = [s? : st : t?], entdo f é um morfismo.

Basta observar que as fungdes coordenadas sdo polindmios, definidas a partir dos po-
lindmios homogéneos Gy = x3, G1 = xox1 € G2 = x} € C[x¢, x1]. Além disso, a boa
defini¢ao de f segue, visto que:

. Z(Go, G], Gz) = Z(xg,X()Xl,X%) = Z(X(),Xl) = 0. LOgO, ]Pl HZ(GO, Gl, Gz) = 0.

e Paratodoa = [s : t] € P! tem-se que f(a) = [Go(a) : G1(a) : G2(a)] € X.

Exemplo 1.76. Considere X = {[ao ay :az) € P?lag + a3 = af} ef:X — P!
dada por

e l[ap :a1 —az), se p#[0:1:1],
P—[ao.m.az]r—){ [1:0]. e p[0-1:1]
Vamos aplicar o critério da Proposi¢do 1.32 para concluir que f ¢ um morfismo.

b
Temos que mostrar que para todo ¢ € X existe Uy ag X contendo g e Gy, G; homoggé-
neos do mesmo grau em C[xg, X1, x2], tais que U; N Z(Gy, G1) =0 e f(a) = [Gola) :
Gi(a)] paratodo a € U,.

De fato, considere g € X.
(i) Seq #[0:1:1]entdoconsidere Uy = X —{[0:1:1]}, G} = xpe G2 = X1 —X3.

Observe que:
L] Z(Go, Gl) = Z(xo,x1 — X2) = {[O 01 1]} LOgO, Uq n Z(Go, Gl) = 0.

e Paratodo a = [ag : a; : az] € U, tem-se que f(a) = [Go(a) : G1(a)].

85Visto que, se Gy, . . . , G, sio homogéneos de graud e X N Z(Go, . . . ., G,) = @, entdo para todo A # 0
emC ,tem-seque f(a) = f([A-ag:...: A-am]) =[A9-Go(@):...: A9 -G,(a)] =[Go(a) : ....:
Gp(a)]se,a=lap:....:am] € X.
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(ii)) Seqg = [0 : 1 : 1] entdo considere Uy = X —{[0 : 1 : —1]}, Go = x1 + x> ¢
Gl = X9.

Observe que:
e Z(Go,G1) = Z(x1 + x2,%x0) = {[0:1:—1]}. Logo, U; N Z(Gy, G1) = 9.

e Paratodoa = [ag : a1 : az] € Uy —{[0: 1 : 1]} tem-se que

fla) = lao : a1—az] = [ao(a1+az) : ai—a3] = [ao(a1+az) : ad] = [a1+az : ao).

Eparaa =[0:1: 1] tem-se que f(a) =[1:0] =[2:0] = [Go(a), G1(a)].

Sejam X C Pg’, ¥ C Pg conjuntos algébricos projetivos e f : X — Y um
morfismo. Podemos afirmar que existem polindmios homogéneos Gy, ..., G, €
K[xo, ..., Xm] do mesmo grau, tais que ¥ N Z(Gog,....,G,) = B e f(a) =
[Go(@) :...:Gu(a)], Ya e X?

O Exemplo 1.75 verifica essa propriedade. Mas ndo verdadeira em geral. De fato, se
considerarmos X = {[ao tay :a) € P?lat+a3 = a%} ¢ o morfismo (do Exemplo 1.76)
f : X — P! dado por

p=lao:ar:a)]+— { lao Ela:101612]’ :Z 2 i %8 } H,

mostremos que ndo existem Gy, G; € K[xg, x1, X2] homogéneos do mesmo grau, tais que
X NZ(Go,G1) =0e f(a) =[Gola) : G1(a)], Ya e X.

Pelo absurdo, suponha que existem Gg, G; € K][xg, x1, x2] homogéneos do mesmo
grau, tais que X N Z(Gy,G1) = B e f(a) = [Go(a) : G1(a)], Ya € X. Assim, no
aberto U = X — {[0: 1 : 1]} temos que

f(a) =lag :a; —az] = [Gola) : G1(a)], VYael.
De onde concluimos que
ap Gl(a) — (a1 —az) . G()(CZ) = O, YaelU —=U - Z()C() . G] — ()Cl —)C2) . G())
Sendo U aberto ndo vazio e X uma variedade projetiva, ao tomar o fecho, concluimos que
=Z(X)
X C Z(X() -Gy —(Xl —Xz)'G()) = X0 G1 —(Xl —Xz)'G() S (xg—xlz +X%>
Logo, existe H € C[xg, x1, x2] homogéneo tal que

Xo-G1 — (x1 —X2) -Go=H - (xg —xf + x%) (152)
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A seguir usaremos o seguinte resultado.

Afirmacdo: Se C; e C, sio curvas planas projetivas,?® entdio C; N C, # 8.8
Considere ¢ = [0: 1 : —1] € X. Temos duas possibilidades:

XNZ(Go) #1{g) ou XN Z(Go) = ig}.

* X N Z(Go) # {q}.

Segue da Afirmacdo que X N Z(Gy) # @. Logo existe b = [bg : by : by] # g na
intersecdo X N Z(Gy). Agora, segue de (1.52) ao calcular em b que byG1(b) = 0. Como
estamos assumindo que X N Z(Gy, G1) = @, entdo necessariamente by = 0. Assim,

b#q
beXNZkxy)={q.p=[0:1:1]} = b= p.

Se b = p entdo Go(p) = 0 (pois f(p) = [1:0] = [Go(p) : G1(p)).
~———
Absurdo!
* X N Z(Go) = {q}.
Temos duas possibilidades:*® ¢ € Sing(Z(Gy)) ou ¢ & Sing(Z(Gy)).

G
(D g € Sing(Z(Gy))- Logo a—o(q) =0,parai =0,1,2.
Xi

ad
Segue da relagdo de Euler®® que Gy(q) = 0. Agora ao calcularmos T (q) em (1.52),
X0

concluimos que G1(g) = 0, 0 que implicaem g € X N Z(Gy, G1) (0 que é absurdo, visto
que XN Z(Go, Gl) = @)

(1) g & Sing(Z(Go)).
Segue de (1.52) que xo - (G; — H - x¢) = (x1 — x2)(Go — H - (x1 + x3)). Agora,
como mdc(xg, x; — x3) = 1 segue que existe A € C[xg, x1, x2] tal que

G1=H'X0+A'(X1—X2) (S G0=H'(X1+X2)+AXO (153)

Agora, se grau(Gy) = 1 entdo H e A na igualdade acima sdo constantes. Assim, vamos
escrever Gy = a(x; + x2) + Bxo com &, B € C ndo ambos nulos. Neste caso, estamos
na seguinte situacdo: Z(Gy) é uma reta que encontra X num tnico ponto, o ¢. Ou seja,
Z(Gyp) € uma reta tangente a curva X no ponto q.

86C C P2 ¢ uma curva (plana) projetiva, se C = Z(F) com F € C[xg, x1,x2] homogéneo e nio
constante.

87Uma demonstragio desta afirmagio pode ser encontrada no texto Introdugdo ds Curvas Algébricas Planas
(Vainsencher (2017)).

888eja C = Z(F) < P2 uma curva definida pelo polinémio homogéneo F € C[xo,x1,x2]e p € C.
)
o (p) = O parai = 0, 1, 2. Caso contrario, p é denominado
ponto ndo singular de C. Usaremos a notagdo Smg(C) para indicar o conjunto de todos os pontos singulares
da curva C.

Dizemos que p é um ponto singular de C, se —

JoF oF
8Se F € K[xo, ..., Xy] for homogéneo de grau d, entdo xg+ — + -+ +xy - — =d - F
0x0 0xp
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2(Go)

A seguir vamos introduzir a nog¢do de reta tangente a uma curva num ponto nao sin-
gular.

Seja C = Z(F) € P? uma curvaplanae p € C — Sing(C). A reta tangente i curva
C no ponto p, que denotaremos por 7, C ¢ definida pelos zeros em P2

aF oF oF
TyC:=Z|-—(@) X0+ 7—(q)-x1 + 7—(q)-x2 ).
dxo 9x1 0x2
Observe que a reta tangente 7, X = Z(—2x; — 2x3) = Z(x1 + x2). Assim,
Ty X = Z(x1 + x2) = Z2(Go) = Z(a(x1 + x2) + Bxo) =B =0¢e a #0.
3Gy a ;
Logo, W(Q) = 0 e ao calcularmos W(q) em (1.52), concluimos que G;(g) = 0
0 0

o que implicaem g € X N Z(Gy, G1) (0 que ¢ absurdo, visto que X N Z(Gy, G1) = 0).

Continuando, se grau(Ggy) > 2 e g ¢ Sing(Z(Gy)), vamos apelar para o seguinte
resultado:

Lema 1.20. Sejam Cy e C, curvas planas projetivas tais que grau(Cy) = dy > 2,
grau(Cy) = do > 2.0 Se Ci N Cy, = {q} eq & Sing(C;) parai = 1,2, entdo
T,C1 = T,C.%!

Estamos na seguinte situacao:

90Se C ¢ uma curva plana tal que Z(C) = (F'), entdio grau(C) = grau(F).
91Para entender a demonstragdo deste Lema, o leitor ira precisar dos conceitos de multiplicidade e niimero de
interse¢do de curva planas. Primeiramente, notemos que:
T R by = @O > 1 =€) my (€.
Agora, pela propriedade (5) de Nimero de Interse¢do (cf. p. 37 em Fulton (1989)) as curvas C e C2 tém
retas tangentes comuns no ponto g. Como o ponto ¢ é ndo singular, seque que 7,C1 = T, C».
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Reta tangente

Z(Go)

E segue do Lema 1.20 que 74X = Z(x1 + x2) = T;2(Go). Entretanto, de (1.53)
temos que Go = H -(x1 +x2)+ Axp. Logo T;; Z(Gy) ¢ definido pelos zeros do polinémio

A(q)xo + H(q)x1 + H(q)x2.

Agora, a partir do fato que T, X = Z(x1 + x2) = T4, Z(Gyp), concluimos que A(g) =0
e H(q) # 0. Agora, a partir de (1.53) tem-se que

Gy =H -xo+ A -(x1—x2) = G1(g) =0, o0 queéabsurdo.

Exercicio 1.79. Considere X = {[ao cap :az) € P?ak + a3 = a%} eg: X — P!

dada por

p=lao:ai:a]— { lao an:1 ﬁyaZL :z i 7’=é {8 } H’

E g um morfismo?

Morfismo dominante

Sejam X, Y conjuntos algébricos quase afins ou quase projetivos. Um morfismo
f X — Y édominante se Im(f) =Y.

Exemplo 1.77. O morfismo f : P" —> A! dado por p > 0 ndo é dominante (visto
que Im(f) = {0} é um fechado e ndio denso em Al).

Exemplo 1.78. A fungdo f : Z(xy — 1) — A! dada por (a,b) —> a é um morfismo
dominante. De fato, note que Im(f) = A! — {0} e A1 — {0} = AL

Proposicao 1.33. Considere a notagdo do Teorema 1.6. Sejam X C A% eY C A?K
variedades afins. Verifica-se que

f X — Y éum morfismo dominante < f* : A(Y) — A(X) é injetor:
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Demonstra¢do. Vamos usar o isomorfismo entre o anel de coordenadas de uma variedade
afim e a K-algebra determinada pelas fungdes regulares sobre essa variedade afim (Teo-
rema 1.2). Assim, temos

A(Y) A(X)

2l * 2l
o) -5 o(x) dadapor ¥ — o f.

Considere ¥ € O(Y) tal que f*(y) = 0 (x N 0). Assim,

[*W)(x) =0, VxeX =  Y(f(x) =0, VxeX
V2F e(f(x) =0, VxeX
FeA)
= Im(f) € 2(g)
SABIE Y () € 2(9)
== geI(y)
— g=0 A
— Yy =0 (Y3yr>0)

Portanto, f* ¢ injetora. o
Lembre que para todo W C Ay verifica-se que W = Z(Z(W)).

Assim, precisamos mostrar que ¥ = Im(f) = Z(Z(Im(f))).

Assuma que f : X —> Y é dada por x —> (f1(x),..., fu(x)). Lembre que f; =
Xio f = f*(x;) sendo X; € O(Y) dada pela proje¢do na i-ésima coordenada, ou seja,

(b],...,b,,)i—)bi.

Considere p € K[xy, ..., x,] e observe que

p € Z(Im(f)) — p(f(x))=0, VxeX

— p(fl(x)9"'9fn(x))=0, VxeX
=  p(f*ED).... fFE@))(x) =0, VxeX
— f*(p(fl\,...,@))(x)/\zo, VxeX
= R 5) =0 OX)

ST o F.. 8 =0eO)

A)=0ox) _  _
— p=0€ A(Y)
— peZY).

Assim,
I(Im(f)) CZ(Y) = Y = Z(Z(Y)) € Z(Z(Im(f))) = Im(f) = ¥ = Im(f).

Portanto, f é dominante. O
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Exercicio 1.80. Considere X = Z(xy —z?) C A3. A fun¢do f : X —> AZ dada por
(x,y,2) = (x,y) € um morfismo dominante?

Exercicio 1.81. Seja {L1, L, L3, L4} uma base de Sy, sendo S = C|xg, x1, X2, x3]. A
fungdo f : P3 — P3 dadapor p — [L1(p) : Lo(p) : L3(p) : L4(p)] é um morfismo
dominante?

Observagdo 1.19. O conceito de morfismo dominante foi introduzido por ser o pré-requi-
sito que um morfismo deve atender para podermos usar o Teorema da dimensdo das fibras
(cf. Teorema 1.7). Esse Teorema ¢ importante (em nosso contexto) pois nos permitira
concluir o seguinte resultado

Sejam X = Z(F) é uma superficie nio singular em P3 tal que Z(X) = (F) com
F € C[xg, x1, X2, x3] homogéneo de graud > 1e

2X) = {K C P3|¢ é uma reta contida em X }

Entdo £(X) ¢ um conjunto finito se ¢ > 3. Ou seja, toda superficie ndo singular em P3
de grau d > 3 contém um quantidade finita de retas (podendo ndo conter nenhuma reta se
d=4).

Uma classe importante de isomorfismos de Pg em IPg sdo as mudangas de coordena-
das projetivas (MCP), que iremos introduzir a seguir. Cabe salientar que tais isomorfismos
preservam variedades lineares, entre outras propriedades, motivo pelo qual sdo muito uti-
lizadas para facilitar certas contas.

Mudancas de coordenadas projetivas

Seja V' um espago vetorial sobre o corpo K, entdo denotaremos por
Iso(V) = {T : V. — V|T é um isomorfismo K-linear }

Uma fungdo f : Pg — Py serd denominada de mudangas de coordenadas projetivas
(MCP) se existe T € Iso(K"*!) tal que f([v]) = [T(v)] para todo [v] € PZ.

Exemplo 1.79. A fun¢io f : P3 — P3 dada por
lap : a1 :az:aszl—>lag+ a1 —az +asz :ay —2az + 3az 1 a, —as : as]
¢ uma MCP, pois existe 7 € Iso(C*) dada por

T(x,y,z,t) =(x+y—z+1,y—22+13,2—1,1)
tal que f([v]) = [T(v)] para todo [v] € P3.

Exemplo 1.80. Se ¢ é uma reta em IP3, entdo existe uma (MCP) f : P3 — P3 tal que
S ) = Z(xo, x1).
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Se £ = Z(xg, x1) considere f = idp3 (a fungio identidade em P3). Do contrario,
considere W € G,(C*) tal que £ = P (W) e fixe uma base {w;,w;} de W. A seguir,
escolha ws, ws € C* de modo que o = {w;, Wz, W3, W4} seja uma base de C*. Observe
que Z(xg,x1) = P(U), sendo U = [e3, e4] com B = {eq, e, 3, e4} a base candnica de
C*. Lembremos que existe um tinico isomorfismo linear

T: C* — «C*
Wi > eiq2 =
i

.2,
wW; > ei_» 4

1
37

E neste caso T (W) = U. Assim, a (MCP) f : P3 — P3 definida a partir de T satisfaz
a condigdo f(£) = Z(xg, x1).

Exercicio 1.82. Considere p € P3. Mostre que existe uma (MCP) f : P3 — P3 tal
que f(p) =[1:0:0:0].

Exercicio 1.83. Sejam ¢; = P(W;) com W; € Go(C3)retasem P2, i = 1,2. Se £ # £,
determine uma MCP f : P2 — P2, tal que f({;) = Z(x1) e f({2) = Z(x2).

Observagao 1.20. Usaremos a seguinte notagdo
Aut(Pg) := { f : Pg — Pg|f é uma mudangas de coordenadas projetivas}.

Verifica-se que

(a) As mudangas de coordenadas projetivas sdo fungdes bijetoras.’?

(b) As mudangas de coordenadas projetivas sdo isomorfismos.”?

(c¢) As mudangas de coordenadas projetivas preservam variedades projetivas lineares.
Se A € Pg ¢ uma variedade projetiva linear ndo vazia de dimensdo d, 0 < d < n,
entdo existe W € Gy (K"*!) tal que A = P(W).

Observe que para todo T € Iso(K"*1) verifica-se que T(W) € G441 (K"t1). De
fato, se f € Aut(Pg) for determinada a partir de 7" € Iso(K"*1), entdo f(A) =
P(T(W)) sendo P(T(W)) uma variedade projetiva linear de dimensao d .

(d) Aut(Pg) € um grupo se considerarmos a operagdo composi¢ao.

A seguir mostraremos que mudancgas de coordenadas projetivas preservam conjuntos
algébricos projetivos, o grau das hipersuperficies e pontos singulares. Para isso, vamos
introduzir uma ago do grupo Iso(K" 1) em K|[xo, ..., x,].

2De fato se f € Aut(IPg ) for determinada por T € Iso(K” 1), entio f~1([u]) = [T~ (u)].

930 ponto chave ¢ entender que as fungdes coordenadas f; de uma MCP f(p) = [Lo(p) : L1(p) : ... :
L,, (p)] sdo funcionais lineares nas coordenadas homogéneas do ponto p, tais que Z(Lo, ..., Ly) = 0. Assim,
a Proposicio 1.32 nos garante que f ¢ sua inversa f —! sdo morfismos.
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Acdo de Iso(K"*1) em K[xo, . ..,> X
Paracada T € Iso(K"™1') e F € K[xo,...,x,] definimos To F € K[xo,..., x,] por
ToF (X0, ..., % := F(T Y (x0,...,xn)).

Exemplo 1.81. Considere F = 1 + x; — xgx2 € C[x¢,x1.x2] e T € Iso(C?) dado por
T(x,y,z)=(x,—z,y).
Observe que T~ 1(x, y,z) = (x,z,—y). Logo,
ToF(xo,x1,Xx2) = F(T7!(x0,x1,x2)) = F(x,x2,—x1)

=14 x2 — xo(—x1)
=1+ x5 + xox1.

Observacao 1.21. A funcao
o : Iso(K"™) x K[xg, ..., x,] — K[xo....,x,] dadapor (T, F) —> T.F.

define uma aciio pela esquerda do grupo Iso(K”*!) em K[xo. . . ., xx].

De fato, se id = idgn+1 € a fungio identidade em K" *!, entdo ide ¥ = F para todo
F e K[Xo, A ,Xn].
A seguir, considere F € K[xo,...,x,]e T, S € Iso(K"™1). Note que:

(SoT)eF(xg,....xn) = F((SoT) (x0.....%n))
=F(T7'oS Yxg,...,%n))
= F(T7'(S7 Y(x0,....%n)))
=T F(S Y(xg,...,Xpn))
= Se(TeF)(x0. ..., xn)

Portanto, (S o T)e FF = Se(Te F).
Proposicdo 1.34. Seja T € Iso(K"*1) tal que

boo bo1 -+ bon
] bio b1 -+ b
bnO bnl ce bnn

é a matriz de T~ da base canénica na base canédnica. Considere
Lo = booxo + bo1x1-++ 4+ bonXn, ... , Ly = bpoxo + bp1X1 -+ bunXxn.

Entdio T : K][xg,...,xn] — K][xo,...,x,] dado por x; —> L; parai = 0,...,ne
a+—— a se, a € K éum o isomorfismo de K-dlgebras tal que:
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(i) T(F) =T.F.
(1) Te(F + G) =TeF + TeG e Te(F - G) = ToF - TeG Y F,G € K]xo, ..., Xn].
(iii) Se F é homogéneo de grau d entdo Te F é homogéneo de grau d.

Demonstrag¢do. Segue do item (ii) do Lema 1.14 que existe um tnico homomorfismo de
anéis satisfazendo as condigdes x; — L; parai = 0,...,nea +—— ase,a € K.
Observe que T(F) = T, F. Além disso,

T é injetora.”
T é sobrejetora. Dado F € K|[xo, ..., X,], basta considerar G = (T 1), F.

Portanto T é um isomorfismo de anéis. De fato, T é um isomorfismo de K-algebras.”
Segue do fato de T ser um homomorfismo de anéis tal que T(F) = To F.
E suficiente considerar o mondmio u = xéoxil oo xin a] queip+iy+--+ip=d

e verificar que T(u) € Sy sendo S = K][xog, ..., X].
De fato,

T(u) = (T(x0))(T(x1))"" - (T(xp))n = LY - L' -+ Lin visto que Tox; = L;, Vi.
Assim,

grau(T(u)) =io-grau(Lg) + iy -grau(Ly) + --- + iy - grau(Ly,)
=ig+i1+--+i,=d, poisgrau(l;) =1, Vi.

O
Proposicio 1.35. Seja ¢ € Aut(Pg) definido por T € Iso(K" ™). Entdo
0(Z(F)) = Z(T.F), VY F eS; sendoS =K]|xg,...,xy]
Demonstragdo. Considere p € Pg e observe que
pe@(Z(F) = p=9ev]) e [vle Z(F)
— p=[TWV)] e Fv)=0
w=T(v)
— p=[w, e F(T'(w) =0
< p=[w], e TeF(w)=0
< peZ(T.F).
O

94De fato, considere F € ker(T), logo —id
N——

T He 4 _ e
TeF =0 = (T7 )e(TeF)=(T")e0= (T ' oT)eF =0=—=F =0.

95Basta observar que a estrutura de K-algebra em K[xo, . .., X5 ] ¢ dada pela inclusdo k s keTor =1
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Corolario 1.17. Se X = Z(F\y,..., F) € Pg um conjunto algébrico projetivo sendo
Fi, ..., Fy polindmios homogéneos, entdo 9p(X) = Z(TeF1, ..., TeFy) para todo ¢ €
Aut(Pg). Em particular, se X for uma variedade projetiva, entdo ¢(X) também é uma
variedade projetiva.

Demonstragdo. Deixamos a cargo do leitor.”® O
Corolario 1.18. Mudancga de coordenadas projetivas preservam grau de hipersuperficies.
Demonstragdo. Se Z(F) é uma hipersuperficie de grau d e ¢ € Aut(IPg), segue da Pro-
posicdo 1.35 que p(Z(F)) = Z(T. F), que é uma hipersuperficie de grau grau(T, F) =
grau(F) = d (pelo item (iii) da Proposicao 1.34). O

A seguir, mostraremos que as mudangas de coordenadas projetivas preservam pontos
singulares.”’

Proposicdo 1.36. Seja Z(F) C Pg uma hipersuperficie e ¢ € Aut(IPg). Considere
p € Pg. Verifica-se que

p € Sing(Z(F)) <= ¢(p) € Sing(p(V(F)))

Demonstragdo. Assuma que T € Iso(K"*!) determina ¢ € Aut(Pg) e p = [v]. Assim,
queremos mostrar que

[v] € Sing(Z(F)) <= [T (v)] € Sing(Z(T.F)),

ou equivalentemente,

oF T F

—(v) =0, paratodoi < ( )(T(V)) =0, paratodoi.
8)(,‘ 8)(?1'

Observe que o funcional linear associado ao polindmio 7, F ¢ dado pela composta

7! F
Kn+1 R Kn+l S K.

Além disso, segue da regra da cadeia que

d(ToF)(u) = dF(T7 () - d(T" Y (), YueK'H!.

9%Lembre que as fungdes continuas levam conjuntos irredutiveis em conjuntos irredutiveis e que todo mor-
fismo ¢ uma fungdo continua.
9Se X = Z(F) C Pj for uma hipersuperficie tal que Z(X) = (F) com F € K[xo,...,x;]ep € X.

. oF . . .
Dizemos que p é um ponto singular de X, se T (p) = Oparai = 0,...,n. Caso contrario, p é denominado
Xi
ponto ndo singular de X . Usaremos a notagdo Sing(X) para indicar o conjunto de todos os pontos singulares
da hipersuperficie X .
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Entretanto, sendo 7! uma transformagdo linear, vale que d(7~1)(u) = T~!. Assim,
na sua forma matricial temos que:

|:8(T.F) A(T.F) OF

0xp,

(u) .

] =[Foto)  geatw)|

9x0 T 3x,

Ao calcular a igualdade acima em u = T'(v), obtemos
I(T.F) (T F) oF
ox,

(TW)) ...

3
(T(V)):| = [gFO(V) (v):|-[T_1]. (1.54)

dxg ax,
Como [T~1] é invertivel, segue de (1.54) que

[v] € Sing(Z(F)) <= [T (v)] € Sing(Z(T,F)).

Retas em superficies projetivamente equivalentes em P3

Sejam X e Y conjuntos algébricos projetivos em Pg. Dizemos que X e Y sdo projetiva-
mente equivalentes se existe ¢ € Aut(IPg) tal que p(X) =Y.

Exemplo 1.82. Considere X = Z(x¢x3—x1X2), Y = Z(x¢x1) superficies quadricas em
P3.

(a) Assuperficies quadricas Z(xZ +x7 + x3 +x3) e X sdo projetivamente equivalentes.
Considere ¢ € Aut(P3) dada por

[ap :ay :az a3zl +—>lap +iay : —ax —ias:ax —iaz:ag—iay].
Note que go(Z(x% +x? +x3 + X%)) =X

(b) As superficies quéadricas Z(x2 + x?) e Y sdo projetivamente equivalentes. De fato,
¢ : P3 — P3 dada por

lap :ay :az:aszl—> [ag +iay :ag—iay :as: as)
¢é uma MCP tal que p(Z(x2 + x7)) = Y.

O exemplo acima traz a tona um resultado geral que diz respeito a classificagdo das
hipersuperficies quadricas em Pg (cf. Teorema 4, p. 411 em Cox, Little e O’Shea (1997))
que utilizaremos no Capitulo 3 para contar retas em superficies quadricas, uma vez que
superficies projetivamente equivalentes possuem a mesma quantidade de retas, conforme
mostraremos a seguir.

Considere X C P2 um conjunto algébrico. Vamos denotar por £(X) o conjunto de
todas as retas contidas em X

£(X) := {Z C P3|¢ é uma reta contida em X}
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Fixada uma reta £ em P3, defina £4(X) := {m e X)L Nm # @}. Ou seja, £¢(X) é
formado por todas as retas que estdo contidas na superficie X e encontram a reta £.

Proposicio 1.37. Com as notagées acima. Para cada ¢ € Aut(P3) verifica-se que
2:8X) — &(Xy) dadapor £ +— () sendo X; = ¢p(X)
¢é uma bijecdo que satisfaz
(1) Sel,m € LX) entdo L N m = @ se, e somente se, p(£) N p(m) = @.
(i) 2(L¢(X)) = L¢,(X1), sendo £y = ¢({) e £ uma reta em P3.
Demonstragdo. Note que:

* (2 estd bem definida. Basta lembrar que as MCP preservam retas, ou seja, levam
retas em retas.”® Além disso, se ¢ € Aut(P3) for determinada por T € Iso(C*), e
X = Z(F) C P3, entdo X; = ¢(X) = Z(T.F) é uma superficie em P> definida
por T.F € C[)C(), X1,X2, X3].

+ £2 é uma bije¢do. Observe que £(X;) > m —> ¢~ 1(m) € £(X) define a inversa
de 2 sendo ¢! € Aut(P3) a inversa da MCP ¢.

Segue de forma direta ao aplicar ¢ (respectivamente, ¢~ ') na igualdade £ N m = @
(respectivamente, ¢(£) N p(m) = @).

Observe que:

my € 2(L¢(X)) << m; = ¢(m) paraalgum m € £;(X)

{Nm#QD

= mNel)#0
L1=p()

< mi N £, 3'é (1]

<~ mp € Sgl(Xl).
O

Corolario 1.19. Superficies projetivamente equivalentes possuem a mesma quantidade
de retas.

Demonstragdo. Segue da defini¢do de projetivamente equivalentes e da Proposigdo 1.37.
O

Corolario 1.20. Superficies projetivamente equivalentes possuem a mesma quantidade
de retas duas a duas disjuntas.

Demonstragdo. Basta aplicar o Corolario 1.19 e o item (ii) da Proposicao 1.37. O

%Visto que todo MCP preserva variedades lineares projetivas. De fato, se ¢ € Aut(P3) for determinada por
T €Iso(C*) e A = P(W) é uma variedade linear projetiva, entdo ¢(A) = P(T'(W)).
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1.3.2 Teorema da dimensao das fibras

A seguir colocamos o enunciado do Teorema da dimenséo das fibras (que iremos denomi-
nar também por TDF) e iremos discutir alguns exemplos calculando a dimenséo das assim
denominadas fibras f~1(y), de um dado morfismo f : X — Y. Por simplicidade fa-
remos a demonstragdo no caso em que X e Y sdo variedades afins, mas que o resultado
também ¢ valido para variedades quase projetivas como indicado a seguir.

Teorema 1.7. (TDF) Se X e Y sdo variedades quase projetivas e f : X —> Y um
morfismo dominante, entdo

(i) dimY < dim X.

(i) Paratodoy € Im(f)e Z € f~1(y) componente irredutivel de f~'(y), verifica-
-se que dimZ > dim X —dimY.

(iii) Existe U C Y aberto ndo vazio tal que

dim f~!(y) = dimX —dimY, Vy e U.

Toda variedade quase afim pode ser considerada como uma variedade quase
projetiva (via o homemorfismo ¢y cf. Proposicdo 1.25), visto que, se ¥ ¢ uma variedade

ab
quase afim em Af, entdo ¥ = Y1 NV sendo Y; fechado em A e V € Ap. Assim, ao
considerarmos o homeomorfismo

<p51: k — Up dadopor (b1,....by) —>[1:b1,...,b,],

obtemos W = ¢y ! (V) aberto de Up (logo W ¢ aberto de Pft) e X1 = ¢! (Y1) fechado
de Uy, ou seja, X1 = X N Up sendo X fechado em Pg. Logo,

0 M) =9 V) Ng' (V) =X NW =(XNU)NW=XnW.
De onde concluimos que @y ! (Y) é uma variedade quase projetiva em Pg.

Exemplo 1.83. Considere f : A% — A3 dado por (a,b) — (a. b, ab).

Observe que f éum morfismo tal que Im( f) = Z(z—xy). Assim, f ndo ¢ dominante.
Agora, g : AR —> Z(z — xy) C A, definida por g(p) = f(p) é uma bijegdo, logo g é
dominante e para todo ¢ € Im(g) tem-se que dimg~'(¢) = 0.

Exemplo 1.84. Considere o morfismo f : A2 —> A2 dado por (a, b) —> (b, ab).
Note que:

e f ¢ dominante.
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AZ

Vamos mostrar que Im( /) =

— (A% = Z() K0, 0)} * 0.0
' Z(x)

Observe que: (0,y) € Im(f) <= 3(a,b) € A% tal que f(a,b) = (b,ab) = (0, y).
Logo, b = 0e y = 0, ouseja, Im(f) N Z(x) = {(0,0)}. Agora, se considerarmos
(u,v) € A% — Z(x) verifica-se que f (2,u) = (u, v). Portanto,

Im(f) = (A> = 2(x)) |_J{(0,0)} = Tm(f) = A”.

e Vamos determinar as fibras de f (ou seja, £~ (u,v)).
Sabemos que f (%,a) = (a,b) se,a # 0eque f(a,0) = (0,0) paratodoa € C.

Logo,
{(3”)}’ seu #0
JARURYES Z(y), seu=v=0
@, seu=0,v #0.

Neste exemplo as fibras sdo irredutiveis tais que dim £ ~1(0,0) = 1 e dim f~'(u,v) =0
se u # 0. Além disso, no aberto U = A% — Z(x) verifica-se que

dim f~'(u,v) = dimA? —dimA2 =0 V (u,v) € U.

Exercicio 1.84. Considere f : Aﬁ{ — Z(x3) C Af{ dada por (a, b, c) —> (ab, bc,0).
(a) f é dominante?
(b) Existe U aberto nio vazio de Z(x3) tal que dim f~!(¢) =1, Vg € U?

Preliminares para prova do item (i) do TDF

Lema 1.21. Sejam k um corpo e A, B dominios de integridade que sdo k-dlgebras. Se
¥ : B —> A for um homomorfismo de k-dlgebras injetor, entdo

Y (b)
¥ (s)

também é um homomorfismo de k-dlgebras injetor. Ou seja, obtemos uma extensdo de
corpos Frac(B) — Frac(A).

b
Y : Frac(B) —> Frac(A) dado por — —
s

Demonstragdo. Deixamos a cargo do leitor a verificacdo de que ¥, estd bem definida e é
um homomorfismo de anéis. Observe que:
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e Y11 ¢ um homomorfismo de k-algebras.
Sejam ¢4 : k — A e pp : k —> B os homomorfismos de anéis que definem a
estrutura de k-algebra em A e B. Entdo

va: K — Frac(A) e ¢p: K —> Frac(B)
pa(k) PR 7:100)
14 lp
sdo os homomorfismo de anéis que definem a estrutura de k-algebra em Frac(A) e Frac(B).

Lembre que ¥ o pp = @4, visto que ¥ ¢ um homomorfismo de k-algebras. Ou seja, é
comutativo o seguinte diagrama

B—>A

N

52) -S40 o v

Assim, temos que

vfloaé(x):wl(

e /1 € injetora.

b
Considere — € ker(y1). Assim,
s

" (]Z) S0 B0 =0 00— 2 = % e FracB).
N lA W(S) lA N lB

O

‘ Demonstracgo do item (i) do TDF‘

Demonstra¢do. Sejam X, Y variedades afins e f : X —> Y um morfismo dominante.
Nosso objetivo é mostrar que dim Y < dim X.

Segue da Proposi¢do 1.33 que f* : A(Y) — A(X) ¢é injetor. Portanto, f* :
A(Y) — A(X) éum homomorfismo injetor de K-algebras. Assim, a partir do Lema 1.21
obtemos as extensodes de corpos

K «——— Frac(A(Y)) —— Frac(A(X)).
Segue da defini¢do de grau de transcendéncia que
trdegg Frac(A(Y)) < trdegkFrac(A(X)).
Agora, a partir do Lema 1.16, segue que
dimA(Y) = trdegg Frac(A(Y)) < trdeggFrac(A(X)) = dlmA (X).

Krull

Por outro lado, a Proposi¢do 1.10 nos garante que dlmA(Y) dimY e dimA(X) =

Krull Krull

dim X . Portanto, dimY < dim X. O



134 1. Fundamentos de Geometria Algébrica Classica

Preliminares para prova dos itens (ii) e (iii) do TDF

Vamos comegar fazendo algumas observacdes e introduzindo algumas notagdes e defini-
¢Oes. Considere Z e X variedades afins em Af.

(i) Sejam f € K[xy,...,x,] e I ideal, defina
Zx(f) = {x € X| () = 0} = X N 2().
Zx(l) = {x € X|f(x)=0, Vfe 1} — X n Z(I).
(i) Se Z C X, entdo Z(X) € Z(Z). Assim, pela correspondéncia entre V(Z(X)) e

Spec(A(X)) dada por p —> p = {a € A(X)|a € p}, obtemos o ideal Z(Z) o qual
denotaremos por Zx (Z). Ou seja,

Ix(2) = T(Z) = (7 € A(X)|g € T(2)} € Spec(A(X)).

(iii) Se Z € X entdo ¥ : A(X) — A(Z) dadapor g —> g + Z(Z) esta bem definida
e ¢ um homomorfismo de K-algebras sobrejetor. Além disso, o nicleo de ¥ é dado

por
ker(@) = {g € A(X)|g € T(2)| = T(Z) = Ix (2).
Portanto, o
A(X
Tx(2) = A4

(iv) Se Z C X entdo definimos a codimensdo de Z em X por

codimy Z := dim X — dim Z.

(v) Se W € Z C X sdo conjuntos algébricos, entdo
codimy W = codimz W + codimy Z (1.55)
Teorema 1.8 (Teorema do ideal principal de Krull). Sejam A um anel noetheriano e x €

A — {0} ndo invertivel. Entdo todo ideal primo minimal dentre os que contém x possui
altura igual a um.

Demonstragdo. Veja a se¢do (12.1), p. 77 em Matsumura (1970). O

Proposicao 1.38. Sejam Z C X variedades afins. Entdo

3 f#£ 0 em A(X) ndo invertivel tal que

codimy Z =1 Z ¢é componente irredutivel de Zx (f).
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Demonstragdo. Como codimyZ = 1 entdo Z C X. Assim,

I(X) CI(Z) = Ix(Z) =I(Z) € Spec(A(X)) e Ix(Z) # {0}.
Assim, podemos escolher f # 0 em Zy (Z). Note que
« f'néo é invertivel, visto que Zx (Z) é um ideal primo de A(X).
. Zx(f) cXx”
e Z C Zx(f) C X.
De fato, como f € Zx (Z) = Z(Z), segue-se que f € Z(Z). Assim,
nx
ZCZ() = ZCZHNX = Zx (D).
ZcXx

A seguir, assuma que Zx(f) = Z; U --- U Zg, sendo Zq, ..., Z; as componentes
irredutiveis de Zx (f). Como Z ¢ irredutivel e Z C Zx (f) existe i € {1,...,k} tal que
Z C Z;. Assim, temos que

Ex.1.
ZCZiCEZx()C X = dmZ <dimZ; <dimZx(®) < dimX.  (1.56)

Agora, como codimy Z = dim X — dim Z = 1, a partir de (1.56) concluimos que
dmZ < dmZ; <dmZy(f) <dmZ + 1 = dim Z = dim Z; = dim Zx(f).

Tendo em consideragdo que Z C Z; e Z; ¢é irredutivel, (cf. Exercicio 1.28) segue que
Z = Z,;. Portanto, Z é uma componente irredutivel de Zx ().

Considere f # 0 em A(X) ndo invertivel. Seja Z uma componente irredutivel de
Zx (f). Assim, temos

ZCZxH=ZONX = Z C Z(f) = fe I(Z) = f e Ix(Z) € Spec(A(X)).

Queremos mostrar que Zy (Z) é um primo minimal dentre os que contém f. Considere q
ideal primo contendo Z(X) tal que

feqg CIx(2) =1(2).
De fato, f € q (visto que f = @ coma € g, logof—a € Z(X) € q) e q C Z(Z). Assim,
fech.irred.
feqCI(Z)=ZCZ(q) S 2(H) = Z < Zx(q) = 2(q) S Zx(H) = Z = Z(q).

(visto que Z ¢é componente irredutivel de Zy (f)). Assim, Z(Z) = g, de onde conclui-
mos que Zx(Z) = Z(Z) = q. Portanto, Zx(Z) ¢ um ideal primo de A(X) minimal

PS¢ Zx (f) = X entdo Z() N X = X. Logo, X C Z(f) que implica em f € Z(X), ou seja, f = 0, 0 que
¢ absurdo.
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entre os ideais primos que contém f. Segue do Teorema do ideal principal de Krull (cf.
Teorema 1.8) que ht(Zx (Z)) = 1.
Para finalizar, observe que

dmZ =  dimA(Z)
Krull
isom. . A(X)
= dim
kit Ty (Z)
Lema 15 GimA(X) — ht(Zx (Z))
Krull
= dimX — 1.
Portanto, codimy Z = 1. O

Corolario 1.21. Sejam Z e X variedades afins tais que Z € X. SecodimyZ =r > 1,
entdo existe uma cadeia de variedades afins

Z,=2Cl,1C---CZryCZ1CX
tais que codimy Z; =i para cadai € {1,...,r}.

Demonstra¢do. Faremos por indugdo em r.

O resultado segue visto que Z; = Z C X ecodimy Z; = 1.

Se W e Y sio variedades afins tais que W C Y e codimy W = k > 1,
entdo existe uma cadeia de variedades afins

We=WCWe1C---CWo,CWCY

tais que codimy W; =i paracadai € {1,...,k}.

‘Tese: r=k+1 ‘Sejam Z C X variedades afins tais que codimyZ =k + 1 > 1.

Como Z C X, tem-se que Z(X) C Z(Z). Desse modo podemos escolher f € Z(Z)-
— Z(X). Observe que:

o £ 0 em A(X) (visto que f & Z(X)). Além disso, f ndo ¢ invertivel.'*
o Z C Z(f) (visto que f € Z(2)).

e Existe W componente irredutivel de Zx (f) contendo Z.

De fato, se Zx(f) = Wy U--- U Wy, sendo Wy, ..., W, as componentes irredutiveis
de Zx(f). Como Z ¢é um subconjunto irredutivel de Zx (f), segue-se que Z < W; para
algum j € {1,...,£}. Considere W := W;.

Segue da Proposi¢ao 1.38 que codimy W = 1. Assimtemos Z € W C X e segue de
(1.55) que

codimy Z = codimy Z 4+ codimy W <—= k + 1 = codimy Z + 1 — codimy Z = k.

100Suponha, por absurdo, que f € A(X) é invertivel, logo existe h € A(X) tal que fh = 1, o que implica em
th—1 € Z(X) C Z(Z). Agora, como f € Z(Z) segue-se que 1 € Z(Z), o que ¢ absurdo.
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Assim, segue da hipdtese de inducdo (H.I.) que existe uma cadeia de variedades afins
Yr=ZCY,C---CY,Cch 1 CW (1.57)

tais que codimy Y; = i paracadai € {1,...,k}.
Entretanto a partir de (1.57) obtemos a cadeia de variedades afins

Ziy1=2Z CZp =Yy 1C--CZry:=Y1CZ:=WCX

tais que codimy Z; = i paracadai € {1,...,k+1}, vistoquecodimy Z; = codimy W =
1 eparai > 2 tem-se que

codimy Z; = codimy Z; + codimgz, Z; = codimy W + codimy Y,y =14+i—-1=1i.
O

Corolario 1.22. Considere X umavariedade afimefy, ... T, € A(X) tais que Zx (fy, ..., f,) #
@. Se Z é uma componente irredutivel de Zx (f1, ..., 1), entdo codimy Z < r.

Demonstragdo. Faremos inducdo em r.

Neste caso, Z ¢ uma componente irredutivel de Zx (f;) = Z(f;) N X. Note que:
eSef, =0,entio Z = X. Logo, codimyZ =0<r = 1.
— _ comp.

De fato, se fj = Oentdo f; € Z(X). Logo X € Z(fij))e Z < Zx(fi) = X.
Portanto, Z = X ecodimxZ =0<r = 1.
o Se f] € A(X) & invertivel entdo Zx (f;) = 0. B

Se f1 € A(X) ¢é invertivel entdo existe h € A(X) tal que f; - h = 1, o que implica em
fi-h—1 € Z(X). Logo,

Z(f)nN

XCZ(f;-h—1) = Zx(f) S ZE)NZ{;-h—1)=0— Zx(f)) = 0.
e Se f] € A(X) éndo nulo e ndo ¢ invertivel, entdo codimyZ = 1 < r = 1 (conforme
Proposigdo 1.38).

Considere X uma variedade afimefy, ..., fy € A(X) tais que Zx (f1,...,f) #

@. Entao toda componente irredutivel Z de Zx (fy, ..., fy) satisfaz codimy Z < k.

‘ Tese: r =k + 1 ‘SejaX uma variedade afimefy, ..., fry; € A(X)taisque Zx(fi,. .., fry1) #
@. Considere Z componente irredutivel de Zx (f1, ..., fr41). Assim,

Z CZx(f1,....fk11) = Zx(f)N---NZx(fr41) = Z € Zx(f;), Vi e{l,... . k+1}.

De fato, como Z C Zx(f1) e Z é irredutivel, existe Y C Zx (f;) componente irredutivel
contendo Z.

Afirmacdo 1: codimy Y < 1.
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Segue do caso r = 1 (na indugdo), visto que Y é componente irredutivel de Zx (f).
Com isso concluimos a prova da Afirmac3do 1.

Por outro lado, observe que Y éuma variedade afim contidaem X e f; € Z(Y). Assim,
podemos considerar o homomorfismo de K-algebras sobrejetor

W A(X) — A(Y) dadopor h—>h+Z(Y):=h

Considere B, . . ., fk’: € A(Y) e observe que

Yn
ZCZx(f)NZ(,... . fky1) = Z Y NZ(f2, ..., Tt1).

De fato,
ZCYNZ(E, ... fey) S Zx (1,52, fiey)

Afirmacdo 2: Z é componente irredutivel de Zy (f2, ..., fr41) =Y N Z2(f, ..., fr41)-

De fato, assuma que

Zy(f,....fiep) =W U---UW; e Zx(f1,....,Txp1)=2ZUZyU---UZ,

sendo Wi, ..., Wy as componentes irredutiveis de Zy (fa, ..., fx41) tais que W; & W;
semprequei # j,eZo = Z,7Z1,...,Z; ascomponentes irredutiveisde Zx (fi, ..., fr41)
tais que Z; € Z; paratodoi # j.

Como Z ¢ irredutivel e Z € Zy(f3,...,fr+1) segue que existe i € {1,...,s} tal
que Z C W;. Analogamente, como W; ¢é irredutivel e W; C Zx (f1, ..., fr41) segue que
W, CZouW, C Zjparaalgum j € {1,...,t}. Portanto,'! Z = ;.

Assim temos que Z ¢ componente irredutivel de Zy (fz, . . ., fr+1). Segue da hipdtese

de indugdo (H. I.) que codimy Z < k. Vistoque Z C Y C X, segue de (1.55) que

. ) ) Af1 .
codimy Z = codimy Z + codimyY = codimyZ < k + 1.

O
Corolario 1.23. Sejam Z C X variedades afins. Se codimxZ = r > 1, entdo existem
f1,...,f € A(X) tais que Z é uma componente irredutivel de Zx (fi,...,f,) e toda
componente irredutivel de Zx (f1, ..., f,) tem codimensdo r em X.

Demonstra¢do. Faremos inducdo em r.

Neste caso, temos Z C X variedades afins tais que codimyZ = 1. Segue
da Proposicio 1.38 que existe f # 0 em A(X) ndo invertivel tal que Z é componente
irredutivel de Zx (f). Além disso, a mesma proposi¢éo nos garante que toda componente
irredutivel de Zx (f) tem codimenséo 1 em X.

101Dg contrério, teriamos que W; C Zj paraalgum j € {1,...,¢},0queimplicaem Z C W; € Z;, 0

que ¢ absurdo.
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Sejam Z C X variedades afins tais que codimyZ = j,com 2 < j < r. Entdo

existem fy, . . . E € A(X) tais que Z ¢ uma componente irredutivel de Zx (fi,...,f;), e
toda componente irredutivel de Zx (fi, ..., f;) tem codimensdo j em X.

Sejam Z C X variedades afins tais que codimy Z = r + 1.

Como codimyZ = r + 1 > 1 segue do Corolario 1.21 que existe uma cadeia de
variedades afins
Zyy1w=2CZ,C---CZryCZy1CX

tais que codimy Z; = i, paracadai € {1,...,r + 1}.
Observe que Z, 41 = Z C Z, C X. Assim, codimy Z = codimy Z, + codimz, Z,
ou seja,

r+1=r+codimz, Z = codimz, Z = 1. (1.58)
Agora, como codimy Z, = r segue da hipdtese de indugdo (H.I.) que existemqq,...,qr €
A(X) tais que Z, é uma componente irredutivel de Zx(q1,...,qr), € toda componente
irredutivel de Zx(q1, ..., q,) tem codimensdo r em X .

Assuma que Zx(q1,...,qr) = Y17U---UYy, sendo Y7 = Z,,..., Yy as componentes
irredutiveis de Zx(qi,...,q,) taisque ¥; € Y; paratodo i # j. Note que

Zr+1=ZCZr=Y1 :>d1mZ<d1mY1
— dimZ < dimY; = dim X — codimy Y;
— dimZ <dimY; =dimX —r.

Afirmacdo 1: Paratodo j € {1,...,{} verifica-seque Y; € Z.

De fato, suponha que existe j € {1,...,£}talqueY; € Z. Se j = 1segueque Y; C
Z sendo que Z C Yi, o que é absurdo. Agora, se j > 2 concluimosque Y; € Z C Y3
com j # 1 (Absurdo, visto que ¥; € Y; paratodoi # j).

Segue da Afirmacdo 1 que Z(Z) € Z(Y;), paratodo j € {1,...,£}. De onde conclui-
mos que Zy(Z) € Zx(Y;) paratodo j € {1,...,£}. Sendo Zx(Y;) ideais primos para
todo j € {1,...,£}, concluimos que'??

L
Ix(Z) ¢ | Zx (¥)).

Jj=1

Assim, podemos escolher q,11 € Zx(Z) (mais precisamente q,4+; € Z(Z)) tal que
Qr+1 €Zx(Y;)paratodo j € {1,...,¢}.

Afirmagdo 2: Z ¢ uma componente irredutivel de Zy, (q,+1) = Z(qr+1) N Y1 tal que
codimy, Z = 1.

102gejam A um anel comutativo com unidade, p1...., P¢ ideais primos de A. Se I é um ideal de A tal que

I1c Uﬁ‘:l p; entdo I C p; paraalgum j € {1,...,£} (cf. Proposi¢do 1.11, p. 8 em Atiyah e Macdonald
(1969))
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Assuma que, Zy, (qy+1) = Wi U---U W; sendo Wy, ..., W; as componentes irredu-
tiveis de Zy, (qr+1) tais que W; € W; paratodoi # j.

Como Z C Y1 eqrq1 € Z(Z) segue-se que Z C Zy,(qr41). Sendo Z irredutivel
concluimos que existe i € {1,...,¢} tal que Z < W;. Por outro lado, tendo em consi-
deragdo que qr4+1 & Z(Y1) (caso contrario, gr+1 € Zx (Y1) € ¢r+1 + Z(Y1) = drt1
ndo é invertivel em A(Y1)!%, segue da Proposigdo 1.38 que codimy, W; = 1 para todo

j ef{l,...,t}. Vistoque Z C W; C Y7, podemos concluir que
. . . (1.58) . . .
codimy, Z = codimyw; Z + codimy, W; Y<:Z> codimy, Z = 0 <= dim Z = dim W;.
1=%4r

Assim, temos Z C W;, dim Z = dim W; e W irredutivel. Portanto, Z = W;. Logo, Z ¢
uma componente irredutivel de Zy, (qy+1) = Z(qr+1) N Y7 e codimy, Z = 1.

Lembre que Zx(q1,...,qr) = Y1 U---UYy, sendo Yy = Z,, ..., Yy as componentes
irredutiveis de Zx(qi....,q,) taisque ¥; € Y; paratodoi # j.

Assim, {(q1,...,qr) S Z(Y7) N---NZ(Yy). Portanto, qr+1 & (q1,---,qr)-

Afirmac3do 3: Se W ¢ uma componente irredutivel de Zx(q1, ..., qr, qr+1), entdo codimy W =
r+ 1.

O Corolario 1.22 nos garante que codimy W < r 4+ 1. A seguir mostraremos que
codimyW >r + 1.

Observe que W C Zx(q1, .-+, 9> Qr+1) = Z2x(q15--..,9r) N Zx(qr41). Assim,
Comp.irred.
/_/— .
W<Zx(q,....q)=Y1U---UY, comcodimyY;, =r, Vj.
Logo, W C Y, paraalgum p € {1,...,{}. Portanto,

W CY,NZx(Qr+1) = 2y, (Qr+1)-

Sendo W irredutivel, existe W, C Zy, (q,+1) componente irredutivel contendo W. As-

sim, W € W, €Y, C X, implicaem
codimy W, = codimy, W), + codimy Y, = codimx W, =1 +r.
Como W C W, segue que r + 1 = codimy W), < codimy W.

Afirmacdo 4: Z é uma componente irredutivel de Zx (hy,...,h,, qr+1).
Observe que

Zx(Q1,- 9 Gr+1) = Zx(q1,....9) N Zx(qr41)
Comp.irred.

D N
= Y1 U---UY)NZx(qr+1)
=1 N Zx(@r+1) U---U Y N Zx(qr+1)).

183 Suponha que g, & invertivel em A(Y7). Logo existe h € A(Y}) tal que Pr1 ‘I =T, o que implica
emqr41-h—1€Z(Y1) CZ(Z). Agora, como qr+1 € Z(Z) segue-se que 1 € Z(Z), o que ¢ absurdo.
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e segue da Afirmacdo 2 que € Z é uma componente irredutivel de Y1 N Zx(qr+1). As-
sim, Z € Zx(q1,---,9r,9r+1)- Tendo em consideragdo que Z irredutivel, existe W C
Zx(q1,---,9r,9r+1) componente irredutivel contendo Z.

Agora apartir da Afirmac3do 3 temos que codimy W = r+1 e por hipotese codimy Z =
r 4+ 1. Portanto, dim Z = dim W. Entretanto, a Z est4 contida na componente irredutivel
W, o que implicaem Z = W. O

Demonstra¢go do item (ii) do TDF‘

Demonstragdo. Seja f : X — Y um morfismo dominante entre variedades afins. A se-
guir mostraremos que todo y € Im(f) e Z € f~1(y) componente irredutivel de £~ (),
verifica-se que dim Z > dim X —dimY.

Segue do item (i) do Teorema 1.7 (TDF) que dim X —dimY > 0.
Afirmacdo: Sejam r = dimX —dimY e W C Y fechado irredutivel. Se Z é uma
componente irredutivel de f~!(W), tal que f(Z) = W, entdo dim Z > dim W + r.
De fato, seja s = codimy W. Segue do Corolario 1.23 que existem f, ..., f; € A(Y) tais
que W é uma componente irredutivel de Zy (f1, ..., fy).

A seguir considere o homomorfismo de K-algebras
A(Y) A(X)

l * l
o) f—) O(X) dadapor ¥ —> Yo f.
Sejag; = f*(f)parai = 1,...,s (lembre que f; € A(Y) determina a fungdo regular

f; .
y +—> f;(y)). Agora, sendo Z componente irredutivel de /' ~! (W) temos que
f(ZYCWCZy(fy,....f5) =Y NZ{f,....f)) = Z C Y2y (f1,....f)).

Entretanto, f~1(Zy(f1,....f5)) = X N Z(g1,....gs) = Zx(g1,...,gs). Assim, Z C
Zx(g1,---,8s)- Tendo em conta que Z ¢ irredutivel, segue que existe Z, componente
irredutivel de Zx(g1,..., gs) contendo Z. Assim,

ZCZoC Zx(g1,---,8) = f(Z)C f(Zo) C f(Zx(g15---,85))
= f(2) C f(Zo) € f(Zx(g1,....85))
= f(Z) =W C f(Zo) C Zy(f1,....1)

g f(Z)=W = f(Zy) (W écomp. irred.)

(x) Zg irredutivel = f(Z) irredutivel = f(Z) irredutivel.
Assim,

ZCZ Z
fZySW=Zo< f['\W) ="ZcZoc f'W) = Z=2

comp.irred.
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Observe que se f(Z) = W,entdodimZ > dimW 4+ r.
Como Z, é componente irredutivel de Zx (g1, ..., gs), segue do Corolario 1.22 que
codimy Z < s (Z = Zy). Para concluir, observe que

dimZ =dimX —codimyZ > dimX —s =r +dimY —codimy W = r + dim W.

Para finalizar, considere y € Im(f)e Z < f~'(y) componente irredutivel de £ ~1(y).
Vamos aplicar a afirmagdo acima escolhendo W = {y}, que é um fechado irredutivel de
Y. Agora, note que

Zo MM = )=y = D) ===W

dim W=0
Portanto, dim Z > dimW +r ' = dimZ > r = dim X — dim Y. 0

Demonstracdo do item (iii) do TDF‘

Demonstragdo. Sejam X, Y variedades afins e f : X —> Y um morfismo dominante.
A seguir vamos mostrar que existe U C Y aberto ndo vazio tal que

dim f~!(y) = dimX —dimY, Vy e U.
Usaremos as seguintes notagdes
K(Y) := Frac(A(Y)) e K(X) := Frac(A(X))

para indicar os corpos de fragoes de A(Y) e A(X). Lembre que:
e O Lema 1.16 nos garante que dim X = trdegg K(X) e dimY = trdegg K(Y).

e Segue da Proposi¢do 1.33 que f* : A(Y) — A(X) é um homomorfismo injetor de
K-algebras. Assim, a partir do Lema 1.21, obtemos as extensdes de corpos

K — K(Y) — K(X).
Portanto, trdegg K(X) = trdeggyyK(X) + trdegg K(Y).'** De onde concluimos que
trdeg () K(X) = dim X — dim .

Klx1,..., . . _
Assuma que X € AR e A(X) = % ~ K[X1,...,Xm], sendo X; =

x; + Z(X) € A(X) para cada i. Assim, K(X) = K(x71,...,%»),'” ou seja, K(X) ¢

104ge [, L1 e Ly sdo corpos tais que L < L1 <> L. Entdo trdeg; Lo = trdegy | Ly + trdeg; L.

105 embre que se k e L sdo corpos tais que k C L (ou seja, L é uma extensio de k) e I’ € L,
entdo k(I") denota o menor subcorpo de L contendo k € I'. De fato, k(I') = () K sendo ¥ =
KeX

{ subcorpos de L contendo k ¢ I" }.
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gerado por {&1 = X7, ..., 0m = Xp} sobre K %, Assim, temos as extensdes de corpos

K« K(Y) — K(X) =K@, ...,am).

Entretanto, observe que K(X) = K(Y)(ay, ..., o) visto que K(Y') é um subcorpo
de K(X) contendo K ¢ K(X) = K(ay,...,qy). Assim, {o1,...,q,} também é um
conjunto de geradores de K(X) sobre K(Y).

Nessas condi¢des, podemos escolher B C {ay,...,a,} base de transcendéncia de
K(X) sobre K(Y).!"
Por simplicidade na demonstragdo, vamos assumir que 8 = {1, ..., a,}. Logo,

r = trdeggy)K(X) = dim X —dimY

e «; ¢ algébrico sobre K(Y)(wq,...,®;,) paratodoi > r. Isto implica na existéncia de
polindmios ndo nulos A, 41(¢), ..., hy(t) € K(Y)(o1,...,0)[t] tais que A;(e;) = 0
paratodoi =r +1,...,m.

Note que podemos escrever cada /; () na forma

i (1
hi(t) = Pitl) 8 com p;(¢), qi () € A(Y)[ay,...,a.][t] ndo nulos e p;(o;) = 0.
9
A seguir, considere P; € A(Y)[t1, ..., t] satisfazendo a condi¢ao

Pi(ay,...,0rt) =pi(t) € A(Y)[or, ..., ][2]

Ou seja, P; é obtido a partir de p; (¢) ao substituir «; por #; no polindémio p; (¢).

Como P;(ty,...,t,t)éndonulo, ao considerarmos uma ordemno anel A(Y)[t1, ..., ¢, ],
podemos escolher g; € A(Y) — {0}, coeficiente lider de P;. Assim, para todo i €
{r+1,...,m}temos

Pi(t1,...,t,,t) = gim; + mondmios de menor grau

SejaY; = Zy(gi)paracadai e {r+1,....m}elU =Y — (Y41 U---UY,). Note que
oY; C y.108
e U ¢ aberto ndo vaziode Y.

106Também tenha em mente que todo elemento de K(X) pode ser pensado como um quociente da forma
p(ala s ,am)
q(ala e 9am)

107Seja k < K uma extensio de corpos. Se I" é um conjunto de geradores de K sobre k (isto é, K = k(I"))
e T C I' é algebricamente independente sobre k, entdo existe uma base de transcendéncia 8 de K sobre k tal
que T € B C I'. (Lembre que trdeg; K = #p)

108Suponha que ¥; = Y. Logo, Zy(g;) = Y N Z(g;) = Y que implicaem ¥ < Z(g;). De onde
concluimos que g; € Z(Y). Portanto, g; = 0, o que ¢ absurdo.

comp,q € Klxq,...,xm]
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Sendo Y;4+1 U --- U Y}, uma unido finita de fechados em Y, segue que U ¢ aberto de
Y. Suponha que U = 0. Assim,

Y
Y=Y,1U---UY,, = Y =Y;, paraalgumi € {r +1,...,m}, o que é absurdo.

irred.

e Para todo y € U verifica-se que dim f~!(y) = r.

O item (ii) do Teorema da dimensdo das fibras nos garante que dim f~'(y) > r para
todo y € U. Assim, basta mostrar que dim f~1(y) <rsey € U.

Considere y € U. Note que f~!(y) é um subconjunto fechado de X e Z(X)
Z(f~'(y)). Logo,se ¢: f~1(y) —— X ¢éainclusio, obtemos

A(X) Ao
2l 2
*OX) — O(f~Yy)) dadapor ¥ —> Yo = Vi1

homomorfismo de K-algebras sobrejetor. De fato, ¢* induz o isomorfismo

A(X) -1 Klog, ..., om]
—— =~ 4 —
Ty = AV O = TGy

Seja Z, C f~!(y) umacomponente irredutivel de f ~1(y) tal que dim Z,, = dim f~1(y).
De forma analoga, ao considerarmos a inclusdo de Z, em X, obtemos o homomorfismo
de K-algebras sobrejetor

AGSTHOD).

A(X) —> A(Zy)  dadopor fr— f+Z(Z)) (ou ¥ — ¥y, ).
Que induz o isomorfismo

AX)
Iz, - =

Klog, ..., om]
IX(Zy)

Observe que o; = X; —> o = x; +Z(Z,) € A(Z,), logo

= A(Zy).

K(Zy) =K(@&.....&).

Por outro lado, paratodoi € {r + 1,...,m} temos
Pi(t1,...,t-,t) = gim; + mondémios de menor grau
com g; € A(Y) e m; mondémio nas variaveis t1, ..., t, tal que P;(ay,...,q,,1) =

pi(?) € A(Y)[oq, ..., ][t]. Logo, Pi(ai,....ar, ;) = pi(a;) = 0.

Observe que 0 = P;(ay,...,0r, ;) € A(Y)[ay,...,ar, ;] paracadai € {r +
1,...,m}. Assim, P;(aq,...,a,,«;) é uma expressdo polinomial em «y, . .., a,, ®; com
coeficientes em A(Y), ou se preferir, com coeficientes sendo fun¢des regulares em Y.
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Portanto, ao calcularmos esses coeficientes (essas fungdes regulares) em y € U obte-
mos os polinémios ndo nulos (P;), € K[t1, ...t t]

(P)y(ti,....tr,t) = gi(¥) m; + mondmios de menor grau
——

£0

tais que (P;)y (a1, ..., o, ;) = 0. O que implica em que {a1, ..., o, o;} sdo algebrica-
mente dependentes sobre K. Entretanto, ao restringir cada fungéo regular o; a subvarie-
dade Z, C X, na expressdo (P;),(a1,...,ar, ;) = 0, concluimos que

(Pi)y(&I,...,&;.’&;) = 0.

Portanto, para cadai € {r + 1,...,m} tem-se que {a71,...,d&r, &; } é algebricamente de-
pendente sobre K. Como também, conclui-se que cada «; € algébrico sobre K(a7, ..., ar),
parai > r. Portanto, K(X,) = K(a7q.,. ... &) ¢ uma extensdo algébricade K(a7, . .., &y),

0 que implica em trdegg g7, a7) K(Xy) = 0. Logo, a partir das extensdes

K —— K(ai,....0;) — K(X,) =K(ai,....0mn)

concluimos que dim X, < r, visto que

dim X, = trdegg K(Xy) = trdegg 57, ar) K(Xy) + trdegg K(ay, . ... a7).

=0 <r

Lembre que r = dim X —dimY e X, é uma componente irredutivel de f~!(y) tal que
dim X, = dim f~1(y).

Assim, dim f~!(y) < dimX —dimY, V y € U. Para concluir, lembre que o item
(ii) do Teorema da dimensio da fibra nos garante que dim f~!(y) > dim X —dim Y para
todo y € Im( f'). Portanto,

dim f~1(y) = dim X — dim?Y,

paratodo y € U. O

Sobre a imagem de um morfismo

Sabendo que todo morfismo ¢ uma fungdo continua, entdo a imagem inversa de conjun-
tos algébricos projetivos (ou afins) ¢ também um conjunto algébrico projetivo (afim). O
que podemos afirmar com relagdo a imagem direta de conjuntos algébricos projetivos (ou
afins)? Mais precisamente
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Pergunta

Sejam X e Y conjuntos algébricos quase projetivos (ou quase afins)e f : X — ¥
um morfismo. Se Z C X for um conjunto algébrico (ou seja, um fechado) podemos
concluir que f(Z) é um conjunto algébrico?

Vamos analisar alguns exemplos.

Exemplo 1.85. Considere o morfismo f : A? — A! dado por f(a,h) = aeZ =
Z(xy —1) C A% Entdo f(Z) = A' — {0} e f(Z) ndo é um fechado em A!, embora X
seja uma variedade afim.

Z(xy—1)
(a.a™h)
Al —{0}

Exemplo 1.86. Se X for uma variedade projetiva, ¥ C Af uma variedade quase afim e
f : X —> Y um morfismo dado por x —> (f1(x),..., fn(x)), ao considerarmos 7; €
O(Y) dada pela projecdo na i -ésima coordenada, segue-se que r; 0 f = f; € O(X), Vi.
Logo, f; ¢ uma fun¢fo constante (cf. Teorema 3.4, p. 18 em Hartshorne (1977)).

Portanto, os inicos morfismos que existem de uma variedade projetiva numa variedade
quase afim sdo as func¢des constantes, que sdo morfismos fechados.'”

De fato, um resultado que generaliza o resultado que acabamos de comentar, é o se-
guinte.

109A imagem de um subconjunto fechado do dominio é um fechado no contradominio.
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Proposicao 1.39. Se X e Y sdo variedades projetivas e f : X — Y um morfismo, entdo
f é um morfismo fechado.

Demonstragdo. Veja o Teorema 1.10, p. 57 em Shafarevich (1974). O

A seguir vamos mostrar o que poderiamos pensar como uma “reciproca” da Proposi-
¢a0 1.39, sob a condicao de que todas as fibras sdo irredutiveis e tem a mesma dimensao.

Proposicao 1.40. Sejam X um conjunto algébrico projetivo, Y uma variedade projetiva
e f : X — Y um morfismo fechado tal que f~'(y) é irredutivel de dimensdo r para
todoy € Y. Entdo X é irredutivel.

Demonstragdo. Assuma que X = X; U --- U Xg, sendo Xy,..., X; as componentes
irredutiveis de X .
Como todas as fibras tém a mesma dimensdo, segue que f é sobrejetora. Assim,

Y =f(X)=f(X)U---U f(Xg).

Agora, como f ¢é continua e fechada, segue que f(X;) ¢ um fechado irredutivel de Y para
cadai. A irredutibilidade de Y nos garante que Y = f(X;) paraalgum j € {1,...,k}.

A seguir, para cadai € {l,...,k} considere f; : X; —> Y o morfismo restri¢do de
f a X;. A partir de cada f; vamos determinar um aberto nio vazio U; de Y, da seguinte
forma

* Se f(X;) C Y, entdo considere U; =Y — f(X;).

* Se f(X;) = Y, entdo f; ¢ sobrejetora e o Teorema da dimensdo das fibras nos
garante a existéncia de aberto ndo vazio U; de Y tal que
dim ;7' (y) = dim X; —dimY, Vy € U;. (1.59)

Como Y ¢ irredutivel, podemos considerar o aberto ndo vazioU = Uy N---NUg deY.
A seguir, considere u € U e observe que

f_l(u) CX=X1U---UXg, X;C X componente irredutivel Vi.
Sendo f~!(y) irredutivel de dimensio r para todo y € Y, concluimos que existe £ €
{1,.... kY tal que f~!(u) C Xy.

Afirmacdo 1: f; : X; —> Y ¢ sobrejetora.

Suponha, pelo absurdo, que f; ndo é sobrejetora. Neste caso, f(X¢) C Y.

Como f~'(u) € Xy, segue que u € f(Xy). Agora,u € U CU; =Y — f(Xy), 0
que ¢ absurdo.

Afirmacdo 2: X = Xj.

Sendo f; sobrejetora fe_l(y) # () para todo y € Y. Além disso, para todo y € Y
tem-se que

f710) = {x e Xel few) = v} = {x e Xel f ) = v} = Xen f 700 € SO0,
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Em particular, f,"'(u) = f~'(u) visto que f~'(u) € X;. Comou € U C Uy segue de
(1.59) que
r =dim f~'(u) = dim ;' (u) = dim X; — dim Y. (1.60)

Por outro lado, segue do Teorema da dimensdo das fibras e (1.60) que
dim £, ' (y) > dim X, —dimY =7, VyeY.

Entretanto, dim f,~'(y) < r (pois f;'(y) € f~!(y)). Assim,

dim £, (y) =dim f'(y) =r, VyeY.

Agora tendo em consideragdo que f[l (») € f~Y(y) e f~1(y) é irredutivel, concluimos
que

) =710, YyeY = X=X,
vistoque Xy = U f,'(») = U f7'(y) = X. Logo, X ¢ irredutivel. O
yeY yeyY

Proposicao 1.41. Sejam X um conjunto algébrico projetivo, Y uma variedade projetiva
e f : X — Y um morfismo tal que f~Y(y) é irredutivel de dimensdo r para todo
y € Y. Entdo existe uma componente irredutivel Z de X que é unido de fibras de f e cuja
imagem ¢ densa em Y . Além disso, dim Z = dim X.

Demonstragdo. Assuma que X = X; U --- U Xg, sendo X,..., X; as componentes
irredutiveis de X .
Como todas as fibras tem a mesma dimenséo, segue que f ¢ sobrejetora. Assim,

Y = f(X)= f(X)U---U f(Xp).

Além disso, f(X;) é um fechado irredutivel de Y para cada i, visto que f € continua.
Assim temos,
Y = f(X1) U--- U f(Xp).

A irredutibilidade de Y nos garante que ¥ = f(X;) paraalgum j € {1,...,k}.
A seguir, para cadai € {l,...,k} considere o morfismo restrigdo f; : X; — Y e
seja U; um aberto ndo vazio de Y, determinado da seguinte forma:

* Se f(X;) C Y entdo considere U; =Y — f(X;).

* Se f(X;) = Y entdo f; é dominante ¢ o Teorema da dimensdo das fibras nos
garante a existéncia de aberto ndo vazio U; de Y tal que

dim £7'(y) = dim X; —dimY, Vy € U;. (1.61)
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Como Y ¢ irredutivel, podemos considerar o aberto ndo vazioU = Uy N---N U, de Y.
A seguir, considere u € U e observe que

f'w) S X =X1U---UXg, X; C X componente irredutivel V i.

Sendo f~!(y) irredutivel de dimensio r para todo y € Y, concluimos que existe £ €
{1,.... kY tal que f~(u) C Xy.
Afirmacdo 1: f; : X; — Y é dominante.

Suponha, pelo absurdo, que fy ndo é dominante. Neste caso, f(X;) C Y.

Como f~'(u) € X;segue queu € f(Xy) € f(X¢). Agora,u e U C Uy = Y-
— f(Xy¢), o que é absurdo.
Afirmacio 2: X, = U f7 ().

y €Im(f¢)

Observe que paratodo y € Y tem-se que
70 =y e Xl i) = v} = {x e Xel f =y} = Xen 0 € SO,

Em particular, f,"'(u) = f~!(u) visto que /' (u) € X;. Comou € U C Uy segue de
(1.61) que
r =dim f~'(u) = dim ;' (u) = dim X; — dim Y. (1.62)

Por outro lado, segue do Teorema da dimensdo das fibras e (1.62) que
dim f[l(y) >dimX; —dimY =r, VyelIm(f).

Entretanto, para todo y € Im( fy), temos que dim f,~'(y) < r (pois f, ' (y) S f~'(»)).
Assim, dim f;"!(y) = dim f~'(y) = r paratodo y € Im(f;). Agora, tendo em conside-
ragdo que f[l(y) C £ (y) e f~1(y) ¢ irredutivel, concluimos que

S o=r"'0. vyem(=x= |J o= U .
y €Im(f¢) y €Im(f¢)
Afirmacdo 3: dim Xy = dim X.

Segue de (1.62) que dim X, = r 4+ dimY. Por outro lado, segue do Teorema da
dimensdo das fibras que existe um aberto ndo vazio V de Y tal que

r=dim f7!(y) =dimX —dimY, Vy e V = r = dim X —dimY.

Portanto, dim X; = dim X. L]



Agora estamos munidos da linguagem e resultados basicos do universo da geometria al-
gébrica classica que nos permitirdo explorar, antes mesmo de nos debrugar na contagem,
a seguinte

Pergunta

Toda superficie no espago projetivo complexo contém retas?

Para isso, a partir deste momento, vamos considerar nosso espago ambiente como
sendo o espago projetivo complexo P3 = Pé e, por simplicidade, assumir que S :=
C[x.y.z,t] é 0 anel de coordenadas homogéneas de IP3.

Os principais pontos que abordaremos neste capitulo, que nos conduzirdo na resposta
da questdo previamente formulada, sdo

+ Mostrar que o conjunto constituido pelas retas em P> pode ser identificado com
uma hipersuperficie de grau 2 em P>, denominada quddrica de Pliicker.

» Tendo em vista que uma superficie no espago projetivo complexo é o conjunto dos
zeros de um polindmio em Sy, sendo d > 1 (e que um multiplo escalar ndo nulo de
tal polindmio define a mesma superficie), € natural pensar nas superficies de grau d
em P3 como pontos em P(S,), a projetivizagdo de Sy. Isso motiva a revisdo dos
espagos projetivos P(1'), sendo V' um espago vetorial complexo de dimensao finita
m+ 1, no que se refere a topologia que utilizaremos (reflexo da topologia de Zariski
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no espacgo projetivo P*), como também o conceito de conjunto algébrico em P (1)
e sua dimensao.

Apos estabelecer a identificagdo de P (Sz) com o espago projetivo PV¢ sendo Ny :=
dim S; —1 e sabendo que dispomos também da nogao de conjunto algébrico no pro-
duto cartesiano de espagos projetivos, especificamente em PV x P> introduzimos
os conjuntos algébricos e morfismos (essencialmente morfismos dados por projecao
numa das coordenadas) que utilizaremos no momento de aplicar o feorema da di-
mensdo das fibras, para concluirmos que se X C P3 é uma superficie de graud > 1

e

£X) = {Z C P3|¢ é uma reta contida em X },

entdo £(X) # 0, se d < 3. Como também concluimos que superficies de grau
d > 4 nem sempre contém retas (cf. Teorema 2.1).

Concluimos este capitulo, com um preludio para contagem de retas em superficies ndo
singulares em IP3, onde serdo apresentados resultados que sdo vélidos para superficies
ndo singulares de grau d > 3, o que possibilitara que o leitor compreenda uma dentre as
abordagens utilizadas para a contagem de retas em grau 4 (cf. Rams e Schiitt (2015)), e
porque ndo, plausivel de ser utilizada em grau d > 5. Por exemplo, consta nesse preludio,
que as retas numa superficie ndo singular X que sdo incidentes a uma reta prefixada £ C X,
podem ser contadas a partir dos planos H que contém a reta £. De fato, tais retas aparecem
como componentes irredutiveis de uma curva C, tal que H N X = £ U C, denominada
curva residual a reta £ no plano H.

2.1 Retas em P e quadrica de Pliicker

A seguir, mostraremos que X := { retas em P3} est4 em bijecdo com os pontos de uma
hipersuperficie nio singular de grau 2 em P> (cf. Proposicdo 2.1).

Lema 2.1. Sejam X = { retas em P3} e Go(C*) é a 2-grassmanniana em C*. Para cada
L € X, considere C(£) o cone afim' sobre L.
Entao
C: Y — G»(C*, dadapor £ +— C({),

é uma bijegdo.
Demonstrag¢do. Observe que:

 (C esta bem definida.

Afirmac3o: Se £ é uma reta em P3 tal que £ = P(W) para algum W € G,(C*?),
entdo C({) = W.

ISeY C P2 & um conjunto algébrico projetivo, entdo o cone afim sobre Y & o conjunto algébrico afim dado
por C(Y) := {(ao, ...,an) € A%‘H llag:...:an] € Y} U {(0, ... ,O)}.
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De fato, temos que £ = {[w] e P3|lw e W —{(0,0,0, O)}}. Ou seja, se considerar-

mosa = [ag:ay :as:as]l € P2ed = (ap,a1,as,a3) € C*temos que
aeC)—1{(0,0,0,0)} = acl<aecW-{0,0,0,0)]}.
Portanto, a fun¢do C estd bem definida.
* C ¢ injetora. Deixamos a cargo do leitor.

* C ¢ sobrejetora.

Dado W € G,(C*), basta considerar £ = P(W) € X.

Lema 2.2. A funcdo o : G,(C*) — P2, dada por
[u, V] [ — [W01 W2 - Wp3 - W12 I W13 IW23]

sendo wij = ujv; —u;v;para0 < i < j < 3, seu = (ug, U1, Uz, U3) e v =
(vo, v1, V2, V3) € injetora e tem por imagem Q = Z(yoys — V1Va + V2V3).

Demonstragdo. Observe que:

* w esta bem definida.

Primeiro observe que sendo u = (ug, U1, Uz, u3) e v = (vg, v1, U2, v3) linearmente

independentes, algum w; ; # 0. Além disso, se u' = (ug, u},up,uy) e v =
(v.(/), v}, vy, v3) sdo tais que [u, v] = [u, V] € G,(C*), entdo existem o, B, y.8 € C
tais que

u=a-u+B-vV, v=y-u+8§-vV com a— By #0.
Ou seja, temos o sistema nas coordenadas dos vetores u, v, v/, v/
u; = au; + pu;, v =yu;+8v;, Vi, je€{0,1,2,3}.
Assim, para todo 0 < i < j < 3, temos que
Wij = u;vj —u;v; = (@ — By) ;v —uvi) = (ad — py)w;;.

Como aé — By # 0, segue que w([u,v]) = w([v/,Vv']). Portanto, @ esta bem
definida.
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(@)

Im(w) = Q, sendo Q = Z(yoys — y1ya + y2V3).

Todo elemento de Im(w) ¢é da forma w(m), para algum 7w € G,(C*). Assim,
considere 7 = [u,v] € Go(C*) sendo u = (ug,uy,uz,uz) e v = (vg, vy, V2, v3).
Entao

() = [Wo1 : Wo2 : Wo3 : W12 : W13 @ W23]
sendo w;; = u;v; —u;v; para0 < i < j < 3. Queremos mostrar que w(w) €

Q = Z(y()ys —Vi1)ya + y2y3), ou seja, Wo1W23 —Wg2W13 + Wo3Wip = 0. De fato,
note que

Wo1W23 = (UoV1 — U1V0) (U203 — U3V2)

= UQU2V1V3 — UoU3V1V2 — UU2VVU3 + UIU3 VU2,
Woow13 = (UoV2 — U2Vg)(U1V3 — U3V])

= UU1V2V3 — UQU3V1 V2 — UU2VV3 + U2U3VoVT,
Wo3Wi12 = (UoV3 — U3Vo)(U1V2 — U2VY)

= UQU1V2V3 — UgU2V1V3 — UTU3VQV2 + UU3VVT.
Assim, verifica-se que Wo1 W23 — WoaW13 + Wozwiz = 0. Portanto, () € Q.

Dado q = [Wo1 : Wo2 : Wo3 : W12 : W13 © Wa3] € Q. Vamos determinar vy e
v, em C# linearmente independentes, tais que w([v1,v2]) = q.

Considere u = (ug, U1, Uz, u3) € v = (vg, v1, V2, v3) em C* e observe que:

vou—ugv = (0, —wo1, —Wo2, —Wo3);

viu—uv. = (Wor,0,—wi2, —wW13); (2.1)
vuu—uv = (Wo2, Wiz, 0, =w23);

vsu—u3zv = (Wo3, W13, —W23,0).

A seguir vamos considerar uma parti¢io (ou estratificacio) de P> que poderé ser
utilizada para a contagem de retas em superficies, como veremos mais adiante. De
fato,
PsIV()UVlUVzUV3UV4UV5 sendo

Vo =P — Z(yo) V3 = Z(yo,y1,¥2) — Z(y3)

Vi = Z(yo) — Z(y1) Va = Z(y0.y1.¥2.y3) — Z(y4) (22)

Vo =Z(o,v1)—Z(y2) Vs={0:0:0:0:0:1]}.
Assim, q = [Wo1 : Wo2 : Wo3 : Wiz : W13 : Wa3] € @ N V; para um unico valor de
i €{0,...,5}. Vamos analisar cada possibilidade a seguir:

q € Vp, ou seja, wo; # 0.

Neste caso, a partir de (2.1) obtemos os vetores linearmente independentes v; =
(0, —wo1, —Wo2, —Wo3) € V2 = (Wo1, 0, —W12, —w13). Consideremos o plano & =
[vi, V2] € G2(C*). Note que:
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2. ) . ) )
() = [Wy; : WorWoz @ Wo1Wo3 © WoiWia @ WoiWi3 | Woo W13 — Wo3Wia).
Como q € Q, entdo Wy W3 — WozWi2 = Wo1Was. Assim w() = q.

(i1) q € V1, ou seja, wo; = 0 e woz # 0.

A partir de (2.1), obtemos os vetores L.I. vi = (0,0,—wg2,—Wo3) €
vy = (Wo2,W12.0, —W33). Consideremos o plano w = [vi,v2] € G(C*). Note
que:

cw2 . . . . _
w(r)=1[0: Wy - W2 Wo3 @ WooWi2 @ Wo3Wi2 @ W W] = q,
Visto que WozWiz = WoaWi3.
(iii) q € Vi comi € {2,3,4,5}.

Nesses casos, a partir de (2.1) obtemos os vetores L.1I.

qeVa: vi =(0,0,0,—wo3) e vz = (Wo3, W13, W23,0)
qeVz: vi =(0,0,—wyz,—w13) e vz = (0,wy2,0, —w23)
qe V4 vV = (0,0, O, —W13) e Vo = (0, W13,W23,0)
qeVs: vi =(0,0,1,0) ¢ va = (0,0,0, 1).

Deixamos como exercicio a verificagdo de que w([vy, v2]) = q.
Logo, Q C Im(w). Portanto Q = Im(w).
* o ¢ injetora.

Sejam 7 = [u,v] e 7’ = [u/,V] em G,(C*?) tais que w(w) = w(n’) € Q C P>.
Assim, w;; = )Lw;/. para algum A € C ndo nulo e paratodo 0 < i < j < 3.

Sew;; = )&w;.j # 0, entdo

7 = [u,v]

=[vi-u—u;-v,vj-u—u;-v

= [%(vi-u—ui -V),/l\(vj ‘u—uj -V):|

od — -V/]

S O R
= [v; -0 —u; -V, v f

— [u/’v/] — JT/
Portanto w é uma bijecio entre G, (C*) e Q = Z(yoys — y1y4 + y2y3) C P3. O

Observacao 2.1. A fun¢do w, definida no Lema 2.2, ¢ denominada mergulho de Pliicker
e Q= Z(yoys — y1¥a + y2¥3) C P° quddrica de Pliicker.
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Exercicio 2.1. Mostre que a quadrica de Pliicker @ = Z(yoys — y1Va + y2y3) C P2 é
nao singular.

Proposicdo 2.1. O conjunto X = { retas em P3} esta em bijecdo com a quadrica de
Pliicker @ = Z(yoys — y1ya + y2y3) C P°.

Demonstragdo. Basta considerar a composta das bijecdes C e w nos Lemas 2.1 e 2.2.

Assim, £ vl> o(C(£)) define uma bijegdo entre X' e quadrica de Pliicker Q. O

Observacio 2.2. Se £ é uma reta em P3, tal que £ = P(W) com W € G,(C*) gerado
pelos vetores u = (ug, U1, Uz, u3) e v = (vg, V1, V2, v3). Entdo abijecio ¥ : ¥ — Q¢
dada por:

W (l) = [Wor1 : Wo2 : Wo3 : W12 1 W13t Wa3], sendow;; = u;v; —u;v;.

E neste caso, wo1, Wo2, Wo3, W12, W13, W23 sdo denominadas coordenadas de Pliicker da
reta £. Naturalmente, essas coordenadas ndo sdo unicas, pois sdo as coordenadas homo-
géneas de um ponto em P>,

Exemplo 2.1. Considere areta £ = P(W) em P3, sendo W € G,(C*) gerado pelos
vetoresu = (1,2,3,—1) e v = (2,0,3,1). Sabemos que ¥ ({) é determinada pelos
menores 2 X 2 da matriz

1 2 3 -1

2 0 3 1

Assim, U ({) =[—4:-3:3:6:2:6]e—4,-3,3,6,2,6sd0 as coordenadas de Pliicker
dareta £.

Exercicio 2.2. Considere areta { = Z(x — 5y +t,z +t — 7y) C P3. Determine as
coordenadas de Pliicker de £.

Exemplo 2.2. Considereq =[1:2:1:2:1:0]€ Q = Z(yoys— Y14+ V2y3) C P>,
Vamos determinar a reta £ em IP3, tal que ¥({) = q.

Como a primeira coordenada de q ¢ ndo nula, podemos assumir que £ = P(W) e W
tem por base vetores da formau = (1,0,a,b) ev = (0,1,¢,d). Além disso, ¥({) é
determinada pelos menores 2 x 2 da matriz

Assim, W({) = [1l:c:d:—a:—b:ad —bc] =1 :2:1:2:1:0]. Deonde
concluimos que

Portanto, £ = P(W), sendo W = [(1,0,-2,—1),(0,1,2, 1)].
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Sobre a dimenséio de X e G,(C?)

Por conta das bijecdes C e w, temos que dim X = dim G,(C*) = dim Q = 4, visto que
Q ¢é uma hipersuperficie em P>,

Uma forma mais intuitiva de enxergar que dim X' = 4 ¢€ por meio do que os gedme-
tras algébricos denominam de contagem de parametros. Por exemplo, nos sabemos que
dim A3 = 3, visto que todo ponto @ € A3 se representa por meio de trés parimetros,
digamos a1, a, e as que sdo suas coordenadas, isto é, a = (a;,az, as).

No caso projetivo, precisamos ser mais cuidadosos ¢ fazermos a contagem de pa-
rametros em abertos. Usualmente, no caso de subconjuntos de P™ se usa a cobertura
aberta {U;}7L sendo U; = (P™ — Z(x;)) = A™ (cf. Proposi¢do 1.25). Por exemplo,
dimP? = 2 pois no aberto Uy todo ponto se representa de forma tinica utilizando dois
parimetros.’

Retornando ao caso das retas em P3. Como aparecem os 4 pardmetros?

Sel € Yétalque £ = P(W) com W € G,(C*) gerado pelos vetores u =
(uo,u1,uz,u3) e v = (vg,v1,v2,03), entdo ¥ ({) é determinada pelos menores 2 x 2

da matriz
Uo Ui Uz U3 (2 3)
Vg VUp V2 U3 ’

Agora, se ¥({) estd no aberto Vo = P> — Z(yy), ou seja, se a coordenada de Pliicker wo;
da reta £ é diferente de zero, entdo

Uo Ujp
Vg VUi

#0
Assim, ao realizar operagdes linhas (que ¢ equivalente, a modificar a base de W) obtemos

uma matriz da forma
1 0 a b
01 ¢ d

sendo a, b, ¢ e d os pardmetros que determinam uma reta £ tal que ¥ ({) pertence ao
aberto V.

Superficies de grau d como pontos de um espaco projetivo
A seguir, considere N; = dim S; — 1, para cadad > 0.> Assim, (cf. Exercicio 1.41)

Nd:(3+d)_1=(d+1)(d+2)(d+3)_1

3 6

. a0 . ?
unicamente determinados (ndo dependem do representante do ponto a).

3Lembre que S ¢ um subespago vetorial de S gerado pelos mondmios de grau total d. Assim, So = C =
[11, 81 =[x, y,z,t], So = [x2,xy,xz,xt,y2, ..., t%] e assim por diante.

a  az A ai az
De fato, Ugp > a = [ao ap . az] = |:1 L :| €, neste caso, 0os parametros — € — Sao
ap a

0
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Ao fixar a base

o= {xd,xd_ly,xd_lz,xd_lt, LT Ll L S ,Zld_l,td}

ordenada lexicograficamente* de S, podemos definir o isomorfismo linear Ty, : Sy —>
CNa+1 como em (2.4). O que nos leva a identificar P(Sz) com PV . De fato, se F € Sy
for ndo nulo, e representarmos

F= Y  ajrxiy/zk!
i+j+k+I=d
entao
P(Sq) 3 [F] = [ad,0,00 : @d—1,1,0,0 : - -- : 0,0,0,d] € pHa,

Observaciio 2.3. Observe que a identificagio entre P(Sy) e PV¢ nos permite definir uma
topologia em P(Sy), como também o conceito de conjunto algébrico e sua dimensao.

A seguir, mostraremos o conceito de conjunto algébrico em (V') que vamos introdu-
zir via a identificacdo de P (V') com P™ induzida por uma base ordenada o de um espago
vetorial complexo V' de dimensdo m + 1 a qual independe da base fixada.

Identificacdo de P(V) com P™ se dimV = m + 1

Sejam V' é um espago vetorial complexo e & = {vg, V1, ..., V;y} uma base ordenada de
V. Entdo existe um tnico isomorfismo C-linear
Tn,: V. — Cmt!
Vi €;

(2.4)

sendo {eg, 1, ..., e, )} abase candnica ordenada de C™ 1. Assim, T, induz a bijecio
By : P(V) — P™ dada por [v] —> [T (V)]

sendo P(V') a projetivizacdo de V.
De fato, se v = agvo + a1v1 + - - - + am v entdo Ty (v) = (ag,ai,...,am). Logo, a
bijecdo B, ¢ dada por

By: P(V) —s Pm

VI > lag:ar:...:am) 2.3

Observagio 2.4. Com as nota¢des acima. Se B = {ug,uy,..., U} € uma outra base
ordenada de V. Entdo obtemos o isomorfismo linear Tg : V — C m+1 tal que u; — e;.
Além disso, temos o isomorfismo linear

Ta,ﬁl Vv — V7V

Vi >

4As variaveis sdo ordenadasporx < y < z <. Assim, x9 < x9471y < xd=1z < xd=1p < ... <4,
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satisfazendo a condigdo T, = Tg o T, g. Observe que T, g induz a bijecdo By g :
P(V) — P (V) dada por [v] —> [Ty, g(v)]. Desse modo, temos que By, = Bg o By g,
ou seja, o seguinte diagrama comuta

Tu‘ﬁ Ba{.[i
y 2y P(V) 2 P(V)
K lTB - K J{Bﬁ
cmHl pm

Topologia em P (V) ‘

Sejam V' ¢ um espago vetorial complexo de dimensdo m + 1 e o« uma base de V.

Dizemos que Y C P (V) é aberto (resp. fechado) se, e somente se, By (Y) C P™ ¢
um conjunto aberto (resp. fechado) sendo 5, definida em (2.5).

Assim, obtemos uma topologia em P (V') denominada topologia induzida por o.

Observe que, independentemente da base que escolhermos para V, temos que os con-
juntos unitarios, @ ¢ o proprio P (V) sdo fechados em P (V).

De fato, para quaisquer o e § basesde V e Y € P (V) verifica-se que
B (Y) € aberto (resp. fechado) <= Bg(Y) ¢ aberto (resp. fechado).’

‘ Conjuntos algébricos em P (V) ‘

Sejam V um espago vetorial complexo de dimensdo m+1 e  uma base de V. Dizemos
que X C P (V) ¢é um conjunto algébrico se, ¢ somente se, B, (X) € P ¢ um conjunto
algébrico. Além disso, se X ¢ um conjunto algébrico em IP (1), entdo definimos dim X =
dim By (X).

Exercicio 2.3. Seja V' um espaco vetorial complexo de dimensdom + 1 e X € P(V).
Considere , 8 bases de V' e a notagio em (2.5). Mostre que:®

(a) By(X) € P™ ¢ conjunto algébrico <= Bg(X) € P é conjunto algébrico.

(b) dim By (X) = dimBg(X), se X € P (V) éum conjunto algébrico.

SDe fato, se By (Y) é fechado em P, entdo existem polindmios homogéneos F1i,..., Fx €
Clxo,...,Xm], tais que Bu(Y) = A(’%IZ(Fi), logo Y = {[v] € PW)|Fi(Te(v)) = 0, Vi €
i=
{1,... ,k}}. Observe que, Fij (T (v)) = Fi ((Ty © Tﬁ_l)(Tﬁ(V))) paratodoi e Ty © Tﬁ_1 € Iso(C™M+1),
Logo, G; = (T o Ty ')eF; sdo homogéneos, tais que ¥ = {[v] e P(MIG;i(Tg(v)) = 0, Vi €
{1,..., k}} Portanto, Bg(Y) = i(ﬁ]Z(G,’). A outra implicagdo ¢ analoga e fica a cargo do leitor.

%Observe que By, g ¢ um homeomorfismo se considerarmos no dominio a topologia induzida por & € no
contradominio a topologia induzida por 8.
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Exemplo 2.3. Sejam V um espago vetorial complexo de dimensao m + 1 e U um subes-
pago de V. Entdo P(U) é um conjunto algébrico irredutivel de dimensdo dimU — 1 ao
considerarmos a topologia induzida em P (V') por uma base o de V.

De fato, se U é um subespaco vetorial de V' de dimensdo N, entdo Ty (U) € um subes-
paco vetorial de C™*! de dimensdo N. Assim,

B (P(U)) = P(To(U)) € P™

¢ uma variedade linear de dimensdo N — 1.

2.2 Aplicando o teorema da dimensao das fibras

Considere I’ = {([F],K)|€ C Z(F)} C PNa x 9 ¢ PNe x P>, Essencialmente, o que

faremos a seguir € aplicar o teorema da dimensdo das fibras para os morfismos definidos
pelas proje¢des de I' em PNe e em P, respectivamente (cf. Teorema 2.1). Para isto,
vamos mostrar que I" é um conjunto algébrico e calcular sua dimensao.

Estudando o conjunto I”

Lema 2.3. Se W = [u,v] € Go(C*), comu = (ug,u1,us,u3) ev = (vo, v1, V2, V3),
entdo tem-se que:

G) W = {uL(V) —VL(u) e C*|L e Sl},7

(if) Sew;; = u;v; —u;v; comi,j €{0,1,2,3} e L = apox + a1y + a2z + ast, entdo
ulL(v) —vL(u) = (29, 21, 22, Z3) sendo

3
zZi = E o Wwjj.
Jj=0

Demonstragdo. Observe que L(u), L(v) € C paratodo L € S;. Logo, uL(v) —
vL(u) € [u,v] = W.

Para provar a outra inclusio considere w € W. Assim, existem «, § € C tais w =
au + Bv. A seguir, escolha L € S tal que L(v) = a e L(u) = —B.8

7Se L = aox + o1y + aaz + a3t entdo L(u) = aouog + aqu + oaus + a3us.

8De fato, como u e v sdo L.l existem i < j tais que w;; = u;v; —u jv; # 0. Agora,sea # OouB # 0
entdo existem unicos o¢; e & ; em C tais que o;u; + o ju; = —f ea;v; +a;v; = a. Neste caso, escolha
L=oaix;+a;jx; € Sysendoxg=x,x1 =y,x2 =zex3 =1.
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Considere L = agx + a1y + a2z + a3t € Sq. Assim,

3 3 3 3
uL(v) =vL(u) = (Uo( doajvs) —vo( Do ojuy), ... uz( Y ajvi) —va( ) O‘1‘“]‘))
Jj=0 Jj=0 Jj=0 j=0

3 3
= (Zaj(ugvj —Ujvg), ..., p.oj(Uzv; —ij3))

Jj=0 j=0
3 3 3 3
= (Zajww» D ajwij, Yo ajw;, Za,-ng).
J=0 Jj=0 Jj=0 j=0
Assim, uL(v) — vL(u) = (2o, 21, 22, 23). O

Proposicao 2.2. O conjunto
r= {([F],E)M c Z(F)} c PN x P5

é um conjunto algébrico projetivo.

Demonstragdo. Considere F = Y ; ayx™y'izi2¢%3 € S; ndo nulo e £ = P(W) sendo
W = [u,v] € Go(C*) comu = (ug,uy,us,u3) e v = (vg, vy, V2, v3). Assim,

([F].0) — ([ad,0,0,0 : @d—1,1,0,0 : - -- : Q0,0,0,d] [Wo1 : Wo2 : W3 : Wiz : Wi3 : Wa3])

sendo wi; = u;v; —u;v;.
Lembre que p € £ se, e somente se, p = [w] para algum w € W. Assim, o Lema 2.3
nos garante que existem o, o1, &2, &3 € C nem todos nulos tais que

3 3 3 3
pZ[E ajWoj - E ajWyj - E QjW2;j - E OljU)3j:|.
J=0 J=0 j=0 j=0

Como w;; = —wj; sei < j, concluimos que as coordenadas homogéneas do pontop € £
sdo expressoes lineares nas coordenadas de Pliicker w;; da reta £.
Agora, note que

(C Z(F) « F(p)=0, Vpel
3 3 3 3
<— F ZO[jU)()j, Zajwlj, ZOleUzj, Zajw3j) =0,
=0 =0 =0 =0
V[O[()I(Xl 20621063]EP3

3 io ; 3 ir, 3 i, 3 i3
<=>Zal<2ajwoj'> (Zajwlj) (Zajwzj) (Zajwzj) =0,
1 j=o =0 j=o j=0

Vg oy it az] € P3.
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3
Observe que P; = Y ajw;; ¢ uma expressdo polinomial bihomogénea de grau 1 nas coor-
Jj=0
denadas o, &1, @2, @3 e também de grau 1 nas coordenadas de Pliicker wg1, woz, Wo3, W12, W13, W
paracadai € {0,1,2,3}.

Assim, P, P|' P,* P;* é uma expressdo polinomial bihomogéneo de bigrau (d, d) nas
coordenadas o, t1, &2, @3 € nas coordenadas de Pliicker wg1, wo2, Wo3, W12, W13, Wo3 da
reta £.

Portanto, podemos escrever

io pi1 pi2 piz __ Jo J1 02, J3
P P' Py Py = E by (wo1, Wo2, Wo3, W12, W13, Wa3)0y oy oty 0y
J

com by € Clyy, ..., ys] homogéneo de grau d. Concluimos que,

tc Z(F) = Z‘U(ZbJ(wOl» Woz. Wo3, W12, W13, w23)aé°a{1a£2a§3) =0
1 7

para todo [ag : o : oz : 3] € P3. Ou seja,

LCZ(F) <) ;aI (%:bj(wm, Wo2, W3, W12, W13, wzs)Z(])OZ{lZész) =0

em C|zg, 21, 22, 23]
< > ;arbj(wor, Woz, Wo3, W12, W13, W23) =0, V J.

Observe que para cada J o polindmio acima é bihomogéneo de grau 1 nas coordena-

das a4,0,0,0.---.40,0,0,4 de [F] e de grau d nas coordenadas de Pliicker wo1, wo2, Wo3,
w12, W13, Wa3 da reta £. Portanto, I" € um conjunto algébrico projetivo (conforme o Teo-
rema 1.3). O

Proposicdo 2.3. Considere d > 1 inteiro. Se £ é uma reta em P3 entdo
I = {[Fl € P(So)lt < Z(F)

é um conjunto algébrico irredutivel de dimensdo dimZ(£)g — 1.°

Demonstra¢do. Assuma que £ = Z(Ly, Ly) com Ly, L, € Sy linearmente independen-
tes. Considere F' € S; ndo nulo. Lembre que

£ C Z(F) < F € I(l).

Como grau(F) = d, temos que £ C Z(F) <= F € Z({),4. De onde concluimos que

I = {[F1 € P(S)IF € Z(O)a} = PE(O)a).

9Lembre-se que Z(£)g := Z(£) N Sy ¢ subespago vetorial de Sy e estamos calculando a dimensdo deste
subespago.
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Logo, o Exemplo 2.3 nos garante que I'; ¢ um conjunto algébrico irredutivel de dimensdo
dimZ{)g — 1. O

Observe que, se £ ¢ uma reta em P> tal que Z(£) = (L, L), entdo Z({)g = {0} e
Z{); =[L1,L3]. Logo,dimZ({)g = 0edimZ({); = 2.
Lema 2.4. Se d > 2 inteiro e £ é uma reta em P3, entdo
_dd+1)(d+5)
D —

Demonstragdo. Assuma que £ = Z(Lq, L;) com Ly, L, € S; linearmente independen-
tes. Considere

V:Sqg_1xSq_1 —ZW)y, dadapor (A,B)— A-Ly+ B-L,.

dimZ(0)4

Observe que ¥ ¢ uma transformagao C-linear sobrejetora, cujo niicleo ¢ dado por

ker(¥) = {(A, B) €Sy 1 xSqgq|A-Li+B-Ly= o}.

Afirmacio: ker(¥) = {(—C Ly, C-L1) € Sq_y X Sq_1|C € Sd_z}.
Considere (A, B) € S4—1 X S4_1 e note que

(A, B) € ker(¥) < A-L; = —B-L,

de(Ly,Ly)=1 =C-
" 652 % B=C-1L comC € S§;_,.

o | A=—C-Ly-

Deixamos a cargo do leitor.
Observeque Sg—» > C +— (—C-L,,C L) € ker(¥) define um isomorfismo linear.
Assim, dimker(¥) = dim Sy_».
Por outro lado, (visto que ¥ ¢ linear e sobrejetora) segue do teorema do nucleo e da
imagem que
dimZ(€); = dim(Sg—1 X Sy_1) — dimker(¥).

Portanto,

dimZ(€)y = 2-dim Sy, — dim Sy_»

_, (3t 34+d-—2
- 3 B 3
_2d(d+1)(d+2) (d-1)d(d+1)
- 6 B 6
_dd+1)Qd+4—d+1)
- 6
_dd+1Dd+5)

—
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Corolario 2.1. Sed > 1 inteiro e £ é uma reta em P3, entdo
dd+1)d+5
6

Demonstra¢do. Segue da Proposicdo 2.3 que dim Iy = dimZ({); — 1, se d > 1 inteiro.

dd+1)(d+5
Observe que a expressdo w ¢ igual a dimZ(¢),, se d > 2 (conforme o

dimFeZ 1.

Lema 2.4). Por outro lado, para d = 1 essa expressdo ¢ igual a 2 = dimZ({);. Assim, o
resultado segue. U

Proposicao 2.4. O conjunto algébrico I' = {([F],€)|£ - Z(F)} C PNa x P35 tem
dd+ 1)(d +5)
6

Demonstragdo. Considere o morfismo 7, : I’ —> ¥ ~ G,(C*) c P3 dado pela
projecgdo na segunda coordenada, isto é, ([F],£) —> £.

+ 3.

dimensdo igual a

Observe que
e 715 ¢ sobrejetora.

De fato, dada areta £ = Z(Ly, L;) com Ly, L, € S; linearmente independentes,
entdo F = L‘f — Lg € S, é diferente de zero e satisfaz a condigio £ C Z(F).'0 Assim,
([F],2) € I e m2(([F],£)) = L. Portanto, 5 é sobrejetora.

e 751 (£) € uma variedade projetiva de dimensdo dimZ({); — 1, V £ € X.

Observe que 5 1 (£) = Iy x {£} sendo
I = {[F] e P(Sy)|L C Z(F)}.

Como Iy x {£} = Iy (via o isomorfismo ([F], {) —> [F], lembre que ¢ foi fixada).
Assim, segue da Proposicdo 2.3, que 75 ! (£) é uma variedade projetiva de dimensdo
dimZ#)g — 1.

Segue do teorema da dimensdo das fibras (cf. Teorema 1.7) que existe U C X aberto
ndo vazio, tal que o\ 1(p) = dim I —dim X, Ve U
De onde concluimos que
dim I = dim 7, (£) + dim X.

_ dd+1)@d+5)

Agora, sabemos que dim 7, 1 ({) = dimZ({)y — 1 ;

— 1 (vejao
Corolario 2.1) e ja comentamos que dim X' = 4. Assim,
dd +1 1
(d + )(d+5)_1+4:d(d+ )(d+5)+
6 6
0visto que, £ = Z(Ly,Ly) € Z(F) <= F € Z({) = (L1, L»).

dim/I" = 3.
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O

Utilizaremos na demonstragdo do proximo teorema o exemplo a seguir.

Exemplo 2.4. A superficie X = Z(F) C P3,sendo F = x4 + yzt‘i_2 comd > 3,¢é
singular e contém exatamente 3 retas. De fato,

* X ¢ uma superficie singular.

Sejaa = [ag : a; : ay : a3] € P3. Assim,

dad=' =0,
, OF ara2 =0,
aeSmg(X)<:>£(a)—0, ueix,yzty a1ad2 =0,

(d —2)araa%=3 = 0.
Portanto,

{[0:1:0:0],[0:0:1:0],[0:0:0:1]}, sed = 3;

SingX) =1 Z(x.)u{0:0:0: 1]}, sed > 4.

* Astretas £y = Z(x,y),lr = Z(x,z) e {3 = Z(x,t) estdo contidas na superficie
X.”

* A seguir vamos mostrar que £(X) = {{1, {5, 43}.

Seja £ uma reta contida na superficie X. Considere os planos coordenados Hy =
Z(x), Hy = Z(y), Hy = Z(z) e H3 = Z(1).

Temos duas possibilidades:'?
{ C H;, paraalgum i ou £ ¢ H;, Vi
(@) ®)

(a) £ C Hy. Neste caso, £ = Z(x,L) com L = b1y + byz + b3t e b; € C nem
todos nulos. Agora,

(cXe= F=x?+yz192ec(x L)y F=A-x+B-L

com A, B € CJx,y,z,t]. De onde concluimos que L € (u) para algum u €
{y,z,t}.1% Portanto, £ = {; para algum i € {1,2,3}.

N embre que £ € S <= Z(S) € Z(£). Ouseja, £ C S <= F € I({).

12De fato, ao considerarmos um plano H e uma reta £ em P3, entdo existem duas possibilidades para a
posicdo relativa: £ C H ou{ N H consiste de um tnico ponto (cf. Exercicio 1.50).

BBObserve que,

=0
x4 —I—yztdf2 =A~x+B'Lx=> yz),‘df2 = B(0,y,z,t)-L,

sendo L um fator irredutivel (no lado direito) da Gltima igualdade, concluimos que L € (u) para algum u €
{y, z,t} (visto que C[y, z, t] é um DFU dominio de fatora¢do tinica).



2.2. Aplicando o teorema da dimensdo das fibras 165

{ C H; paraalgum i € {1,2,3}.

Neste caso, podemos assumir que £ = Z(u, L) para algum u € {y,z,t} e L uma
forma linear na qual ndo comparece a variavel u. Logo, a condi¢do £ C X nos leva
a concluir que

=0 #0
F=xd+yztd_2=A-u+B-Lu:>xd=BI-L:>L=axa:>€=Z,-.

(b) Neste caso, a reta £ encontra o plano Hy = Z(x) num tnico ponto. Digamos
que £ N Hy = {p}sendop = [0: py : pa: p3]. Agora, p € X (visto que £ C X)
implica que F(p) = plpng_z = 0, ou seja, p € {; para algum i € {1,2,3}.
Além disso, se ¢ = [go : ¢q1 : g2 : q3] € £ eq # p, entdo ¢; # O para todo
i € {0,1,2,3}. De onde concluimos que a reta £ ndo encontra todos os outros
planos coordenados H; paratodo i € {1,2,3} (o que é um absurdo, pois toda reta
estd contida ou intersecta um dos planos coordenados).

Teorema 2.1. Considere o morfismo ;1 : I' —> P(Syq) ~ PN¢ dado pela projecio na
primeira coordenada, isto é, ([F],{) —> [F). Entdo

(i) Toda superficie Z(F) C P23 com F € Sy contém pelo menos uma reta se, e somente
se, w1 for sobrejetor.

(i) Sed > 3 entdo dim I' = dim Im(7my).
(iii) 7y é sobrejetor se, e somente se, d < 3.
Demonstragao. Deixamos a cargo do leitor.
Considere Y = Im(my) e p; : ' — Y C P(S3) ~ P1?, definida por ([F], £) —>
[F] (ou seja, p; ¢é definida a partir de 7y).
Observe que para cada [F] € Im(7r1) tem-se que
Py (F]) = =7 ' (F) = {[F]} x £(2(F)).

Por outro lado, se X = Z(G) € P? sendo G = x¢& + x;x2x¢ 72, entdo o Exemplo 2.4
nos garante que #(£(X)) = 3. Portanto, p; ' ([G]) = 77 ! ([G]) é um conjunto finito, logo

dim p;((G)) = dim 7 (G]) = 0.

Entretanto, sendo p; um morfismo dominante, o teorema da dimensdo das fibras nos
garante que:

edimI" —dimY > 0.

e Paratodo [F] € Im(p;) = Im(7;) verifica-se que

dim p;y}([F]) > dim I" — dim Y.
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4-2 concluimos que

Assim, ao escolher G = xg + X1x2x
0 =dimp;'([G]) = dim I —dimY > 0= dimI" = dimY.

Como dim Y = dim Im(s;) (visto que ¥ = Im(7r;)) segue que dim I" = dim Im(7y).

Se 71 ¢é sobrejetora segue do item (i) do teorema da dimensdo das fibras (cf.

Teorema 1.7) que dim I” > dim P (S;). Agora, sendo

17

dimP(Sy) = Ng = (3+d) W@ DE+(@+3)

d 6
segue que
dd +1)(d +5 d+1)(d+2)d+3
dimf:%+3>dimp(sd)=( + 1( Z a+3
Portanto,

dd+1)d+5 (@d+Dd+2d+3)

4>0=d <3.
6 6

No préximo capitulo veremos que os planos (d = 1) e as quadricas (d = 2) contém
infinitas retas. Logo, 7r; € sobrejetor nesses casos.

Sed = 3,entdo dimI” = 19 e N3 = 20. Além disso, segue do item (ii) que
dim I' = 19 = dim(Im(7;)). Logo, dim(Im(r;)) = dim P1°.

Lembre que I ¢ irredutivel, logo Im(r;) € P!° é um subconjunto fechado (cf. Pro-
posicdo 1.39) irredutivel de dimensdo 19. Assim, Im(sr;) = P'°. Portanto, 7, é sobreje-
tor. O

Corolario 2.2. Toda superficie de grau 3 em P3 contém pelo menos uma reta.

Demonstragdo. O Teorema 2.1 nos garante que se d = 3entdo my : [T —> P(Sy) ~
PNa dada pela proje¢io na primeira coordenada ([F],£) —> [F] é sobrejetor. Assim,
para toda superficie Z(F) C P3 com F € C|x, y, z, t] homogéneo de grau 3, verifica-se
que 7 L([F]) # 9. Logo, existe uma reta £ contida na superficie Z(F). O

Observagio 2.5. O Teorema 2.1 mostra que se d > 4, entdo 7y ndo é sobrejetor. Desta
forma, existem superficies em P3 de grau d que ndo contém retas.

Por exemplo,sed > 4e F =14 + xy?~! 4 yz9=1 4 zx4~1 € Clx, y, z,1], entdo
Z(F) C P3 ¢ uma superficie nio singular que nio contém retas (cf. Shioda (1981) e
Régo (2016)). No Apéndice B, fornecemos alguns procedimentos utilizando o software
de computagdo algébrica Maxima, cujo referencial tedrico € o método de estratificacio
das retas em IP3 (que sera explicado na Secdo 3.2.1), que o leitor podera utilizar, no caso
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de grau d = 4, para verificar que tal superficie ndo contém retas (cf. Exercicio B.3), como
também no caso d > 5 (um desafio para o leitor).

No caso em que a superficie venha conter retas, somos levados a pensar nas seguintes

Quantas retas uma superficie de grau d > 4 pode conter? Em particular, existe um
limite superior para o nimero de retas que uma superficie de grau d pode conter?

Outro aspecto que merece destaque, € que as superficies de grau d que contém retas,
formam uma subvariedade de dimensdo N; — d + 3 e grau

(d + 1) 3d* + 6d3 + 17d? + 22d + 24

4 24
(cf. Maia et al. (2013)).

Antes de comegar a explorar a cardinalidade maxima de £(X), sendo X uma super-
ficie de grau d em IP3, vamos apresentar alguns resultados que nos permitirdo abordar a
contagem de retas em superficies nio singulares em P2, especialmente no caso ctibicas
ndo singulares, como também nos auxiliar na tarefa de deduzir cotas para superficies nao
singulares em P3 de grau maior que 4.

2.3 Preludio para contagem de retas em superficies nao
singulares

Sobre a posi¢iio relativa entre uma reta e uma superficie em P>

Sejam X C P3 uma superficie reduzida'* de graud > 1 ¢ £ C P3 uma reta. Ao analisar
a posicdo relativa entre £ e X, temos que £ C X ou £ ¢ X. Mais precisamente, se
X = Z(F) Cc P3,com F € Sy livre de quadrados, entdo para essas possibilidades temos

O teorema dos zeros de Hilbert (cf. Teorema 1.4) nos garante que Z(X) = /(F).
Entretanto, como F ¢ livre de quadrados, conclui-se que Z(X) = (F). Logo,

0 CX e T(t) > I(X) = (F) — F e I(0). (2.6)
Neste caso, verifica-se que'”
(g X e FgI(l) e 1 <HLNX) < d. @.7)

U Z(F) C P3 ¢ dita reduzida se o polindmio F € S ¢ livre de quadrados.

15A menos de uma MCP podemos assumir que £ = Z(z,t). Visto que £ & X, segue que G(x,y) :=
F(x,y,0,0) é um polindmio ndo nulo ¢ homogéneo de grau d em C[x, y]. Assim, o Lema 1.8 nos garante
que o conjunto £ N X = Z(z,t, G(x, y)) é finito e sua cardinalidade varia entre 1 e d.
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Sobre retas concorrentes em £(X)

Seja X C P3 uma superficie tal que Z(X) = (F) com F € Sy e d > 3. Para cada ponto
p € X — Sing(X), o plano tangente a superficie X no ponto p é T,X = Z(L,) no qual

Ly:=0:F(p)-x+0,F(p)-y+0:F(p)-z+ 8, F(p)-1. 2.8)

Lema 2.5. Seja £ uma reta contida na superficie reduzida X C P que passa pelo ponto
p € X — Sing(X), entdo £ C T,X.

Demonstra¢do. Assuma que £ = Z(L1, L), sendo L1 e L, formas lineares L.1., dadas
por L; = ajox + i1y + iz + a3t parai = 1,2. Como £ C X, existem A, B € S
taisque F = A-L; + B-L,. Vistoque L;(p) = Oparai = 1,2 (pois p € £), segue que

0xF(p) = A(p) @10 + B(p) - @20, 09:F(p) = A(p) -at1,2 + B(p) - otz 2, 2.9)
dyF(p) = A(p) - 1,1 + B(p) - 2,1, 3 F(p) = A(p) - 01,3 + B(p) - o2.3. '

Ao substituirmos os valores em (2.9) na forma linear que define 7,X em (2.8), concluimos
que
L,= A(a)- Ly + B(a) - L,.

Portanto, { C TpX. O

Lema 2.6. Seja H = Z(F) um plano em P3. Verifica-se que
L e &H) < ZI({) = (F,L), com{F,L} C Sy linearmente independente.

Demonstracdo. Seja £ uma reta em P3 tal que Z(£) = (Ly,L,), sendo L1 e L, em
S linearmente independentes. Se £ C H, segue de (2.6) que F = aL; + BL,, sendo
o, B € C ndo ambos nulos. A seguir vamos analisar os seguintes casos:

o = 0 : Neste caso, F = BL, com 8 € C ndo nulo. Assim,
I(t) = (L1, La) = (L1, BL2) = (L1, F).

Observe que L1 ¢ F sdo linearmente independentes,16
a # 0 : Neste caso, segue que L; = o ' F —a ! BL,. Assim,

TIU) = (L1, L) = (@ 'F —a'BLy, Ly) = (@ 'F, L,) = (F, L»)
com F, L, linearmente independentes.

Reciprocamente, se £ for uma reta tal que Z(¢) = (F, L), entdo F € Z(£). Logo (2.6)
nos garante que £ C H. O]

16De fato, caso ndo o fossem, existiria y € C tal que L1 = yF ou F = yLi. Em ambos os casos
concluiriamos que L1 e L seriam linearmente dependentes, o que ¢ um absurdo.
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Exercicio 2.4. Considere areta { = Z(x, y). Seja
2, = {H C P3|H éum plano contendo a reta £}.
Mostre que:
(@) He Q= H=Z(x+uy),comv:u]ePl
(b) A fungdo ¥ : P! — £, dada por [v : u] —> Z(vx + wy), é uma bijecio.

Proposi¢io 2.5. Seja X C P3 uma superficie néo singular de graud > 3. Sely, ..., 4, €
L(X) com r > 2 sdo concorrentes,"” entio {1, ..., L, sdo coplanares'® er < d.

Demonstra¢do. Sendo {4, ..., £, retas concorrentes com r > 2, entdo existe um ponto
comum p € {; paratodoi € {1,...,r}. Seja H = T,X o plano tangente & superficie X
no ponto p. Segue do Lema 2.5, que £; C H paracadai € {1,...,r}. Portanto, as retas
£1,...,4, sdo coplanares.

Por outro lado, como H = T,X = Z(L,) sendo L, a forma linear definida em
(28)el; C H paracadai € {l,...,r}. Entdo o Lema 2.6 nos garante que existem
Ly,...L, € Sy, taisque {; = Z(L,, L;) paracadai € {I,...,r}. Assim,

G U Ul =Z2(LpLy-LyL))CX=2(F) = Fe(LyLi-Ly- L)
L, F
= r <d = grau(F).

el ’62 cee ed

H=T,X

Corolario 2.3. Uma superficie ndo singular X em P> de grau d > 3 contém no maximo
d retas concorrentes.
Curvas residuais a uma reta num dado plano

Vamos comecar mostrando que a familia de planos contendo uma reta pré-fixada estd em
bije¢do com a reta projetiva complexa.

Para cada reta £ em P3, considere

220) = {H c p3 ‘ H ¢é um plano contendo a reta ﬁ}.

7Sejam £1, ..., £ retas distintas em P” com 7, n > 2. Dizemos que as retas £1, ..., £, sdo concorrentes se
todas passam por um ponto p, ou seja, £1 N --- N £, = {p}.
18S¢ £1, ..., £, com r > 2 forem retas distintas em P” com n,7 > 2, entdo dizemos que £1, ..., £ sdo

coplanares se existe um plano H em P” contendo as retas £1, ..., £,.
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Lema 2.7. 2({) estd em bijecdo com P

Demonstra¢do. Assuma que areta { = Z(Ly, L), com L1, L, € Sy linearmente inde-
pendentes. Note que, se H C P3 é um plano, entdo H = Z(L) com L € S; ndo nulo.
Além disso, se H € £2({), segue de (2.6) que

Le(lL,L)=T() <= T, BeC, taisque L =l + BL>. (2.10)
————
aF#0ou B#0
Essa descri¢@o dos planos que contém a reta £ nos leva a definir
v : P! — Q) dadapor[o: ] — Z(aLy + BL>).

Observe que ¥ esta bem definida.!® Além disso, segue de (2.10) que ¥ ¢ sobrejetora. A
seguir, vamos mostrar que ¥ ¢ injetora.

Considere a = [ag : a1] e b = [bg : b1] € P! tais que ¥(a) = ¥ (b), ou seja,
Z(agL, +a1Ly) = Z(bgLy + b1L5).

Ao calcularmos o ideal associado dos planos acima e aplicarmos o teorema dos zeros
Hilbert (cf. Teorema 1.4), obtemos \/(aoLl +aily) = \/(boLl + by L3). Entretanto,
esses ideais sdo primos. Logo,

(a0L1 +Cl1L2) = (boLl =+ ble) — aoli+ a1l = )L(boL] =+ ble),
para algum A € C — {0}
= a; = Ab;, parai =0,1
= a=>.

O

Proposi¢iio 2.6. Seja X = Z(F) uma superficie néo singular em P3 com F € S homo-
géneode graud > 3. Sel € L(X) e H é um plano em P> contendo {, entio

HNX={¢UCy,

sendo Cy uma curva plana reduzida® de grau d — 1.

Ype fato, se P! 3 a = [a : B] = [Ae : AB] entdo ¥ ([« : B]) = Z(aeL + BL>) = Z(AaL; +
ABL2) = Y ([Aa : AB]), ou seja, o valor de ¥ (a) ¢ independente do representante escolhido para o ponto a.
Além disso, segue de (2.10) que ¥(a) = Z(aL + BL2) € 2(£).

208eja C C IP3 um conjunto algébrico projetivo. Dizemos que C é um curva plana se existe H plano em
P3 contendo C e dim C = 1. De fato, seacurva C C H = Z(L) entio C = Z(L, G) com G homogéneo
ndo nulo tal que L G. A curvaplana C = Z(L, G) é dita reduzida se Z(C) = (L, G) (ou seja, G ¢ livre de
quadrados). Neste caso, o grau da curva C ¢ dado por grau(C) = grau(G).
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Demonstra¢do. A menos de uma MCP podemos assumir que £ = Z(z,t). Como { €
£(X), podemos escrever F na forma

F=A-t+B-z comAeS =Clx,y,z,t]e BeC|x,y,z]

homogéneos de grau d — 1.
Por ouro lado, como o plano H contém a reta £, entdo existe [ : ] € P! tal que
H = Z(a -z + B -t). Temos duas possibilidades para o valor de (8 = 0 ou 8 # 0).

Neste caso, H = Z(z). Logo,

HNX=Zz,F)=2(z,A-t) = Z(z,t) U Z(z, A).
—— Hé_/
={ =Cpy

Observe que A # 0 ez A visto que F ¢ irredutivel (cf. Lema 1.13). Assim, Cy =
Z(z, A) ¢ uma curva plana. A seguir, vamos mostrar que Cy ¢ reduzida.

Suponha, pelo absurdo, que curva Cyg = Z(z, A) nao ¢é reduzida, entdo A ndo é livre
de quadrados, ou seja, A = R?-T com R,T € S homogéneos tais que grau(4) =
d —1 = 2grau(R) + grau(T). Neste caso, F = R>-T -t + B - z, logo

0xF =20xR)-R-T-t+ (0:T)-R>-t + (3xB) - z

dyF =2(yR)-R-T -t +(d,T)-R>-t + (3yB) -z

9, F =20,R)-R-T-t+(3,T)-R*-t+(0,B)-z+ B
F =2(0;R)-R-T-t+(;T)-R*>-t+(3,B)-z+ R*>-T.

(2.11)

Agora, visto que R # 0e z R (lembre que z A), segue que C = Z(z, R) é uma curva
plana. Além disso,

C, se z|B,

Z(ZvR$B) = { Cn D’ se z B’ sendo D = Z(Z,B) umacurvaplana.

Em ambos dos casos?! acima, chegamos na conclusdo que Z(z, R, B) # @. Assim, ao
escolher p € Z(z, R, B), segue de (2.11) que p € Sing(X), o que ¢ um absurdo.

Portanto, Cy = Z(z, A) é uma curva plana reduzida de grau d —1 (visto que grau(A4) =
d—1).

Neste caso, H = Z(t — juz). Logo,

HNX=Z@t—puz,A-t+B-z) =Z(t—puz,(uAd + B)z)
=Z(t—pz,z)UZ(t —puz,uA+ B).

=/ =Cy

210 segundo caso segue do Teorema de Bézout para curvas planas projetivas. O qual nos garante que se
C1,C> C P2 sio curvas projetivas, entio C1 N C # @. Além disso, #(C1 N C2) < dj - d sendo
d; = grau(C;).
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Noteque uA+B # 0et—uz wA+B.? Assim, Cy = Z(t—uz, wA+ B) éuma curva
plana. Suponha, pelo absurdo, que curva Cyg = Z(t — uz, w A+ B) ndo é reduzida, entdo
wA + B nio é livre de quadrados, ou seja, uA + B = R>- T com R, T € C[x, y,z,t]
homogéneos.

Nestecaso, F = A-t + (R>- T —puA)-z=A-(t —pz) + R>-T - z. Logo,

IxF = (0xA)-(t —pz) + R-(2(0xR)-T + (0xT)-R) - z

dyF = (0y4)-(t —pz) + R-(2(0yR) - T + (3,T) - R) - z

0, F = (0, A)-(t—,uz)-i—R-(Z(BZR)-T-i-(8ZT)-R)-Z—;LA+R2-T
0, F = (0;A)-(t —uz) + R-Q0;R)- T+ (:;T)-R)-z+ A

(2.12)

Sendo F' irredutivel (cf. Lema 1.13), segue que R # 0 et — uz ndo divide R. L,ogo
C = Z(t — uz, R) é uma curva plana. Além disso,

C, se t —uzlA

Z(t—pz. R A) = CND, set—puz A, sendo D = Z(t — uz, A).

De forma analoga ao caso anterior (8 = 0), segue-se que Z(t — uz, R, A) # @. Assim,
ao escolher p € Z(t — uz, R, A), segue de (2.12) que p € Sing(S), o que é um absurdo.
Portanto, Cy = Z(t — uz, wA + B) é uma curva plana reduzida de grau d — 1. O

A curva Cy na Proposigdo 2.6 ¢ denominada curva residual a reta £ no plano H .

A seguir vamos apresentar um exemplo que elucidara alguns aspectos que aparecerdo
na contagem de retas no caso geral.

Exemplo 2.5. Seja X = Z(G) C P3sendo G = x> + y3 +2z3 + 13 € S. Fixe areta
{=2Z(x+y,z+1t)CX. A seguir vamos determinar a curva residual a reta £ para cada
plano contendo £.

Lembremos que se H é um plano em IP3, entio
{CH+= H=2Z(@a(x+y)—p(z+1), comla:p]eP!.

Entretanto a curva residual a £ no plano H = Z(x(x + y) — B(z +t)) aparece ao calcular
a interse¢do H N X. De fato,

HNX=Z(x+y)-pz+),x>+y  +22+1%) =LuCy.

Vamos analisar os casos § = 0¢e 8 # 0.

B = 0. Neste caso, H = Z(x + y).

22 (a) Suponha que A + B = 0. Logo, B = —uAeF = A-t+ B -z = A(t — j1z) é redutivel,
0 que é um absurdo. (b) Suponha que uA + B = (¢t — uz)G para algum G € Clx, y, z,t]. Neste caso,
F=At+Bz=At+t—uz)G-z—puA-z = (t—uz)(G-z+ A) éredutivel, o que é¢ um absurdo.
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Observe que

HNX =Z(x+y,x3+y3+23413)
=Z(x+y,z23+13)
=Z(x + y,(z +1)(z% -zt +1?))
=Z(x+y.z+1)UZ(x + y, 22—zt +1?)

14 Cha

Observe que a curva residual Cyy = mj; U m, € uma cdnica singular no plano H =
Z(x+y),vistoquezZ —zt +1> = (z + &)z + %) comE € Ctalque £3 = 1e £ # 1.

H=Z(x+y)

CH =m; Umy

ny
{ m

B # 0. Neste caso, H = Z(t +z — A(x + y)) sendo A =%
HNX =Z@t+z—-AMx+y).x3+y3+23+13)
=Z(t+z=Ax+y),(x+y)f1)
=Zt+z,x+YUZt+z—-Ax+ ), f2)
‘ Cu

. Logo,

sendo fi = (A3 + 1)x2 + (243 — Dxy —3A%xz + (A% + 1)y? = 3A2%yz + 3122,
Agora, sendo Cy uma conica reduzida no plano H, temos duas possibilidades: Cyg =
m1 U m, unido de retas distintas (como no caso f = 0) ou Cy é uma conica ndo singular.

H

CH

Vamos determinar os pontos singulares da conica Z(f3) C P? = H.2

BObserve que ¢ : P3 — P3 dadapora —> [ag : ay : a> : az + a> — A(ag + a1)] é um MCP tal
que p(H) = Z(t) e o(Cr) = Z(t, f1). Além disso, H = Z(¢) = P2.
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Considere a = [ag : a; : a2] € P2. Note que

Ix frla) = 2(A° + Dag + (2A% — )a; —3X%a, =0,
a € Sing(Z(f3)) < { 0y fa(@) = QA% — Dag + 2(A> + a; —31%a, =0
9, f1(a) = —3A2%ag — 3A%a; + 6Aa, = 0.

Ou seja, @ = (ag,ay.as) esta no niicleo do operador linear 7 : C3 — C3 dado por
d +—> (x f2(@), 9y f2(d), d- f2(a@)). Se [T3] ¢ a matriz associada a T da base candnica
na base canonica, tem-se que

det[T3] = 18A(A + (A2 — A + 1).
Assim,

1+ /3 1—4/3i

Z(fy) CP? =~ H ésingular <= A € {0,—1 3 3

Observacio 2.6. Na superficie ndo singular X = Z(x> + y3 + z3 +13) C P3, sendo
{=Z(x+y,z+t) C X, existem exatamente 5 planos contendo a reta £ tais que a conica
residual € unido de duas retas distintas. Assim, obtemos 2 - 5 retas distintas na superficie
X. Este ndo é um fato que sé vale para essa superficie ciibica. Com efeito, mostraremos
no Capitulo 3 que a existéncia de exatamente 5 planos nos quais a conica residual é unido
de retas distintas, vale para toda superficie ctibica nio singular em IP3.

Exercicio 2.5. Sejam ¢, e {5 retas distintas em P3. Seja (£, £,) a menor subvariedade
linear de P contendo £, U {,. Mostre que

(a) SelyNEy # @ (i.e. £1 e £, sdo concorrentes), entdo (€1, £5) é um plano.
(b) Se £1 Ny = @ (ou seja, £1 e £, sdo transversais), entdo ({1, {,) = P3.

Lembre que fixada uma reta £ em P3,
2(X) 1= {m € &X)|Nm # @}.

Proposi¢io 2.7. Seja X = Z(F) uma superficie ndo singular em P> com F € S ho-
mogéneo de grau d > 3 el € L(X). Se H é um plano em P3 contendo { tal que
HNX=4£¢UCy, entdo

(1) £ ndo é uma componente irredutivel da curva residual Cpg.

(i) Sem € &¢(X) — {{} e H = (£, m) entdo m é uma componente irredutivel de
Cyg. Mais ainda, Cyg = m U C}_I sendo C}i determinada pela unido de todas as
componentes irredutiveis de Cyg distintas de m.
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cl, H

Demonstragao. A menos de uma MCP podemos assumir que { = Z(z,t). Como
£ € £(X), podemos escrever F na forma

F=A-t+B-z, comAeClx,y,z,t]e BeClx,y,z]

homogéneos de grau d — 1. Neste caso, temos que

(2.13)

Agora, se H é um plano contendo a reta £, entio existe [ : f] € P! tal que H =
Z(az 4 Bt). Assim,

H = Z(t — puz), sendo p = —% ou H = Z(z).

e Se H=Z2(t—puz),entdo Cy = Z(t — uz, uA + B).
Suponha, pelo absurdo, que a reta £ é uma componente da curva Cg. Neste caso,

{ C Cy implica em
wA@) + B(p) =0, Vpel. (2.14)

Note que A # 0, visto que F ¢ irredutivel (cf. Lema 1.13). Logo Z(A4) é uma
superficie em P3. Considere q € £ N Z(A) (pois segue de (2.7) que £ N Z(A) # 0).
Logo, de (2.14) segue que B(q) = 0. Assim, segue do sistema em (2.13) que
q € Sing(X), o que ¢ um absurdo.

* Se H = Z(z),entdo Cyg = Z(z, A).

Suponha, pelo absurdo, que a reta £ é uma componente da curva Cg. Neste caso,
{ C Cy implica em
A(p) =0, Vpel. (2.15)

Neste caso B # 0 (visto que F ¢ irredutivel segundo o Lema 1.13), logo Z(B) ¢
uma superficie em P3. Considere q € £N Z(B) (N Z(B) # @ por conta de (2.7)).
Mais uma vez, a partir de (2.13), segue que q € um ponto singular da superficie X,
0 que ¢ um absurdo.
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Comom € £¢(X) em # {, entio H = (£, m) é o tnico plano em P> contendo as
retas £ e m (cf. Exercicio 2.5). Agora, sabendo que £ C H, entdo

HNX=¢UCg,

sendo Cy uma curva plana reduzida de grau d — 1 ( cf. Proposi¢do 2.6). Por outro lado,

irred.

mCHﬂX:ZUCH:>m:mﬂ€UmﬂCHm=> mC Cg.

Assim,** Cy = m U C}; sendo

k
cy=Ja.
i=1
no qual C; # m é componente irredutivel de Cp. O

Corolario 2.4. Seja X C P3 uma superficie ndo singular de grau d > 3 contendo as
retas distintas £ e £5. Se €1 e L, sdo concorrentes e H = ({1, 45), entdo

HNX=4,UlUCy, sendo Cy uma curva plana reduzida de grau d — 2.
Demonstra¢do. Ao considerar o plano H = ({1, £5), segue da Proposi¢ao 2.6 que
HNnX=4¢,UCqg

sendo Cg uma curva plana reduzida de grau d — 1. Assim, Cy = Z(L,G), com H =
Z(L) e G homogéneo de grau d — 1, livre de quadrados, tais que L G.

Por outro lado, a partir do item (ii) da Proposigao 2.7, segue que C; = £, UC}; sendo
areta £, uma componente irredutivel de Cg. De fato, as condigdes £, C Cgy componente
irredutivel e Cy reduzida de grau d — 1, nos leva a concluir que Cy, = Z(L, Q) sendo
O homogéneo de grau d — 2 e livre de quadrados.”® Portanto, C 4 € uma curva plana
reduzida de grau d — 2. O

Considere £ € £(X) e Cy a curva residual a reta £ no plano H (cf. Proposicao 2.6).
Usaremos a notacao

Lc, (X) 1= {m € £(X) ‘ Cunm# @}.

24Sendo m irredutivel e C g7 uma curva plana reduzida, segue que todas suas componentes irredutiveis tem
dimensio 1. Assim, m é uma componente irredutivel de C gy .

2Note que, £» C Cp é equivalente a Z(Cyy) = (L,G) C Z({3) := (L, M). De onde concluimos
que G = L-P+ M- Q com P e Q homogéneos de grau d — 2. Além disso, Z(Crz) = (L,G) =
(L,L-P+M-Q)=(L,M - Q) com Q livre de quadrados, visto que Z(C g7 ) é um ideal radical.
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Proposicio 2.8. Seja X uma superficie ndo singular em P3 de grau d > 3 e £ € £(X).
Se H ¢ um plano em P3 contendo { e Cy é a curva residual a reta { no plano H (i.e.
HNX=4L4UCg). Entido £(X) = £,(X) U ¢y (X).
Demonstragdo. Das defini¢oes de £,(X) e £¢,, (X), segue que £, (X)UL¢,, (X) € L(X).
Assim, basta mostrar a inclusdo oposta.

Considere m € £(X). Temos duas possibilidades
m_C _H.Neste caso, as retas m e £ estdo contidas no plano H. Logo,m = £ oumN{ = {p}.
Em qualquer um desses casos, segue que m € £;(X).

m ¢ H. Neste caso, m N H = {q}. Assim, a partir da igualdade H N X = £ U Cg ao
interceptar com a reta m C X, concluimos que

mNH={q}
Hnm=nNnmU(CgnNm) — qefnmouqeCynm.
Portanto, m € £,(X) U £¢,, (X). O

Corolario 2.5. Sejam X C P3 uma superficie ndo singular de graud >3 ey, ... L, €
L(X) retas coplanares distintas com r > 2. Entdo,

£(X) = £, (X) U--- U L4, (X).

Demonstragdo. Deixamos a cargo do leitor. O

Curvas residuais como fibras de um morfismo

A seguir, mostraremos que as curvas residuais a reta £ nos planos em 2 (£), aparecem como
as fibras de um morfismo 7y : X —> P! (cf. (2.16)). Além disso, vamos estabelecer que
0 conjunto

C:= {C H ) Cy ¢é uma curva singular residual a reta £ no plano H € .Q(E)}

é finito. Este fato sera muito importante na hora de mostrarmos que uma superficie ciibica
ndo singular em IP3 contém exatamente 27 retas.

Lema 2.8. Sejam { uma reta e p um ponto em P", com n > 2. Entdo
p ¢ ¢ <= 3! H C P" plano contendo a reta £ e o ponto p.

Demonstracdo. Assuma que £ = P(W), com W € Go(C"* ) ep = [v].
A condigdo p & £ é equivalentea v & W. Assim,

dim(W + [v]) =dim W + dim[v] - dmW N[v]=24+1-0 = 3.
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Portanto, H = P(W + [v]) é um plano contendo a reta £ e o ponto p. De fato, tal plano é
tinico.?¢
Suponha, pelo absurdo, que p € £. Neste caso, v € W. Logo, para todo vetor

ud W, tem-se que U = W @ [u] € G3(C""!) define um plano contento a reta £ e o
ponto p (visto que p € £). Assim, obtemos infinitos planos contento a reta £ e o ponto p
(o que contradiz a unicidade). O

Definicdo do morfismo 7, : X — P,

A seguir, (£, p) denotara o plano determinado pelo ponto p e a reta £ sempre que p & £
(cf. Lema 2.8). Conforme ilustra a figura

Pe
(€. p)

Seja X uma superficie ndo singular em IP3 de grau d > 3 contendo a reta £. Considere
oy : X —> §2(£) dada por

_J(&p), sepgd,
p+— H, sendo H, = T,X. sepel.
Defina,
7 : X — P! por pr— lI/_l(Hp) (2.16)

sendo¥ : P! — 2({) abijegdo dadapor [ : B] —> Z(aL1+BL>),sel = Z(L1,L»)
(cf. Lema 2.7). Assim, 7y = ¥~ o 0.

Proposicdo 2.9. Com as notacées acima. A fung¢do my : X —> P é um morfismo, tal
que n[l(a) ¢é a curva residual a reta £ no plano H, = Z(aglLi + ayL3) para todo
a=lag:a] Pl
Demonstragdo. Sem perda de generalidade vamos assumir?’” que £ = Z(t, z).

Assuma que X = Z(F,) com F € S; irredutivel (visto que X ¢é ndo singular, cf.
Lema 1.13). Como £ € £(X), segue que F € Z({) = (¢, z). Logo,

F=A-t+B-z, comAeClx,y,z,t]e BeClx,y,z]

263¢ Hy = IP(U) for um plano contendo a reta £ e o ponto p, entdo U € G3(C"T1), W Cc Uev e U.
Logo, W + [v] € U com dim(W + [v]) = 3 = dimU. De onde concluimos que U = W + [v]. Portanto,
1 =

2TDo contrario, escolha ¢ € Aut(P") tal que @ (£) = Z(¢, z) e troque X por X1 = @(X).
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homogéneos de grau d — 1. Além disso, calculando as derivadas parciais de F, obtemos

0xA-t+0,B-z
0,A-t+0,B -z
0,A-t+9,B-z+ B
0A-t+ A.

X

o F
dy F
0, F
0: F

y
z
t

A seguir, considere p € X tal que p € £ = Z(¢,z). A partir do sistema acima, obtemos
que

0xF(p) =0, 8, F(p) =0, 9:F(p) = B(p) ¢ 9 F(p) = A(p).
Visto que X ¢ ndo singular, entdo [B(p) : A(p)] € P! e L, = B(p)z + A(p)t é a forma
linear que define o plano tangente 7, X (cf. equagio L, (2.8)). Portanto,sep = [po : p1 :
P2 p3] € X segue que

o { (L.p) = Z(p3z — pat) = ¥([p3 : —p2]). > sep &4,
’ T,X = Z(B({p)z + A(p)t) = ¥([B(p) : A(p)]), sepe L.

Portanto, sep = [po : p1: p2: p3] € X=Z(A-t + B-z), entdo

[p3:—p2]. sepdgd,

[B(p): A(p)], sepel. (2.17)

me(p) =

Afirmac3o 1: A fungdo 7y : X —> P! definida em (2.17) é um morfismo.
De fato, considere q € X.

(a) Seq ¢ £, entdo escolha o aberto Uy = X —£ C Xe Gg =1t,G1 = —z € S. Note
que
Z(Go,G1) =€ = Z(Gy,G1) N Uq = 0.

Além disso, ¢ (p) = [Go(p) : G1(p)] para todo p € Uj.

(b) Seq € £, entdo escolha o aberto Uy = X — Z(4,B) CXeGo =B, Gy = A€ S.
Note que Z(Go, G1) N Uy = 9. Além disso, my(p) = [Go(p) : G1(p)] para todo
pe Uq,29

m(®) = (Go(p): Gu(p] = | g’ Tfeh P E T

Portanto, segue da Proposi¢do 1.32, que 7y ¢ um morfismo.

Afirmacido 2: n[l (a) € a curva residual a reta £ no plano H, = Z(a¢z + a;t) para todo
a=lag:a] Pl

Yvisto que,se £ Fp=[po:p1:p2:p3l €X=Z(A-t+ B-z), entdo [p3 : —p2] € Ple
0 = A(p)p3 + B(p) p2- Logo, [p3 : —p21=[B(p) : A(p)].
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De fato, lembre que
H,NX=Z(apz +a1t,A-t+B-z)=LUC(,
sendo C, ¢ a curva residual a reta £ no plano H,. Assim, temos que:

* Sea; # 0,entdo H = Z(t — uz) sendo pu = _do eC, =2t —pz,uA+ B).
a

Ou seja,

C, = Z(apz + art,apA —aB), sea =|ag:a1]lea; #0.

* Sea; =0,entdo H = Z(z) e C, = Z(z, A).

Portanto, se a = [ag : a;] € P!, entdo a curva residual a reta £ no plano H, =
Z(agz + ayt) éiguala C; = Z(apz + ait,apA — a1 B).

Por outro lado, se @ = [ag : a1] € Pl ep = [po : p1: p2 : p3] € X entdo

'@ = {p e X | me() = a

{pet|mm =afJ{pex—t|rp =af
{pet|Ber:ami=af(J{peX—t|ps: —pal = af
{pe(‘aoA(p)—alB(p) =0}U{pex—z)aop2+a1p3 =o}

() an

A seguir vamos mostrar que n[l(a) = Z(agz + at,apA — a1 B).

Considerep =[po:p1:p2:p3€ n[l(a).

No caso (I), segue que p = [po : p1 : 0 : 0] e apA(p) — a1 B(p) = 0. Portanto,
pe Cy = Z(apz + ayt,apA — a1 B).

Entretanto, no caso (II) temos que p = [po : p1 : p2 : p3] com [pa : p3] € P,
satisfazendo a equagfo agpy + a1 p3 = 0, o que implica em [p3 : —p3] = a. Agora,
como p € X, segue que F(p) = A(p)p3 + B(p) p> = 0. Logo, A(p)ap — B(p)ai = 0
visto que [p3 : —p2] = a. Portanto, p € C, = Z(aoz + ait,apA —a B).

Considerep =[po:p1:p2:p3]l€Cy=Z(apz +ayt,apA — a1 B).

Sep € {,entdop € n[l (a)N £ (cf. (1)). Caso contrario, p € X —£ e satisfaz a equagao
agpz + a; ps = 0. Portanto, p € n;l(a) — £ (cf. (ID)). O
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Proposicio 2.10. Considere o morfismo g : X —> P! em (2.16). Existe um aberto nio
vazio V. C P, tal que 1y, - n[l(V) —> V induzida por 7y é suave.>?

Demonstragdo. Segue do Corolario 10.7, na p. 272 do Hartshorne (1977). O

Corolario 2.6. Com as notagéoes acima. O conjunto

E:{Ca

C, é uma curva singular residual a reta £ no plano H, € $2(£) }
é finito.

Demonstragdo. Segue da Proposicdo 2.9 que C, = 7 (@) é uma fibra do morfismo 7y
definido em (2.16). Por outro lado, a Proposi¢ao 2.10 nos garante que existe um aberto
ndo vazio V C P! tal que Y|y n[l(V) —> V ¢é suave. Temos duas possibilidades
paraV:V =PlouV = P! — {by,...,b;}, para algum k > 1 inteiro.

Tendo em considerag@o que as fibras C, = 7, (@) sdo curvas ndo singulares para
todo a € V (visto que 7y, € suave), segue que X' = Jou X C {by,..., b }. Portanto, X
¢ finito. O

30A definigio formal para um morfismo suave pode ser encontrada na p. 268 do texto Hartshorne (1977). Vale
salientar que neste momento ndo dispomos dos pré-requisitos necessarios para abordar essa defini¢do. Entretanto,
uma ideia é a seguinte: Se f : X —> Y é um morfismo sobrejetivo entre variedades ndo singulares, entdo f
¢ suave se todas as fibras s3o nao singulares da mesma dimensao.



Como foi mencionado na introdugdo, o problema de determinar a quantidade maxima de
retas que uma superficie de grau d em P3 pode conter é um problema em aberto para
d > 5, a despeito da superficie ser singular ou ndo singular. Neste capitulo, o leitor
podera apreciar o desenvolvimento de mais de um século de pesquisa, destacando nesse
cronograma historico

1849 | Arthur Cayley e George Salmon provaram que “Toda superficie ciibica ndo singular
em P3 contém exatamente 27 retas”.

1882 | Friedrich Schur exibe a superficie quartica Z(x* — xy3 — z* + z¢3) c P3 nio
singular contendo 64 retas.

Beniamino Segre demonstrou que “Uma superficie quartica ndo singular contém
no maximo 64 retas”.

Vale salientar que em 2015 Slawoir Rams e Matthias Shiitt publicaram um artigo onde
exibem um contraexemplo para um dos pressupostos utilizados por B. Segre para concluir
que superficies quarticas nao singulares contém no maximo 64 retas. Entretanto, utili-
zando algumas técnicas desenvolvidas pelo matematico japonés Kunihiko Kodaira (por
volta de 1950), Rams—Schiit contornaram o erro de Segre, ¢ mostraram que de fato “Toda
superficie quartica ndo singular contém no maximo 64 retas”.

Levando em consideragdo a natureza introdutoria deste texto, como também a conta-
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gem de retas neste capitulo se remete ao caso de superficies de graud, comd € {1, 2, 3, 4},
dividimos o estudo em trés se¢des

* Retas em superficies de grau 1 e 2. Nesta se¢do mostramos £(H) estd em bije-
¢do com P2 se H C PP3 for um plano, concluindo assim que todo plano contém
infinitas retas. A seguir, utilizamos o teorema da classificacdo de quadricas modulo
mudancas de coordenadas projetivas para descrever as retas em superficies quadri-
cas em IP3. Por exemplo, no caso de uma superficie quadrica ndo singular em P3,
suas retas constituem duas familias disjuntas parametrizadas por pontos de P! (cf.
Proposi¢ao 3.3), que terdo um rol preponderante na determinag@o de cotas para o
niimero méaximo de retas em superficies de grau d > 5 em P3 (cf. Segdo 4.3 do
Capitulo 4).

* Retas em superficies de grau 3. Nesta secdo serd introduzido um procedimento
de contagem de retas que denominamos contagem por estratificagdo, o qual foi
implementado utilizando o pacote de computagdao Maxima (cf. Apéndice B) ¢ pode
ser utilizado para contagem de retas numa superficie de grau d qualquer em P3.
Agora, a demonstracdo de que toda superficie cibica ndo singular contém 27 retas,
tem como base o arcabougo tedrico da ltima seg¢do do Capitulo 2.

* Retas em superficies de grau 4. Esta se¢do tem um carater mais exploratorio.
Nesse sentido, sdo apresentados variados exemplos de superficies quarticas, que
levam a novos questionamentos, como também diversos exercicios para o leitor

praticar a arte da contagem de retas. Concluimos essa se¢do comentando qual foi o
erro de Segre com relagdo a contagem de retas em superficies de grau 4.

3.1 Retas em superficies de graus 1 e 2

Retas num plano

Lembremos que um plano em P3 é uma superficie dada por Z(F), com F € S; ndo
nulo.! Considere H C P3 um plano e

LH) = {K C P3|¢ é uma reta contida em H }

Proposi¢io 3.1. Se H C P3 é um plano, entdo existe uma bije¢do entre L(H) e P2.

Demonstracdo. Assuma que H = Z(F) C P3. Defina ¥ : £H) — IP’([ST‘]) por
£+ [L]se Z(£) = (F, L) (cf. Lema 2.6). Observe que

'0bserve que Z(F) é superficie reduzida e irredutivel pois F tem grau 1 e portanto, ¢ livre de quadrados.
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* ¥ esta bem definida.

Como {F,L}¢éL.I, L ¢ [F]eassim, L # 0em [i,—‘] Suponha que M € S é tal
que (F,L) = (F,M). Entdo M € (F, L), de onde concluimos que M € [F,L] e
assim, existem «, 8 € C ndo ambos nulos, tais que M = «F + BL. Na verdade,
B # 0, caso contrario {M, F} seria linearmente dependente, o que é um absurdo.
Assim, temos:

M =pL =L = M e [L] = [M] =[L].

» ¥ ¢ injetora.

Sejam £ = Z(F, L) em = Z(F, M) retas em £(H), tais que ¥ (£) = ¥(m). Note
que:

() =¥(m) < [L]=[M]) <= Lec[M] e Me[L].

Agora,

L e [M] L =yM, paraalgumy € C — {0}
L—yM :6em%

L—yM € [F]

L — yM = §F, paraalgum § € C — {0}
L e(F,M)=1I(m).

111t

De forma analoga, a condigio M € [L] implicaem M € (F, L) = Z(£). De onde
concluimos que Z(£) = Z(m). Portanto, £ = m.

» ¥ ¢é sobrejetora.

Seja [M] e IP’([F]) Assim M # 0, o que implica em M ¢ [F], ou seja, M ¢

F sdo linearmente independentes. Logo, areta £ = Z(F, M) C Z(F) ¢ tal que
() = [M].

Finalmente, observe que fixada a base {F, Fy, F>, F3} de S;

[: B :y]— [aF1 + BF> + yF3]

define uma bijecio de P? em P ( [F]> O

Corolario 3.1. Qualquer plano em P3 contém infinitas retas.
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Retas numa superficie quadrica

Lembremos que superficies projetivamente equivalentes” em P> possuem a mesma quan-
tidade de retas (cf. Corolario 1.19). Assim, o teorema de classifica¢do que enunciaremos a
seguir, reduz nosso estudo & contagem de retas nas seguintes superficies quadricas Z(x?),
Z(x2 4+ y?), Z(x2 + y2 + z2) e Z(x% + y2? + 22 + 1?) (cf. Corolario 3.2).

Teorema 3.1 (Forma normal das quadricas). Sejam K um corpo com caracteristica dife-

n
rentede2e F = Y ajjxixj € K[xo,...,Xn] um polinémio homogéneo ndo nulo de
i,j=0

grau total 2. Entdo Z(F) é projetivamente equivalente a uma quddrica definida por uma
equagdo da forma

coxg + cle + -+ c,,x,%, com ¢o,C1,...,cn € K ndo todos nulos.
Demonstragdo. Veja Teorema 4, p. 411, em Cox, Little e O’Shea (1997). O

No espaco projetivo complexo temos o seguinte corolario.

Corolario 3.2 (Classificacio das quadricas em P3). Uma superficie quadrica em P3, a
menos de uma mudanga de coordenadas projetivas, é definida por um polinémio que as-
sume uma das seguintes formas

(i) F, = x2,
(i) Fr =x*+ y2,
(iii) F3 = x2 + y? + 22,
(iv) Fy =x%24 y2 + 22 + 12
Além disso, toda quaddrica ndo singular é projetivamente equivalente a Z(Fy).

Demonstragdo. Se F € CJx,y,z,t] for homogéneo de grau 2, entdo o teorema acima
nos garante que a menos de uma mudanca de coordenadas projetivas F = cox? +c¢;y2 +
c222 + ¢3t? sendo ¢y, ..., c3 nimeros complexos nem todos nulos. Agora, considere
b; € C tal que bi2 = ¢;j parai = 0,...,3. Desta forma, podemos escrever F' =
(box)? + (b1y)? + (b2z)? + (b3t)?, e considerar ¢ : P3 — P> a MCP dada por
l[ap : a1 : az : az] —> [boag : biai : byay : bzaz]. Assim, ¢(Z(F)) = Z(F;)
sendo i = #{j|b; # 0} (ou seja, i ¢ a quantidade de coeficientes ndo nulos de F). Para
concluir, observe que a unica quadrica ndo singular na lista ¢ Z(F,).> Como as mudan-
c¢as de coordenadas projetivas preservam pontos singulares, toda quadrica ndo singular é
projetivamente equivalente a Z(Fy). O

2As superficies X, Y em P3 sdo ditas projetivamente equivalentes se existe uma MCP T : P3 — P3 tal
que T(X) =Y.

3As derivadas parciais de Fy sdo 0y F4 = 2x, 0y F4 = 2y, 0;F4 = 2z ¢ 3; F4 = 2t. Lembre que
p=lao : a1 : a> : a3] € P3 &um ponto singular da superficie Z(Fy) se, e somente se, 3y, F4(p) = 0
para todo u € {x, y, z,t}. Neste caso, p ¢ um ponto singular se, e somente se, @; = 0 para todo i. Portanto,
Z(F4) ndo possui pontos singulares.
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Assim basta analisar os casos listados no Corolario 3.2 (ilustrados na Figura 3.1)

Figura 3.1: Superficies quadricas em P3.

(i) F; = x? define a quadrica ndo reduzida Z(F;). Observe que Z(x?) = Z(x) é um
plano. Logo contém infinitas retas.

(i) F» = x? 4 y? define uma quadrica reduzida, redutivel e singular ao longo da reta
Z(x,y).* Como F, = (x+iy)(x—iy), segue que Z(F») = Z(x+iy)UZ(x—iy).
Ou seja, € a unido dos planos Z(x + iy) e Z(x — iy) (logo ¢ redutivel). Portanto,
contém infinitas retas.

(iii) F3 = x?+ y?+z2 define uma quadrica irredutivel® e singular no ponto Z(x, y, z).°

4As derivadas parciais de F» sdo 0x F» = 2x,9, F» = 2y e . F» = 3;F» = 0. Portanto, p = [ao :
aj :ap :as] € P3 ¢ um ponto singular da superficie Z(F>) se, e somente se, ag = a; = 0. Ou seja,
pEZ(x,y).

SPelo absurdo, suponha que F3 é um polindmio redutivel. Logo, F3 = L-M sendo L e M formas lineares.
Assumaque L = A1 x+Ary+A3z+Aste M = By x+Byy+B3z+ Bat. Entdo A; B4 = 0 = B; A4
para todo i, o que implica em A4 = B4 = 0. Se B; # 0,segue que A; = Ax = 0e A; # 0, sendo
{i, j,k} = {1,2,3}. Neste caso, B; = By = 0 o que implica em F3 = A; B;u? para um determinado
u € {x,y, z}, 0 que ¢ um absurdo.

6As derivadas parciais de F3 sdo dxF3 = 2x, 0y F3 = 2y, 0;F3 = 2z ¢ 3; F3 = 0. Portanto,



3.1. Retas em superficies de graus 1 e 2 187

Proposicao 3.2. Z(F3) contém infinitas retas.

Demonstragdo. Considerev =[0:0:0: 1] € Z(F3) (o Gnico ponto singular de Z(F3)).
Para cada ponto q € Z(F3), q # v, denotaremos por £, 4 a {inica reta em P3 que passa
porveq.

Afirmacao 1: A reta £, 4 esta contida na superficie Z(F3).

De fato, assuma que q = [¢o : g1 : g2 : q3] € Z(F3). Assim, os pontos da reta £, q
podem ser representados na forma

bvg = {[ﬂqo :Bq1: Bqz i o+ Bgs] € P? ‘ [a: Bl e ]Pl}.
Além disso,

F3([Bqo : Bq1 : Bgz - o + Bas]) = B*(q5 + 47 +43) =0, Vo : ] € P,

visto que q = [qo0 : q1 : q2 : q3] € Z(F3). Portanto, £, 4 C Z(F3).

A seguir, considere a curva plana C = Z(Fj3,t). Observe que todo ponto q € C
pertence a superficie Z(F3) e ¢ distinto de v. Se

L: = {€ C P3¢ é uma reta contida em Z(F3) eV € {},

entao
2: C — L

q > by
¢ uma fun¢@o bem definida. De fato, é uma bije¢@o, conforme mostraremos a seguir.

* §2 ¢ injetora. De fato, considere p,q € C tais que £y = {,,. Mas p,q € C, dai
temos q = [qo : ¢1 : g2 : Olep = [po : p1 : p2 : 0]. Visto que p € {4,
p = [Bqo : Bq1 : Bq2 : @] para algum [o : B] € P!. Logo,a = 0e B # 0.
Portanto, q = p.

» §2 é sobrejetora. Sejam £ € Lep € £ N Z(t). Entdo p # v, o que implica
em { = {,,. Agora, como a reta { estd contida na superficie Z(F3), segue que
F3(p) =0. Logop € Z(F3,t) =C.

Como C ¢é um conjunto infinito, existem infinitas retas contidas na superficie Z(F3).
O

(iv) F4 = x2 + y? + z2 + t* define uma quadrica ndo singular em P3 (em particular,
F4 é um polinémio irredutivel).

v =[ao : a1 : a> : a3] € P3 éum ponto singular da superficie Z(F>) se, e somente se,ag = a] = a> = 0.
Ouseja,v=[0:0:0:1].
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Verifica-se que a superficie quadrica Z(F;) contém duas familias de retas £ e M
parametrizadas por P!, definidas da seguinte forma.

Para cada p = [po : p1] em P! considere as retas

« L, € £, dada por

Ly = {li(@po + Bp1) : apo— Bpy : ifapo + Bp1) : apy — Bpol [ : B € P'}.
« M, € M, dada por

M, = {li(@po—Bp1) : apo—Ppi :i(~api+Bpo) : ap1 +Bpol |l : B] € P'}.

Exercicio 3.1. Verifique que as retas L, e M, estdo contidas na superficie quadrica
Z(Fy).

De fato, a proposi¢ao que enunciaremos a seguir nos permite concluir que £(Z(Fy)) =

LUM.

Proposiciio 3.3. As familias de retas L e M contidas na superficie quadrica Z(Fy) sa-
tisfazem as seguintes propriedades

(1) Retas de mesma familia ndo se intersectam.

(ii) Retas de familias diferentes se intersectam em um unico ponto.
(iii) Ser € Z(Fy), existem unicas retas L , e My, tais que L, N My = {r}.
(iv) Dada uma reta £ C Z(Fy), tem-se que £ € L oul € M.

Demonstragdo. Confira as paginas 66, 67 em Mendoza e Rojas (2009). O

Corolario 3.3. A4 superficie quddrica Z(F4) contém infinitas retas.

Demonstragéo. Segue do item (i) na Proposigdo 3.3 que P! %, £ dada porp+— L, ¢é
uma bije¢do. Logo, a superficie quadrica Z(F4) contém infinitas retas.

De acordo com as analises feitas acima, concluimos que

Proposicdo 3.4. Toda superficie quddrica em P> contém infinitas retas.
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3.2 Retas em superficies de grau 3

Considere F € S3 ndo nulo e livre de quadrados. Assim, Z(F) C P3 é uma superficie
cubica reduzida. Temos duas possibilidades a serem analisadas:

o F éredutivel. Neste caso, F = LG com L € §;1e¢ G € S,. Assim,
Z(F) = Z(LG) = Z(L) U Z(G).
Como Z(L) é plano, concluimos que Z(F') contém infinitas retas.
» F ¢ irredutivel. Temos a seguinte proposicao.

Proposi¢iio 3.5. Seja X C P3 uma superficie cubica reduzida e irredutivel. Verifica-se
que o conjunto Sing(X) é exatamente uma das seguintes possibilidades

(1) 9, i.e. X é ndo singular,
(ii) um conjunto finito de pontos em P3,
(iii) uma reta em P3.
Demonstragio. Se X C P3 ¢ ndo singular, entio Sing(X) = @. Caso contrério, o Teo-

rema 3.1, p. 10 em Assis (2011), nos garante que Sing(X) ¢ um conjunto finito de pontos
ou uma reta em PP3. O

Exemplo 3.1. Seja X C P3 asuperficie cubica definida por F = txy +z(x2—y?)+y €
S3 sendo y = cox> + c1x2y + caxy? + c3y3. Observe que

(@) X éreduzida.

(b) X éirredutivel.’

7Pelo absurdo, suponha que F no ¢ livre de quadrados. Neste caso, F = L2M comL,M € S;. Agora,
visto que a reta £ = Z(x,y) C X, segue de (2.6) que LZM € Z({) = (x,¥). Logo, L € Z(£) ou
M € Z(£) (visto que Z(£) é um ideal primo). Por outro lado, se calcularmos a derivada parcial de F em
relagdo a ¢, chegamos em: 2(d,L)LM = xy,se M € Z(£), o que implicaem L, M € (x, y). Ou seja, as
Unicas varidveis que comparecem em F sdo x e y, o que é um absurdo. Caso contrario, (0; M )L? = xy,0
que também é um absurdo.

8Pelo absurdo, suponha que F ¢ redutivel. Neste caso, F = LG com L € S; ¢ G € S>. Tendo em
consideragdo que areta £ = Z(x,y) C X, segue de (2.6) que LG € Z(£) = (x,y). Logo, L € Z({) ou
G € Z(£) (visto que Z(£) € um ideal primo). Observe que se L € Z({), entdo 0; F = xy = L(9;G) e
0;F = x%2 4+ y2 = L(3:G) o que é absurdo (visto que x, ¥, X — ¥, x + y sdo dois a dois primos entre si).
Do contrério (i.e. L & Z(£)), segue que 3, F = xy = (0;L)G ¢ 0, F = x2 + y2 = (3:L)G, o que ¢
absurdo (visto que d; L e 3 L sdo ambas ndo nulas, uma vez que as varidveis ¢ e z comparecem em F').
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(¢) Sing(X) = Z(x, y). Lembre que os pontos singulares sdo determinados por Z (9, F, 9, F, 0,
ou seja, pelas solu¢des do sistema

0, F =ty +2zx 4+ 3cox? + 2c1xy + c2y% =0,
0yF =tx—2zy + c1x? 4+ 2coxy + 3c3y? = 0,
9. F =x?>—-y2=0,

Portanto,

p=lao:ai:as:as] €Sing(X) < a9 =a1 =0<=pe Z(x,y).

(d) X contém infinitas retas. Para cada u € C considere o plano H,, = Z(x — uy)
contendo a reta £ = Z(x, y) (cf. notagdes no Exercicio 2.4). Note que

H,NX = Z(x—py, F) = Z (x — py, y*[ut + (1> = Dz + y(u, 1)y]) = LUL,

sendo
b= Z (x—py, pt + (02 = Dz + y(, D)y).

Portanto, £,, C X sdo infinitas retas em X (cf. Exercicio 2.4).

A menos de uma MCP, toda superficie ctbica irredutivel reduzida, cujo conjunto de
singularidades ¢ uma reta, podemos assumir que tal reta ¢ Z(x, y). De fato, o exemplo
que acabamos de apresentar € um caso particular da seguinte proposi¢ao.

Proposi¢iio 3.6. Seja X = Z(F) C P3 uma superficie ciibica irredutivel e reduzida, tal
que Sing(X) = Z(x, y) C P3. Entdo verifica-se que

1) F=t-alx,y)+z-B(x,y)+v(x,y), paraalgum o, B,y € C[x, y], sendo o, B
homogéneos de grau 2 e y homogéneo de grau 3.

(11) X contém infinitas retas.
Demonstragdo. Confira a Proposig@o 3.1, p. 10 em Assis (2011). O
Exemplo 3.2. Considere X = Z(F) C P3, sendo F = xz? 4+ x2t + y3. Observe que
» X ¢ uma superficie cubica irredutivel e reduzida.

* Sing(X) ={[0:0:0:1]}.°

9Seja 3, F a derivada parcial de F emrelagioau € {x,y,z,t}. Assim, 0x F = z242x¢, dyF = 3y2,
0. F =2xzed; F = x3. Portanto, p = [ao : a1 : az : a3] € P3 & um ponto singular da superficie Z(F)
se esomente seag =a; =az = 0. Ouseja,p=[0:0:0:1].
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A superficie X = Z(xz? 4 x2t + y3) é cubica irredutivel e reduzida, com uma
singularidade. Observe que £ = Z(x, y) estd contida neste cubica. Sera que
contém mais retas?

Para responder esta pergunta usaremos uma estratificagdo do conjunto das retas em
IP3, que apresentamos a seguir.

3.2.1 Contagem de retas via estratificacio

A estratificacio da familia de retas em P que iremos introduzir a seguir, pode ser utilizada
para a contagem de retas em diversas superficies. De fato, para facilitar tais célculos,
poderemos eventualmente utilizar algum pacote de computacao (tipo Maxima, Python,
entre outros).

Inicialmente, precisamos lembrar que uma reta £ C P3 ¢é determinada por um subes-
paco W € G,(C*), mais precisamente, £ = P(W) (cf. Corolario 1.9). Assuma que W é
gerado pelos vetores u = (g, U1, U2, U3) e v = (Vg, V1, V2, 3), entio ¥ ({) € Q C P> ¢
determinada'® pelos menores 2 x 2 da matriz

|:u0 uUr Up u3:| (31)

Vo Vi1 V2 U3

De fato,

Y (f) = [Wo1 : Wo2 : Wo3 1 Wi2 : W13 | Wa3]

sendo w;; = u;v; —uj v; para0 < i < j < 3. Assim, podemos definir a seguinte
estratificagdo para ¥ = { retas em P3}

X =VoUV, UV, UVs UV, U Vs 3.2)
sendo

Vo = {€ € X|wo1 # 0},

Vi = {€ € X|wo; =0, wop # 0},

Vo = {f € X|wo1 = woz2 = 0, woz # 0},

Vi ={{ € X|wo1 = woz2 = wo3 = 0, wiz # 0},

Vi ={l € Y|wo1 = Wo2 = Wo3z = Wiz =0, wiz # 0},

Vs ={f € X|wo1 = Woz2 = Wo3 = Wiz = w3 =0, waz # 0} = {Z(x, y)}.

0L embre que se ¥ = { retas em P3} ¢ Q C P7 ¢ a quadrica de Pliicker, entdo ¥ : ¥ —> Q ¢ a bijecdio
da Proposicdo 2.1.
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Descricao das retas em cada estrato

* Se wo; # 0, entdio a matriz em (3.1) é equivalente'! a uma matriz da forma
[ 1 0 a b i|
01 ¢ d |’
Assim,
LeVy<{=PW), sendo W =[(1,0,a,b),(0,1,c,d)], com a,b,c,d € C.
* Sewp; = 0ewpy # 0, entdo a matrizem (3.1) é equivalente a uma matriz da forma
|: 1 a 0 b :|
00 1 ¢ |°
Assim,
LeV, < {=PW), sendo W =[(1,a,0,b),(0,0,1,c)], com a,b,c € C.

* Se wog; = woz2 = 0 e wo3z # 0, entdo a matriz em (3.1) é equivalente a uma matriz
da forma
1 a b O
[ 0 0 0 1 :| ’

L eV, <= {=PW), sendo W =|[(1,a,b,0),(0,0,0,1)], com a,b € C.

Assim,

* Se wog1 = W2 = wo3 = 0 e wip # 0, entdo a matriz em (3.1) € equivalente a uma

matriz da forma
01 0 a
o0 1 b |

leV; < {=PW), sendo W =[(0,1,0,a),(0,0,1,b)], com a,b e C.

Assim,

* Sewp; = Wz = Woz = Wiz = 0ewys # 0, entdo a matriz em (3.1) é equivalente
a uma matriz da forma
01 a O
|: 0 0 0 1 } :

LeVy & L =P(W), sendo W = [(0,1,a,0),(0,0,0,1)], coma € C.

Assim,

11

ao realizarmos operagdes elementares nas suas linhas
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* Sewog; = W2 = Wo3 = Wiz = Wiz = 0 e wpz # 0, entdo a matrizem (3.1) é
equivalente a uma matriz da forma

0010
00 0 1 |
Assim,

LeVs < {=2Z(x,y)=P(W), sendo W =[(0,0,1,0),(0,0,0,1)].

Observagdo 3.1. Sejam X = Z(F) uma superficie reduzida de grau d e £ umareta em P3.
Assuma que £ = P(W) com W € G,(C*) gerado pelos vetores p = (po, p1, P2, p3) €
q = (40.91.492.93), entdo

(= {[upo + vqo : upy +vq1 i ups +vqs : ups + vgs) € P3 ‘ [u:v] e IP‘l}.
Neste caso,
€ C X &= F(upo + vqo.upy + vq1,ups +vga. ups +vgs) =0, ¥[u:v] € Pl

Mais precisamente, seja G(u,v) := F(upo + vqo, up1 + vqi.upz + vqz, ups + vqs).
Note que G(u, v) ¢ uma expressao polinomial homogénea de grau d em u ¢ v da forma

G(u,v) = Aou + Ayu® v+ -+ Ag_quv? ™ + Agv?
no qual Ao, A1, ..., Ag expressdes polinomiais nas coordenadas de p e g. Portanto,
(CX< Gu,v)=0, Yu:v]eP' &< 4; =0, Vie{0,....d}. (3.3

Exemplo 3.3. Considere X = Z(F) C P3sendo F = xz2+x2t+y>. Observe que areta
{ = Z(x,y) C X, visto que F € Z(f) = (x, y). A seguir mostraremos que £ ¢ a Unica
reta contida na superficie em questdo. Isso ¢ equivalente a mostrar que £(X) N V; = 0,
paratodo j € {0, ..., 4}, sendo V; o estrato definido em (3.2), uma vez que Vs = {£}. De
fato, considere m uma reta em V;.

Neste estrato, m = P([(1,0,a,b),(0,1,c,d)]) coma,b,c,d € C. Logo,

33)
mcC X< F@u,v,au+cv,bu+dv) =0, V[u:v]e P! = &X)NV, =40.

(b+a2)u3+(d+2ac)u?v+c2uv2+v3

Neste estrato, m = P([(1,a,0,b),(0,0,1,¢)]) coma,b,c € C. Logo,

(3.3)
mC X< F(u,au,v,bu+cv) =0, V[u:v] c P! = LX)NV, =40.

(b+a3)ud+cvu2+uv?
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Neste estrato, m = P([(1,a, b, 0), (0,0,0, 1)]) coma, b € C. Logo,

(3.3)
m C X <= F(u,au,bu,v) =0, V[u:v] e P! = LX)NV, =0.
——

B2 +a3)ud+uv

Neste estrato, m = P([(0, 1,0, a), (0,0, 1,b)]) coma,b € C. Logo,

(3.3)
mC X <<= FO,u,v,au +bv) =0, Vu:v]e P! = £X)nV; = 0.

u3

Neste estrato, m = P([(0, 1, «,0), (0,0,0,1)]) coma € C. Logo,

(3.3)

mcC X< FO,u,au,v) =0, V[u:v] e P! = £X)N Vs = 0.
3
u

No Exemplo B.4 no Apéndice B vocé encontrara como calcular os polindmios G(u, v),
da equacdo (3.3), em cada estrato no Maxima.

Exemplo 3.4. Considere a superficie de Cayley X = Z(F) C P? definida por F =
yzt + xzt + xyt + xyz. Observe que

(a) #(Sing(X)) = 4. De fato, considere p = [ag : a; : as : a3] € Sing(X).'? Observe
que

0xF =yz+tz+ty, 0,F=xy+ty+tx,
0, F =xz+tz+1tx, 0F =yz+xz+xy.

Temos duas possibilidades para ay.
ap = 0. Neste caso,

0y F(p) = aza3 =0, 0;F(p) =ajaz =0 e 3,F(p) = aja; =0.

Cujo conjunto de solugdes ¢ {[0 :1:0:0],[0:0:1:0],[0:0:0: 1]}.

ap # 0. Neste caso, podemos assumir que p = [1 : by : b, : b3] ¢ obtemos:

0xF(p) = biba + b3by + b3by =0, 09;F(p) =bs(1+b1) +b1 =0,
0y F(p) = by + b3by + b3 =0, 0: F(p) = ba(1 +by) + by =0.

121 embre que os pontos singulares de X sdo determinados pelos pontos de Z(dx F,d, F, 3, F,0; F) C P3.
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Note que
3z F(p) — 8: F(p) = (b3 —b2)(1 4+ b1) = 0= by = b3."
IxF(p) =y F(p) = (b3 + b2)(1 —b1) = 0 = by = —b3."

De onde concluimos que b, = b3 = 0. Agora, segue de d; F'(p) = 0 (ap0s substituir
b, = 0) que by também ¢ zero. Portanto, obtemos o ponto singular [1 : 0 : 0 : 0]
neste aberto (ag #~ 0).

Portanto,

Sing(X)z{[l:0:0:0],[0:1:0:0],[0:0:1:0],[0:0:0:1]}.
(b) #2(X) = 9. De fato, considere a reta m no estrato V; conforme (3.2). Para cada
Jj €10, ...,5} tem-se que

Neste estrato, m = P([(1,0,a,b),(0,1,¢,d)]) coma,b,c,d € C. Logo,
segundo (3.3)

mC X <<= Fu,v,au + cv,bu +dv) =0, V[u:v] c P!,
Note que F(u,v,au + cv,bu + dv) = Agu?v + Ajuv? + Auv? + A3v3 sendo

A():ab,
Ay =ad +bc+ab+ b+ a,
Ay =cd +ad +d + bc +c,
A3:Cd.

Assim, m C X se, e somente se, (a,b,c,d) € C* é solugio do sistema 4; = 0,
comi = 0,1,2,3, cujas solugdes sdo dadas por'>

lafb]c]d]
0[0][0]0
T

T[]0 ][0 -1

13Visto que ao substituir by = —1 em 8, F (p) = b3(1+b1)+b; = 0, concluimos que b; = 0, chegando
no absurdo b1 = —1 = 0.

14Se by = 1, entdio substituindo by = 1 em 32 F (p) = 0 ¢ 3; F (p) = 0, obtemos b = b3 = —1/2, que
néo é solugdo de 0, F (p) = 0.

BVisto que Ao = ab = 0e A3 = cd = 0. Temos as seguintes possibilidades para analisar: (I) Se
a = ¢ = 0, entdo ao substituirmos @ = ¢ = 0 em A; = 0 (resp. A2 = 0), obtemos b = 0 (resp. d = 0).
() Sea = d = 0ec # 0, entdo ao substituirmos a = d = 0 em A; = 0 (resp. A> = 0), obtemos
b(c+ 1) = 0 (resp. ¢(b + 1) = 0). Como ¢ # 0, concluimos que b =c¢c = —1. (Il) Seb =c¢c =0
ea # 0, entdo ao substituirmos b = ¢ = 0 em A; = 0 (resp. A2 = 0), obtemos a(d + 1) = 0 (resp.
d(a + 1) = 0). Comoa # 0, concluimos quea = d = —1. (IV) Seb = d = 0ea # 0, entdo ao
substituirmos b = d = 0 em A; = 0, obtemos a = 0, 0 que ¢ um absurdo.
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Portanto, #(£(X) N V) = 3.

Neste estrato, m = P([(1,a,0,b),(0,0,1,c)]) com a,b,c € C. Logo,
segundo (3.3)

mC X <= F(u,au,v,bu+cv) =0, Vu:v] e Pl.
Note que F(u,au,v,bu + cv) = Agu?v + Ajuv? + Aruv? + Azv3 sendo
Ag =ab, Ay =ac+ab+b+a, A =(a+ 1)c ¢ A3 =0.

Assim,
ab =0,

mcXe= ] actab+b+a=0 < (a,b.c)e {(0,0,0),(—1,0,—1)}.
(a+ 1)c=0.

Portanto, #(£(X) N V1) = 2.
Neste estrato, m = P([(1,a,b,0),(0,0,0,1)]) coma, b € C. Logo,

(33)

mcC X< F(u,aubu,v) =0, V[u:v]eP! = #E&X)NW,) =1.

N———
abu3+(ab+b+a)uv

Neste estrato, m = P([(0, 1,0, a), (0,0, 1,b)]) coma, b € C. Logo,

(3.3)
mcC X< FO,u,v,au +bv) =0, V[u:v] e P! = #(&X) N V3) = 1.

au?v+buv?

Neste estrato, m = P ([(0, 1, a, 0), (0,0,0, 1)]) coma € C. Logo,

(33)
mCX &> F0,u,au,v) =0, Y[u:v] e P! = #(LX)NV,y) = 1.
N———
au?v
HNeste estrato, m = P([(0,0, 1,0), (0,0,0,1)]) = Z(x, y). Visto que F €
Z(m) = (x,y), segue que m € £(X).

Portanto,

HEX) N Vo) | 3 || #EEX)N W) | 1| #EeEONVy) | 1
#EE)NWV) | 2 |l #eX) NV [ 1] #EeE)NYs) | 1
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Salientamos que a determinagdo dessas retas em cada estrato pode ser realizada de
forma mais rapida utilizando o pacote de computacdo Maxima (on-line disponivel em
Maxima). Confira a implementagdo desses calculos no Apéndice B, Exemplo B.5.

Exercicio 3.2. Considere X = Z(yzt+xzt+xyt+xyz) C P3 e seus pontos singulares
p1=1[1:0:0:0],p2=[0:1:0:0l,p3=[0:0:1:0lepsg =1[0:0:0:1]. Denote
por £; ; areta determinada pelos pontos p; ep;,se 1 <i < j < 4.

(a) Mostre que £; ; € &(X) paratodoi, j,taisque 1 <i < j < 4.
(b) Determine Z({) para toda reta £ € £(X).

(c) Observe que as retas £ » e £3 4 sdo disjuntas. Determine

max {#C | C € £(X) ¢ constituido por retas duas a duas disjuntas} .

Exercicio 3.3. Considere as superficies cubicas X = Z(yzt + xzt + xyt + xyz) e
Y = Z(G) definidapor G = 4(x3 +y3 + 23 +13) —(x + y + z + )3 em P3. Mostre
que

(@) Sing(Y)z{[—1:1:1:1],[1:—1:1:1],[1:1:—1:1],[1:1:1:—1]}.

(b) X eY sdo projetivamente equivalentes.'® Conclua que #£(Y) = 9.

Exemplo 3.5. Considere X = Z(F) C P3sendo F = t(y?—xz)+ y(x?>—z?). Observe
que

(a) Sing(X) = {[0:0:0: 1]}. Verifica-se que
0xF =2xy—tz,0,F =2ty +x2—22,0,F = 2yz—1tx e &, F = y* — xz.

Visto que a solugdo do sistema acima ¢ dadaporx = y = z = 0et € C,
concluimos que [0 : 0 : 0 : 1] é o inico ponto singular da superficie X.

(h) #8(X) = 21. Utilizando a estratificacdo em (3.2) verificamos que:

HEEX) N Vo) | 10 || #(@X) N Va) |5 || #(@X) N Vy) | 0
#e) NV | 5 || #EeE) NV | 0] #EeX) NVs) | 1

Conferir Exemplo B.6 no Apéndice B.

Exercicio 3.4. Considere a superficie X = Z(t(y?>—xz)+ y(x?>—z2)) C P3. Determine

16Sugestio: Determine uma MCP ¢ tal que ¢(q;) = p; paratodoi € {1,2, 3,4} sendo p1,p2,p3 € p4 0s
pontos definidos no Exercicio 3.2 e q; parai = 1,2, 3,4 o ponto cuja i-ésima coordenada homogénea ¢ -1 ¢
todas as outras sdo iguais a 1.


http://maxima.cesga.es/

198 3. Contagem de retas em superficies de grau d < 4

(a) as 21 retas da contidas na superficie X.
(b) asretas em £(X) que passam pelo ponto singular [0:0: 0 : 1].
(c) aquantidade maxima de retas duas a duas disjuntas no conjunto £(X) N V.

Nos Exemplos 3.3 a 3.5 apresentamos superficies cubicas, cujo conjunto de singulari-
dades ¢ finito, contendo exatamente 1, 9 e 21 retas, respectivamente. De fato, as superficie
cubicas singulares com finitas singularidades podem conter 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9, 10, 11,
12, 15, 16, 21 retas (cf. Assis (2011)).

Exemplo 3.6. Considere a superficie F3 = Z(x3 4+ y3 + z3 4+ ¢3) C P3. Observe que:
(a) F3 é uma superficie cubica nio singular.!”

(b) #8(F3) = 27. Utilizando a estratificacdo em (3.2) verificamos que:

HRF3)NVo) | 18 || #H(R(F3)NVy) | 0 || #(R(F3)NVy) | O
#HERF)NV) | 9 || #HERF3)NV3) | 0] #R(F3)NVs) | 0

De fato, se @ € C for uma raiz clibica primitiva da unidade (ou seja, w3 = 1 e
w # 1), as 27 retas em JF3 sdo dadas por:

x+ta)k=y+za)j=0, com j,k €{0,1,2},
x+zwk=t+ya)j=0, com j,k €{0,1,2},
x4+ yo* =t +zw/ =0, com j ke{0,1,2}.

A superficie ctibica F3 = Z(x3 4+ y3 4+ z3 4+ t3) C P3 ¢ denominada superficie
de Fermat de grau 3,'® em homenagem a ao matematico francés Pierre de Fermat (1607—
1665). Uma imagem com a representagdo dos pontos reais num modelo 3D, encontra-
-se no link Wikipedia - Cubica de Fermat. Para ver as contas pelo Maxima, confira o
Exemplo B.7 no Apéndice B.

Exercicio 3.5. Considere a superficie X = Z(x3+y3+23+3—(x+y+z+1)3) C P3.
Mostre que X é ndo singular e #2(X) = 27.

A superficie cubica ndo singular no Exercicio 3.5 foi estudada pelo matematico aleméao
Rudolf Friedrich Alfred Clebsch (1833—-1872) por volta de 1870 (cf. Clebsch (1871)) e
uma das suas peculiaridades é que as 27 retas podem ser definidas por equacdes (lineares)
com coeficientes reais.'” Na imagem a seguir sdo representadas as 27 retas na superficie
cubica de Clebsch.

"De fato, se 3, F ¢ a derivada parcial de F em relagio au € {x,y, z,t}, entdo 0, F = 3u? para cada
u € {x,y,z,t}, e atnica solu¢do desse sistema ¢ a origem. Portanto, Sing(F3) = 0.

$No Capitulo 4 vamos abordar a contagem de retas nas superficies de Fermat de grau d, definidas por x¢ +
y4d 429 414 € S; parad > 5.

190 Ieitor pode conferir este fato utilizando a estratificagdo em (3.2).
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Figura 3.2: Cubica de Fermat.

Observacao 3.2. As superficies cubicas de Fermat (cf. Exemplo 3.6) e de Clebsch (cf.
Exercicio 3.5) contém 27 retas. Na verdade, veremos na proxima subsecio que toda su-
perficie cibica ndo singular contém exatamente 27 retas. Esse resultado é considerado um
dos mais famosos teoremas de Geometria Algébrica do século XIX.

3.2.2 Retas em superficies cubicas nao singulares

O teorema a seguir foi provado pelo matematico britanico Arthur Cayley (1821-1895)
e o matematico inglés George Salmon (1819-1904) em 1847 (cf. Cayley (1849) e Sal-
mon (1849)). E posteriormente também pelo matematico alemao Rudolf Friedrich Alfred
Clebsch (1833-1872) (cf. Clebsch (1861))

Teorema 3.2. Toda superficie ciibica ndo singular em P> contém exatamente 27 retas.

A demonstrag@o do Teorema 3.2, que vamos expor a seguir, tem como base o Capitulo
7 do Reid (1988).

Lembre que o Corolario 2.2 nos garante que toda superficie ctiibica ndo singular contém
pelo menos uma reta.

Teorema 3.3. Seja X C P3 uma superficie ciibica ndo singular e £ € 2(X). Entdo
existem exatamente cinco planos Hy, ..., Hs contendo a reta £, tais que a curva residual
C; areta £ no plano H; é uma cénica singular, isto é,

HNX={UC;, com C,-=€,-U€§ (6,#@;)

Demonstragdo. Assuma que Z(X) = (F). Note que, a menos de uma MCP podemos
assumir que £ = Z(z,t). Como £ € £(X), podemos escrever F' na forma

F=A-x>4+B;-xy+C1-y>+ As-x + By -y + 43,
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Figura 3.3: A Cubica de Clebsch e suas 27 retas

com A;, B; e C; € C|z, t] homogéneos de grau i.

Agora, se o plano H contém a reta £, entdo existe [« : B] € P! tal que H = Z(az +
Bt). Temos assim duas possibilidades.

Neste caso, H = Z(t — puz) com y = —%. Observe que

Ai(z.pz) = 2 Ai(1, ), Bi(z,pz) = 2' Bi(1. p) e Ci(z, pz) = zCy(1, ).

Assim,
HNX=2(t—-pz,z-F,) = Cg = 2(t — pz, Fy)

sendo

Fy :=a1-x2+b1-xy+c1-y2+a2-xz+b2-yz+a3-z3,

coma; := A;j(l,u)parai =1,2,3,b; := B;j(1,u)parai = 1,2ecy := C1(1, ).

Neste caso, H = Z(z). Assim, Cy = Z(z, Foo) sendo

Fso :=a1-x2+b1-xy+cl-y2+a2-xz+b2-yz—|—a3-z
coma; := A;(0,1) parai = 1,2,3, b; := B;(0,1) parai = 1,2 ec; := C1(0,1).

3

Agora, note que em ambos dos casos (8 # 0 ou f = 0), tem-se que:

, . Exerccio 1.54 2a; b az
Cy ¢ singular — by 2c1 by|=0
a b2 2613

< 4dajciaz —biaz —a1b3 + brazby —ajcy = 0.

3.4)
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Afirmacdo 1: Considere o polindmio
P =4A,C1A3 — B{ A3 — A1 B} + B1 A2 B, — A3Cy € C|z,1]. (3.5)

Verifica-se que P ¢ um polindmio néo nulo, homogéneo de grau 5 tal que Cg ¢ singular
sendo H = Z(az + Bt), se P(B,—a) = 0.

De fato, observe que:

* No caso B # 0, temos que A; (B, —a) = Blai(1, ) parai = 1,2,3, B;(B, —a) =
B'bi(1, w) parai = 1,2 e C1(B, —a) = Bc1(1, ). Portanto,

P(ﬂ, —Ol) = ,35 . (461161613 — bfa3 - a1b§ + blazbz - a%cl).
Assim, por (3.4) temos que

P(B,—a) = 0 &= Cg ¢ singular.

* No caso 8 = 0, temos que [B : —a] = [0 : 1]. Assim,
P(,B, —O[) = P(O, 1) =4dayic1as — bfa3 — Cllbg + brazby — a%cl.
E também segue de (3.4) que

P(0,1) =0 <= Cg éssingular.

Suponha, por absurdo, que P = 0. Entdo o conjunto X' formado pelas curvas residuais
Cpg singulares seria infinito, o que ¢ um absurdo (cf. o Corolario 2.6).

Assim, P é um polindmio ndo nulo, homogéneo de grau 5 em C|z, t], visto que 4;,
B; sdo homogéneos de grau i e C; ¢ homogéneo de grau 1.

Portanto, segue da Afirmac3o 1 que cada zero de P (em P!), determina um plano
contendo a reta £ cuja curva residual é singular. Como tal curva é uma conica reduzida
singular, entdo ela é a unido de um par de retas (distintas), conforme ilustra a figura a
seguir

Cu

Afirmacdo 2: O polindmio P em (3.5) s6 possui raizes simples.
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Suponha que [0 : 1] € P! é um zero de P, ou seja z| P. Observe que, [0 : 1] é uma
raiz simples de P se, e somente se, z2 P. Agora, sendo [0 : 1] uma raiz de P, segue
que no plano H = Z(z) a curva residual Cg ¢ singular. Ou seja, Cyg = Z(z,L;L;)
com Ly, L, € Cl[x, y, z, t] formas lineares LI. Por outro lado, como H N X = ¢ U Cg,
podemos representar F' da seguinte forma:

F=Ly-Lr-t+B-z, comL; € Clx,y,z,t]e BeClx,y,z]
Temos duas possibilidades para analisar.

#Cy Nl =2 #(Cy N L) =1

CH CH
H H

Neste caso, {L1, Ly,z,t} é LL. Assim, podemos escolher T € Iso(C*) tal que
TeL1 =x,Tely =y, Tez =z e Tet =t. Logo,

TeF = xyt + Ez, com B = T.B,
dado por B = yox2 + y1xy + y2¥2 + x(y32 + yat) + y(ysz + yet) + R(z.t). Portanto,
G :=T.F = A1x> + Bixy 4+ C1y* + Apx + Byy + A3 (3.6)

com Ay 1= yoz, By :=t + y12, C1 = y2z, Ay 1= (y3z + yat)z, By := (ysz + yet)z €
Az = zR(z,t). Observe que:

Z3|A1C1A3, Z3|A132, Z3|A§C1 (5] ZZ|BlA232.
Logo, P em (3.5) pode ser escrito na forma
P = 4A4,C1A3 — B} A3 — A1 B} + B1A2By — A5Cy = z2P; — zR(t + y12)*.

Suponha, por absurdo que z2|P. Como z (¢ + y12), segue da tiltima igualdade acima
que z|R(z.t). Logo R(z,t) = zRy(z.t). De onde concluimos que A3 = z2R;(z,1).
Entretanto, ao calcularmos as derivadas parciais de G em (3.6), temos que:

0xG =241-x+ B -y+ A,
ByG =2C1'y+Bl'X+Bz
0;G = 0,41 - x>+ 0;B1 - xy +0,C1-y> 4+ 0,42 -x +3;B> -y + 9, A3
0;G = 0; A1 -x2+8,Bl -xy + 0;Cq -y2+3tA2-x+8th-y+BtA3.
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Note que z divide A, = (y3z + yat)z, B = (y5z + yst)z € 0; A3 (visto que A3 =
z2Ry(z,1)). Logo, [0 : 0 : 0 : 1] € Sing(G), que implica em X singular, o que é um
absurdo.?’

Portanto, [0 : 1] é uma raiz simples de P, se #(Cyg N ¥{) = 2.

Assuma que Cyg NL = {p},sendo Cy = Z(z,L1-Ly),p = Z(t,z,Lq1) e
Ly, =at+bLycoma #0eb #0.

H = Z(z2)
Ch

b 1
Assim, ao trocar L, por M; = —L; e L, por M, = — L, tem-se que
a a

Cy =Z(Z,M1'M2), p=Z(I,Z,M1) e M, =t + M.

Sabemos que existe T € Iso(C*), tal que TeM; = y e Tou = u parau € {z,t}. Logo,
TeM, =t +ye N _
TeF =y(t+y)t+ Bz, com B=T,B

dado por B = Yox2 + y1xy 4+ v2y? + x(y3z + yat) + y(ysz + yst) + R(z, t). Portanto,
G :=T.F = A1x> + Bixy + C1y* + Ayx + Byy + A3 (3.7)

com Ay = yoz, By = yiz, C1 = t + y2z, Ay = (y3z + val)z,
By :=1? 4 (ysz + yst)z e A3 := zR(z,t). Observe que

z2|A1C1 A3, z3|B?As, z%|B1A;2By e z%|A3C.
Logo,
P =4A,C1A3—B}A3— A1 B? + B1 A2 By — A3C1 = 2201 —yoz (1% + (ys52 + yet)2)>.

Suponha, por absurdo, que z2| P. Como z B,, segue da tltima igualdade acima que
yo = 0. Logo A; = 0 e de (3.7) ao calcularmos as derivadas parciais de G, temos que:

0xG =B1-y+ Az

ByG=2C1-y+Bl-x+32

azG = ley+}/2y2+azA2'x+8zBZ'y+azA3
0:G =y2+81A2~x+8th-y+81A3.

20T embre que MCP preservam pontos singulares.
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Note que z divide A, = (y3z+yat)z e By = y1z. Alémdisso, A, B e A3 € C|z,¢]
sdo homogéneos de grau maior ou igual que 2. Logo suas derivadas parciais pertencem
ao anel CJ[z,¢]. Assim, [1:0:0: 0] € Sing(G), o que é um absurdo, visto que X ndo ¢é
singular.

Portanto, [0 : 1] é uma raiz simples de P, se Cyg N £ = {p}.

Para finalizar, observe que a Afirmacdo 1 nos garante que cada raiz [f : —«] de P
determina exatamente um plano contendo a reta £ (a saber, Z(az + ft)), cuja curva
residual é unido de duas retas distintas. Por outro lado, a Afirmacdo 2 estabelece que
P e C|z,t] s6 possui raizes simples. Assim, concluimos que existem exatamente cinco
planos Hy, ..., Hs contendo a reta £ e cuja curva residual é uma cénica singular (redu-
zida), isto é, H; N X =L U C;, com C; = ¥; UZ; 4; ;éZ;) O

Observacio 3.3. Seja X C P3 uma superficie ctibica ndo singular contendo a reta £.
Sejam Hjy, ..., Hs os cinco planos contendo a reta £ tais que a curva residual C; a reta £
no plano H; ¢ uma conica singular. Assim,

H,NX=20UC;, com C,'ZE,'UK? (61#5;) i=1,2,3,4,5.

(a) Segue da Proposicdo 2.7 que £ ndo é componente irredutivel de C;, ouseja, £ # {; e
{ # {; paratodoi € {1,...,5}. Assim, para cadai temos as seguintes possibilidades

(b) Hi = (€. 4;) = (€.€]) = (¢;. ;) paratodo i = 1,2,3,4,5.
Lema 3.1. Com as notagoes do Teorema 3.3. Verifica-se que

(i) Asretas €, £y, £}, €r, £}, L3, Uy L4, U}y, Ls, U5 sdo distintas.

(i) LX) —{€} = {1, 0], €2, 0, 05,05, L4, L)y, U5, L5}
Demonstracao. Basta observar que para cada i as retas ¢, {;, {; sdo duas a duas
distintas e estdo contidas no plano H;. Agora, como H; = (E,-,K;) #* H; = <€j, E;) e
HiNHj ={sei#j Seguequel; #€;el; #;paratodoi # j.*!

Sem € £y(X) em # £, entdo existe um Unico plano contendo £ e m. Assim,
(m,€) = H; paraalgumi. Logo,m C H; N X = £ U {; U {;, sendo m # { segue (por
conta da irredutibilidade de m) que m = £; oum = {;. O

2!Suponha que £; = £; comi # j,entdio £{; C H; N H; = {. Logo, {; = {, 0 que ¢ absurdo.
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Lema 3.2. Com as notagées supracitadas. Verifica-se que £; N; = £;NE; = £;N; =
@, para todoi # j comi,j €{1,2,3,4,5}.

Demonstragdo. Suponha, pelo absurdo, que i # j e £; N {; # @. Como as retas {; e
£; sdo distintas, segue que £; N {; = {p}. Agora, como {; C Hj para todo k, segue
que{p} = £, NE; C HiN H; = {. Assim, as retas £, {; e {; estdo contidas na
superficie X e passam pelo ponto p. Neste caso, segue da Proposi¢do 2.5 que as retas £, £;
e {; sdo coplanares, isto ¢, elas estdo contidas no mesmo plano. Se tal plano ¢ H, entdo
H = (£, 4;) = (€.£;). Logo, H = H; = Hj, o que ¢ um absurdo. Analogamente,
prova-se que {; N ¢, = ¢; N ¢, =0, sei # j. Deixamos a cargo do leitor. O

Observacio 3.4. As retas nos planos H; e H;, comi # j estdio distribuidas conforme a
figura a seguir. Salientamos que pode acontecer que £ N¢; NL; # @e/oulNL; N Z’j # 0.

¢ ¢ H;
{=H; N H;
v v,
1 J H]

Proposicdo 3.7. Se X C P2 é uma superficie ciibica néo singular, entio ela contém pelo
menos 27 retas distintas.

Demonstragdo. O Corolario 2.2 nos garante que a superficie cubica X contém pelo menos
uma reta. Assim, ao considerar a reta £ contida em X, a partir do Teorema 3.3 obtemos
5 planos H; tais que H; N X = £ U {; U £} e a partir do Lema 3.1, obtemos as 11 retas
distintas (listadas na tabela 3.1).

’ Plano H Retas no plano e X

H1 Z, 51 € le
H2 6, 52 € 6,2
H € ls et}
H4 6, 54 € a‘
H5 E, Es € Zg
Tabela 3.1:

O proximo passo sera aplicar o Teorema 3.3 para determinar os 5 planos que contém
retas £ e £/, respectivamente, cuja curva residual é uma unido de retas distintas (ou seja,
uma conica singular reduzida).
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Lembre que H; ¢ um dos planos que contém a reta £1. Logo o Teorema 3.3 garante
a existéncia dos 5 planos Hy, H{, Hy, Hj e Hy, taisque H; N X = £ U{; UL e
H/NX = {Um; Um}. Assim, obtemos as 11 retas incidentes a reta £, listadas na tabela
a seguir.

’ Plano H Retas no plano e X

H, £, 4y et

Hj my, {1 e m
H ma, {1 e m)
Hj ms, {1 e my
H, my, {1 e m)

Novamente, segue-se do Lema 3.1 que as retas
0,0, 0 my,my my,mhy, m3, mY, ma, my

sdo distintas.

Considere
O = {0010, 02,0 U3, 5, 0, Uy s, U

P = {ml,m’l,mz,m’z,rna,mé,m4,mﬁ1}.
Afirmacdo 1: @ N &y = @. Logo, #2(X) > 11 + 8 = 19.

Sabemos que @; N{{, £, } = @. Assim, basta mostrar que: m; ¢ m nao pertencem
ao conjunto {£, €5, €3, €5, 44, L)), {5, €5} paracadai € {1,2,3,4}.
Suponha, por absurdo, que existe i tal que m; = £; paraalgum j € {2,3,4,5}. Logo,

’ Lema 3.1 |
iCH =(mi b)) = ;NL#0 — j=1=m =1,
o que ¢ um absurdo. De forma anéloga, suponha que existe i tal que m; = Z’j para algum
Jj €1{2,3,4,5}. Logo,
’ ’ , Lema 3.1 ,
U, CH =(mi,li))y =N #0 = j=1=m=1{,
0 que é um absurdo.

O mesmo raciocinio pode ser usado para concluir que m; & {€, 5, 3,05, L4, 0},
(5,45} paracadai € {1,2,3,4}, lembrando que H; = (m; El).

Lembre que H; também ¢ um dos planos que contém a reta £. Assim, a partir do
Teorema 3.3 obtemos os 5 planos Hy, H{, H)/, Hy ¢ Hj taisque HiNX = {U{; Ul e
H] NX ={Un; Unj. Assim, obtemos as 11 retas incidentes a reta £/, listadas na tabela
a seguir.
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’ Plano H Retas no plano e X

H] 6, 51 € 6/1
HY ni, {1 e nj
Hé/ njp, Zl (S }’l/z
Hj ns, £y e nj
H‘;_/ Ny, 61 (S ni‘_

Observe queasretas £, £1, £}, my, m'|, my, m}y, ms, m’y, myg, m/y sdo distintas (cf. Lema3.1).
Considere @, = {ny,n,ny,n5,n3,n%5, 04,04}
Afirmacdo 2: (@ U @) N &, = @. Logo, #8(X) > 11 + 8 + 8 = 27.
De fato, note que
s dNPy =4
Sabemos que @ N{{, £1, £} = @. Assim, basta mostrar que: n; e n} nao pertencem
ao conjunto {{s, €5, 3,05, 04, €}, 5,0} paracadai € {1,2,3,4}.>
° (pl n ¢2 = 0.
Suponha que @; N @, # B. Logo, existem i, j € {1,2, 3,4} tais que m; = n; (ou

Y r_ . A
mi =nj,m;=nj,m; —nj).
Vamos analisar apenas o caso em que m; = n;. Os outros casos ficam a cargo do
leitor.

m; = n;. Neste caso, m; C H} = (nj.€)en; Cc H = (m;, £1). Assim,

miNL#0, minly #0 e n; N #0, njNey #0.

Nestas condi¢des concluimos que m; C Hy e n; C H;.** O que implica em
mi,nj € {€,£1, 4]}, vistoquem; Un; C HHNX = £ U £ UL, oque éum
absurdo.

22Suponha que existe i tal que n; = £ ; paraalgum j € {2, 3,4, 5}. Logo,
Lema 3.1
LiCH! =i t))=4;nty #0 = j=1= n; ={}, 0oqueéum absurdo.

De forma anéloga, suponha que existe i tal que n; = Z’j para algum j € {2,3,4,5}. Logo,{’; C H]' =

, , , Lema 3.1 , ,
(ni,€1)=>€jﬂ€17é® = j =1= n; ={}, 0queéum absurdo.

O mesmo raciocinio pode ser usado para concluir que 7/, & {£2, €5, £3,£5, £, £}, {5, L5} paracada i €
{1,2, 3, 4}, tendo em consideragdo que H;" = (n; 4 ).

ZNote que a hipétese m; N £y # @, m; N Ly # @ implicaemm; N € = {p1}em; N L&} = {p2}. Se
p1 # p2 entdo a reta m; tem dois pontos distintos em comum com o plano H; = (Z] , Z’l ), logom; C Hj.

Caso contrério, (ou seja, se p1 = p2) segue que m; N L1 N ﬁ’l = {p1}. Logo, essas 3 retas sdo coplanares (cf.
Proposi¢do 2.5). De onde concluimos que m; C Hj.
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Assim, @ U @, U @, C £(X) com #(® U @; U @,) = 27. Portanto, X contém pelo
menos 27 retas distintas. O

Teorema 3.4. Se X C P> é uma superficie ciibica ndo singular, entdo X contém exata-
mente 27 retas.

Demonstra¢do. Segue do Lema 3.1, aplicado as retas £, £ e £y, respectivamente, e das
tabelas na demonstragdo da Proposicao 3.7 que:

LX) = {Z,51,5/1,52,5/2,5375/37547521,35,5/5},

Lo, (X) = {081, 0y, ma, mhy, mz, my, mg, mly, ms, ms},

Lo (X) = {€, 41,81, n2,n5,n3,n5, na, 0y, 05, 15}
Por ouro lado, o Corolario 2.5 nos garante que

LX) =2X)U g, X)u Bgrl X).
Assim,
LX) =@ U P UD,,

visto que @ = £¢(X), &1 = &, (X) —{{. {1, )} e D, = Lo (X)—{€. €1, ¢} }. Portanto,
#R(X) = #(® U @1 U @,) = 27. O

Diferentemente das cubicas, para as superficies quérticas ndo singulares em P3 nio ha
um resultado analogo ao Teorema 3.4. Mais precisamente, existem superficies quarticas
ndo singulares que ndo contém retas, ¢ dentre as que contém, o nimero maximo possivel
¢ 64 retas. Na proxima sec¢do, iniciaremos a contagem de retas em superficies de grau 4.

3.3 Retas em superficies de grau 4

Vamos iniciar o estudo da contagem de retas em superficies quarticas ndo singulares em
IP3 discutindo alguns exemplos dentre os analisados por Segre (1943).

Quarticas nfo singulares contendo 16, 32, 48, 64 retas

Observe que nos exemplos a seguir as superficies em questdo sdo definidas por polindmios
da forma ¢ (x, y) — ¥ (z,t) sendo ¢, € C[u, v] homogéneos de grau 4. Esses tipos de
superficies serdo abordadas no Capitulo 4.

Exemplo 3.7. Superficie quartica ndo singular que contém 16 retas.
Considere X = Z(F) C P3sendo F = z* 4+ y* + x3y 4+ 14,

X € ndo singular ‘ Calculando as derivadas parciais de F e igualando a zero, obtemos
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0, F =3x?y =0

0y F=4y3+x*=0
0, F =4z3=0

F =43=0

¢ facil ver que X ¢ ndo singular.

‘ X contém 16 retas ‘A seguir utilizaremos os estratos em (3.2). Assim, considere m uma
retaem V; com j € {0,...,5}.

Neste estrato, m = P([(0,0,1,0),(0,0,0,1)]) = Z(x,y). Visto que F ¢
Z(m) = (x,y), segue que m ¢ £(X).
Neste estrato, m = P([(0, 1, «,0), (0,0,0,1)]) coma € C. Logo,

(3.3)
mC X <<= F,u,au,v) =0, V[u:v] e p! = LX)NV, =0.
N————’
v4+atut+ut

Neste estrato, m = P([(0, 1,0, a), (0,0, 1,b)]) coma,b € C. Logo,

(3.3)
mC X <<= FO,u,v,au +bv) =0, Vu:v]e Pl = £X)nV; = 0.

(bv+au)*+v4+u

Neste estrato, m = P([(1,a, b, 0), (0,0,0,1)]) coma,b € C. Logo,

(3.3)
mCX <<= F(u,au,bu,v) =0, V[u:v]eP! = £X)NV, =0.
————

v4+b*ut+atut +aut

Neste estrato, m = P([(1,a,0,b), (0,0, 1,c)]) coma,b,c € C. Logo,

(33)
mcC X< Fu,au,v,bu +cv) =0, V[u:v] e P! = #&X) N V,) = 16.

(cv+bu)*+v4+atut+aut

Pois analisando o coeficiente de v*, obtemos que c* + 1 = 0. Além disso, analisando
o coeficiente de u3v, obtemos que b3c = 0. Segue que b = 0. Agora, analisando o
coeficiente de u*, concluimos que a* + 1 = 0. Portanto, existem 16 (4 valores de a por 4
valores de ¢) retas associadas a este estrato.

Neste estrato, m = P([(1,0,a,b),(0,1,c,d)]) coma,b,c,d € C. Logo,

(3.3)
mC X & Fu,v,au +cv,bu +dv) =0, V[u:v]e P! = X)NVy = 0
no qual F(u,v,au + cv,bu +dv) = Aou* + Aju3v + Aruv? + Azuv3 4+ A4v* sendo
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Ag = b* + Cl4,

Ay = 4b3d + 4a3c + 1,
As = 6(b%d? + a?c?),
Az = 4(bd3 + ac?),

Ag =d* +c* + 1.

A seguir indicamos as linhas de comando para input utilizadas no MAXIMA para
mostrar que o sistema acima ndo possui solugdes (conforme indicado no output)

fxdsy+yt+24 +14

ff: subst([x =u,y =v,z=u*xa+v*xc,t =u*xb+vx*d], f);
fEO: subst([x=u,y=v,z=u*a+v*c,t=u*b+v*d],f);

ff4: diff(fE0,u,4)/(4!); ff3: diff(diff(fE0,u,3),v)/(3!);

ff2: diff(diff(fE0,u,2),v,2)/(4); ff1: diff(diff(fEO,u),v,3)/(3!);

ff0: diff(fE0,v,4)/(4});

s0: solve([ff4=0,{f3=0,{12=0,{f1=0,ff0=0],[a,b,c,d]);

ss0: cardinality(setify(s0));

(%110) ss0: cardinality(setify(s0));
(%010) 0

Portanto, X contém 16 retas.

Exercicio 3.6. Mostre que a quartica X = Z(F),onde F = x3y —xy3 +13z —z* é ndo
singular e contém 16 retas.

Exemplo 3.8. Superficie quartica ndo singular que contém 32 retas.
Considere X := Z(F) C P3, onde F := x* + x2y2 + y* + z* + 1222 +1t* A
superficie X ¢ ndo singular e contém 32 retas. De fato,

X € ndo singular ‘ Calculando as derivadas parciais de F e igualando a zero, obtemos

0, F =2x(y2+2x) =0 (1)
WyF =2y2y2+x3) =0 (2)
0,F =2z(2z2 +1t%) =0
0 F =2t(z2+2t%) =0

As equagoes (1) e (2) garantem que y = 0 se, e somente se, x = 0. Agora, suponhamos,
por absurdo, que o sistema acima tem alguma solugdo com y # 0. Pela equagdo (2),
concluimos que 2y? + x2 = 0. A equagio (1) garante que y? + 2x2 = 0 (desde que
x # 0). Resolvendo estas duas ultimas equagdes, chegamos em x = y = 0, o que ¢
absurdo. Analogamente, prova-se que z = ¢ = 0. Portanto, X ¢ ndo singular.

‘ X contém 32 retas | De fato, considere / uma reta em V; com j € {0,...,5}.
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Neste estrato, m = P([(0,0,1,0),(0,0,0,1)]) = Z(x,y). Visto que F ¢
Z(m) = (x,y), segue que m ¢ £(X).

Neste estrato, m = P([(0, 1, a,0), (0,0,0,1)]) coma € C. Logo,

(3.3)
mCX<+<= F(,u,au,v) =0,V[u:v]EIP’1=>2(X)ﬁV4=®.
————’
v4+a2u2v2+atut+ut

Neste estrato, m = P([(0, 1,0, a), (0,0, 1,b)]) coma,b € C. Logo,

(3.3)
mcC X <& F0,u,v,au + bv) =O,V[u:v]€]P’1:>53(X)ﬂV3=®.

(bv+au)*+v2(bv+au)2+u+v4

Pois analisando os coeficientes de u*, u3v e u?v?2, concluimos que a* + 1 = 0, 6a%b? +

a?> = 0 e 4a*bh = 0, o que é um absurdo (pois obtemos ¢ # 0 na primeira equagio,
enquanto que @ = 0 nas duas tltimas).

Neste estrato, m = P([(1,a, b, 0), (0,0,0,1)]) coma,b € C. Logo,

(3.3)
mC X< F(u,au,bu,v) =0, V[u:v]€P1=>2(X)ﬂV2=®.
————’

v44+(b2v2+b*u2+a*u?+au+u)u?

Neste estrato, m = P([(1,a,0,b), (0,0, 1,c)]) coma,b,c € C. Logo,

(3.3)
mC X< Fu,au,v,bu +cv) =0, V[u:v] e P! = #LX)NV,) = 16.

Pois analisando os coeficientes de v* e u3v de F(u,au,v,bu + cv) = (cv + bu)* +
v2(cv + bu)? + v* + a*u* + a®u* + u*, concluimos que c* + ¢ + 1 = 0edb3c =0,
respectivamente. Portanto, b = 0. Assim, a equacdo principal é equivalente a 0 =
(cv)*+v2(cv)? +v*+a*u*+a?u*+u?, paratodo [u : v] € PL. Segue que c*+c2+1 =
0ea* + a? + 1 = 0. Portanto, existem 16 retas associadas a este estrato.

Neste estrato, m = P([(1,0,a,b),(0,1,c,d)]) coma,b,c,d € C. Logo,

(3)
mCX <<= Fu,v,au+cv,bu+dv)=0, V[u:v] e P! = #L&X) N V) = 16
no qual F(u,v,au + cv,bu+dv) = Aou* + Aju3v + Auv? + Azuv3 4+ A4v* sendo

Ao = b* +a?b? +a* + 1,

Ay = 2(2b%d + a®bd + ab*c + 2a3c),

Ay = 6b2d? + a?d? + 4abcd + b?c? + 6a*c? + 1,
Az = 2(2bd3 + acd? + bc*d + 2ac?),

Ay =d* +c%d?> +c* + 1.



212 3. Contagem de retas em superficies de grau d < 4

Utilizando o mesmo input do Exemplo 3.7, apenas trocando a equagdo por f : x* +
y* + z* + 1% 4+ x2y? 4 2212, obtemos exatamente 16 solugdes (conforme indicado no
output).

(%110) ss0:cardinality(setify(s0));
(%010) 16

Portanto, X contém 32 retas.

Exemplo 3.9. Superficie quartica ndo singular que contém 48 de retas: a quartica de
Fermat F4 := Z(F) C P3, onde F := x* + y* 4 z* + t*. De fato,

‘ F4 € ndo singular ‘ Fica a cargo do leitor.

‘ JF4 contém 48 retas ‘De fato, considere /m uma reta em V; com j € {0,...,5}.

Neste estrato, m = P([(0,0,1,0),(0,0,0,1)]) = Z(x,y). Visto que F &
Z(m) = (x,y), segue que m & &(Fa).

Neste estrato, m = P([(0, 1, a,0), (0,0,0,1)]) coma € C. Logo,

(3.3)
mC Fiy <= FO,u,au,v) =0, V[u:v] e P! = L(F,) NV = 0.
N e’

ut+(au)*+v4

Neste estrato, m = P([(0,1,0,a), (0,0, 1,b)]) coma,b € C. Logo,

(3.3)
m C Fy < FO,u,v,au +bv) =0, V[u:v] e P! = L(Fy) NV; =40.

ut+v4+(au+bv)4

Neste estrato, m = P([(1,a, b, 0), (0,0,0,1)]) coma, b € C. Logo,

(3.3)
m C Fq < F(u,au,bu,v) =0, V[u:v] eP!' = L(FH) NV, = 0.
—

(1+a*+b%)u4+v4
Neste estrato, m = P([(1,a,0,b), (0,0, 1,¢)]) coma,b,c € C. Logo,

33
mC Fy <= F(u,au,v,bu +cv) =0, VY[u:v]eP! (:)> #(L(Fg) NVy) = 16.

u4+(au)+v4+(bu+cv)?

Se[u : v] = [0 : 1], entdo ¢* = —1. Além disso, analisando o coeficiente de u3v,
concluimos que b = 0. Portanto, a equacdo acima pode ser reescrita como 0 = u* +
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(au)* + v* + (cv)* = (1 + a*)u?, para todo [u : v] € PL. De onde concluimos que
a* = —1. Portanto, existem 16 (4 valores para a por 4 valores para c) retas associadas a
este estrato.

Neste estrato, m = P([(1,0,a,b),(0,1,¢,d)]) coma, b,c,d € C. Logo,

(33)
m C Fy < F(u,v,au+cv,bu+dv) =0, V[u:v] e P! = #(&(F4)NVy) = 32.
no qual F(u,v,au + cv,bu + dv) = Agu* + Aju3v + Auv? + Azuv3 4+ A4v* sendo

Ao = b* +a* + 1,

Ay = 4(b3d + d3c),
Ay = 6(b%d? + a?c?),
Az = 4(bd? + ac?),
Ay =d* +c* + 1.

Utilizando o mesmo input do Exemplo 3.7, apenas trocando a equagdo por f : x* 4+ y* +
z* 4+ t*, obtemos exatamente 32 solugdes (conforme indicado no output).

(%110) ss0:cardinality(setify(s0));
(%010) 32

Portanto, existem 16 + 32 = 48 retas na superficie de Fermat F;4.

Exercicio 3.7. Mostre que a quartica X = Z(F), onde F = x3y —xy3 + 213 — 231 ¢
ndo singular e contém 48 retas.

O exemplo a seguir exibe uma superficie quartica ndo singular contendo 64 retas, apre-
sentada pelo matematico alemdo Friedrich Schur (1856-1932), no final do século X7X
em Schur (1882), e em sua homenagem a superficie foi nomeada superficie de Schur.

Exemplo 3.10. Superficie quartica ndo singular que contém 64 retas: a quartica de Schur
X:= Z(F) C P3,onde F := x* — xy3 + zt3 — z*. De fato,

‘ X € ndo singular ‘ Fica a cargo do leitor.

\ X contém 64 retas \ De fato, considere 7 uma reta em V; com j € {0,...,5}.

Neste estrato, m = P([(0,0,1,0),(0,0,0,1)]) = Z(x,y). Visto que F ¢
Z(m) = (x,y), segue que m ¢ £(X).

Neste estrato, m = P([(0, 1,a,0), (0,0,0,1)]) coma € C. Logo,

(3.3)
mC X <<= FO,u,au,v) =0, Y[u:v] e P! = #ELX)NV,) = 1.
~—————

(au)v3—atu*
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Neste estrato, m = P([(0, 1,0, a), (0,0,1,b)]) coma,b € C. Logo,

(33)
mcC X< FO,u,v,au +bv) =0, V[u:v] e P! = #(&(X) N V3) =3.

v(au+bv)3—v4

Pois analisando o coeficiente de u3v, concluimos que a = 0. Por outro lado, substituindo
u = 0,v = 1 namesma equagio, concluimos que b3 = 1. Portanto, existem 3 retas (uma
para cada raiz cubica da unidade) associadas a este estrato.

Neste estrato, m = P([(1,a,b,0), (0,0,0,1)]) coma, b € C. Logo,

(3.3)
mC X <= F(u,au,bu,v) =0, V[u:v]eP! = #ELX)N)V,) = 3.
~————
(1—a3—-b*)u*+buv3

Pois analisando os coeficientes de u* e uv3, concluimos queb =0c¢ a® = 1. Portanto,

existem 3 retas (uma para cada raiz ciibica da unidade) associadas a este estrato.

Neste estrato, m = P([(1,a,0,b),(0,0,1,c)]) coma,b,c € C. Logo,

mC X <= F(u,au,v,bu+cv) =0, V[u:v]eP!

u4(1—a3)+v(bu+cv)3—v4
(3.3)
S 4R Ny = 9.

Pois analisando o coeficiente de vu?3, concluimos que » = 0. Agora, comparando
os coeficientes de u* e v*, concluimos que a® = 1 e ¢® = 1. Portanto, existem 9 retas
associadas a este estrato.

Neste estrato, m = P([(1,0,a,b),(0,1,¢,d)]) coma, b,c,d € C. Logo,

(3.3)
mC X <= F(u,v,au+cv,bu+dv)=0, V[u:v] e P! = #E&(X) N V,) = 16.
no qual F(u,v,au + cv,bu + dv) = Agu* + Aju3v + Auv? + Azuv3 4+ A4v* sendo

Ao =Clb3—a4+ 1,

Ay = 3ab? + b3c — 4d3c,

Az = 3(abd? + b%cd —2a%c?),
As = ad? + 3bcd? —4ac3 — 1,
Ag =c(d?=c3).

4 4

Aqui vale salientar que apenas substituindo a expressio por F := x* — xy3 + z¢3 — z4,
0 MAXIMA nio resolve o sistema acima. Por outro lado, visto que A4 = ¢(¢c — d)(c —
£d)(c—£2d) onde & é raiz ctibica primitiva da unidade, podemos adicionar cada um desses
fatores no input do MAXIMA (conforme ilustrado a seguir para o fator Ly = ¢)
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f:xt—x*y3 4 zx13—z%

ff: subst([x =u,y =v,z=u*xa+v*xc,t =u*xb+vx*d], f),
ff4: diff(fE0,u,4)/(4!); ff3: diff(diff(fE0,u,3),v)/(3!);

ff2: diff(diff(fE0,u,2),v,2)/(4); ff1: diff(diff(fEO,u),v,3)/(3!);

LO: c;

s0:solve([ff4=0,{13=0,{f2=0,{f1=0,L0=0],[a,b,c,d]);

ss0: cardinality(setify(s0));

e obtemos assim o seguinte ouftput

(%19) ss0: cardinality(setify(s0));
(%09) 12

obtendo 12 retas para cada fator linear, ou seja, encontramos um total de 48 retas associa-
das a este estrato. Portanto, existem 1 4+ 3 4 3 4+ 9 4 48 = 64 retas na quartica de Schur.
Uma outra maneira de calcular o nimero de retas nesta superficie, semelhante ao calculo
das 27 retas numa superficie ctibica ndo singular, pode ser encontrado em Lira ¢ Rojas
(2019).

A seguir mostraremos que existem superficies quarticas ndo singulares que contém
uma quantidade de retas diferente de 16, 32, 48 e 64. Mais precisamente, mostraremos
que existe uma quartica ndo singular que contém exatamente quatro retas. Esse exemplo
motiva a seguinte

Pergunta

Dentre as superficies quarticas ndo singulares que contém retas, qual ¢ o nimero
minimo de retas que tais superficies contém?

Quartica nao singular contendo 4 retas

Exemplo 3.11. Superficie quartica que contém 4 retas.
Considere X := Z(F) C P3,onde F := z* + y* + x>y +13x. A superficie X é ndo
singular e contém 4 retas. De fato,

‘ X € ndo singular ‘ Fica a cargo do leitor.

\ X contém 4 retas \ De fato, considere m uma reta em V; com j € {0,...,5}.

Neste estrato, m = P([(0,0,1,0),(0,0,0,1)]) = Z(x,y). Visto que F ¢
Z(m) = (x,y), segue que m ¢ £(X).

Neste estrato, m = P([(0, 1,4, 0), (0,0,0,1)]) coma € C. Logo,
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(3.3)
mC X< FO,u,au,v) =0, V[u:v] e P! = #(&(X) N V,) = 4.
N’

(a*+1)u?

Neste estrato, m = P([(0,1,0,a), (0,0,1,b)]) coma,b € C. Logo,

(3.3)
mC X <= FQO,u,v,au +bv) =0, V[u:v] e P! = LX)NV; =0.

v44ut

Neste estrato, m = P([(1,a, b, 0),(0,0,0,1)]) coma, b € C. Logo,

33
mC X <= F(u,au,bu,v) =0, V[u:v]ePlgﬁ(X)ﬂ]&:@.
———— —

uv3+(b*+a*+a)ut

Neste estrato, m = P([(1,4a,0,b),(0,0,1,¢)]) coma,b,c € C. Logo,

(3.3)
mC X <= F(u,au,v,bu + cv) =0, V[u:v]eIP’1:>8(X)ﬂV1=@.

u(cv+bu)3+v4+(a*+a)u?

Neste estrato, m = P([(1,0,a,b),(0,1,¢,d)]) coma,b,c,d € C. Logo,

33)
mC X < F(u,v,au +cv,bu+dv)=0, V[u:v]e P! = £X) NV, = 0.

u(dv+bu)3+(cv+au)*+v4+u3dv

Utilizando o mesmo input do Exemplo 3.7, apenas trocando a equagdo por f : x3y +
y* + z* + 3x, obtemos exatamente nenhuma reta associada a este estrato (conforme
indicado no output).

(%i110) ss0: cardinality(setify(s0));
(%010) 0

Portanto, X contém 4 retas.

Observacio 3.5. Considere a superficie quartica ndo singular X = Z(F), com F :=
z% + y* + x3y + 13x. Note que

(a) oplano H = Z(x)étalque HNX = Z(x, F) = Z(x,z%+y*) = £, Ul,Ul3Uly,
sendo {5 = Z(x,z —asy) com{ay,...,as} tais que a;‘ = —1.
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(b) se H' éum plano diferente de H que contém alguma das retas ¢;, entdo X N H' =
£; UC,onde C ¢ uma cubica plana irredutivel.

Exercicio 3.8. Considere X := Z(z* + y* + x3y + 3x) e H, := Z(z —ay) C P3,
onde a* = —1. Mostre que X N H, = £, U C, onde £, é uma reta e C ¢ uma clibica
singular e irredutivel.

Exercicio 3.9. Mostre que a quartica X = Z(F), onde F = tx3 —xy3 4+ 13z —z* éndlo
singular e contém 4 retas.

Exercicio 3.10. Mostre que a quartica X = Z(F), onde F = x2yz —xy3 + zt3 — 2%ty
¢ singular e contém 4 retas.

Exercicio 3.11. Mostre que a quartica X = Z(F), onde F = 1(z3 — t3) + x(z%y —
y2z) 4+ t* + x* + y2+? possui 2 pontos singulares singular e contém 1 reta.

Numero maximo de retas numa superficie quartica

Vimos anteriormente que existem superficies quarticas ndo singulares que contém as se-
guintes quantidades de retas: 4, 16, 32, 48 ¢ 64. Desta forma, ¢ natural fazer a seguinte

Existe uma superficie quartica ndo singular com mais de 64 retas, ou 64 ¢, real-
mente, 0 nimero maximo de retas?

Embora essa pergunta tenha sido mencionada por volta de 1908 pelo matematico ale-
maéo Friedrich Wilhelm Franz Meyer (1856-1934) (veja Meyer (1934)), foi somente em
1943 que o matematico italiano Beniamino Segre (1903—1977) estabeleceu o teorema a
seguir em Segre (1943).

Teorema 3.5. Toda superficie qudrtica néo singular em P3 contém no mdximo 64 retas.

Dentre as argumentagdes para a prova deste teorema, no mesmo artigo, Segre utilizou
0 seguinte

Lema 3.3 (Este resultado ¢ Falso!). Se X ¢ uma superficie quartica ndo singular que
contém uma reta £, entdo X contém no maximo 18 retas que intersectam £.

Porém, em 2012 os matematicos Stawomir Rams e Matthias Schiitt mostraram que este
lema ndo esta correto. Apesar disso, eles conseguiram contornar este erro ¢ verificar que
a afirmag@o do Teorema 3.5 estava correta. A técnica que eles utilizaram foi a teoria das
fibragdes elipticas. E importante mencionar que esta teoria foi desenvolvida depois da
publicagdo do artigo de Segre em 1943. O estudo moderno dessas fibragdes iniciou-se no
ano 1960 com os trabalhos de Kodaira (1960), Kodaira (1963a), Kodaira (1963b), Néron
(1964) e Tate (1975). A quartica definida no Exercicio 3.12 ¢ um contraexemplo de Rams
e Schiitt (2015) para o Lema 3.3.
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Exercicio 3.12 (Rams e Schiitt (2015)). Considere a quartica X = Z(F), onde F =
x3z 4+ y3t + xy(z% — t2) + z(16t3 — 1622t)/27. Mostre que:

(a) X énaio singular;

(b) X contém 60 retas;

(c) Aretal = Z(z,t) esta contida em X;

(d) X contém 20 outras retas que intersectam areta £ = Z(z,t).

Observacio 3.6. Seja X C IP3 superficie quartica ndo singular que contém uma reta .
Considere
2,(X) = {m € LX) |Nm # @}.

Assim, a firmagdo de Segre no Lema 3.3 ¢ equivalente a dizer que
#(Le(X) —{£}) < 18.

Neste ponto, o leitor pode se questionar qual a relagdo desta estimativa com respeito a
contagem das retas contidas na superficie X. Para sentir sua importancia convidamos o
leitor para apreciar a proxima proposi¢ao.

Proposi¢io 3.8. Se X C P3 é uma superficie ndo singular de grau 4 contendo 4 retas
coplanares tal que #(L£¢(X) —{£€}) < 18, para toda reta £ C X. Segue que #(L(X)) < 64.

Demonstra¢do. Assuma que £1, ..., {4 sdo retas coplanares (distintas) contidas em X. Se-
gue do Corolario 2.5 que £(X) = £¢,(X) U --- U £¢,(X). Assim, obtemos a seguinte
parti¢do para £(X)

LX)=0U L7, X) U---uU £7,X), (3.8)
{€1,... s} e SEI(X) = £y;(X) — P parai = 1,...,4. Observe que
15 paratodoi € {1,...,4}. Assim, segue de (3.8) que

sendo @ :=
#Ey (X)) <

#(L(X) <4+4-15=64.
O

Assim, a proposi¢do acima nos revela a importancia do calculo de cotas superiores
para #(£¢(X)), uma vez que as mesmas participam da estimativa do nimero maximo de
retas contidas na superficie X. Por exemplo, como veremos no Capitulo 4, Rams—Schiitt
irdo analisar #(£¢(X)—{£}) no caso de uma superficie quintica nio singular em P3, e, com
isso, obter uma cota superior para quantidade maxima de retas em superficies quinticas
ndo singulares em IP3.

No préximo capitulo, faremos uma revisdo das cotas encontrada até o momento para
este nimero maximo de retas em superficies ndo singulares de grau d > 5, e quais técnicas
foram utilizadas para encontra-las.



Neste capitulo, vamos concentrar nossa aten¢do na contagem de retas em superficies nao
singulares de grau d > 5 em P3. Vale salientar que dentre tais superficies nem todas
contém retas (cf. Observagdo 2.5). Assim, nosso foco sdo as superficies ndo singulares

X C P3 de grau d > 5 tais que £(X) # @. Mais precisamente, queremos abordar a
seguinte

Qual ¢é a quantidade maxima de retas que uma superficie ndo singular de graud > 5
em P3 contém?

Ou seja, o problema proposto é determinar
Ty = max {#(X’,(X))|X C P3 ¢ uma superficie nio singular de grau d > 5}.

Apesar de todo o empenho de muitos matematicos para determinar r;, ndo existe, nenhum
resultado na literatura que diga respeito ao calculo de vy (nem mesmo para d = 5). De
fato, os resultados que existem nessa dire¢do, dizem respeito a determinagdo de cotas
(inferiores e superiores) para r,.
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Nas proximas se¢des vamos apresentar as contas que sao conhecidas até o momento,
comecgando por uma cota inferior.

4.1 Uma cota inferior: cortesia de Fermat

As superficies de Fermat tém sido objeto de estudo ndo somente em geometria algébrica,
mas também na area de aritmética. A superficie de Fermat de grau d em P3 ¢ definida
por

Fa = Z(xd ~|—yd +z¢4 +td) c P3.

Observe que Fy é uma superficie ndo singular de grau d.! Além disso, ao fixar £ € C
raiz primitiva d-ésima da unidade, € C tal que ¢ = —1 e considerarmos w; = n&’
comi € {0,...,d—1}, obtemos a seguinte fatoragdo para u? +v9 comu,v € {x,y,z,1}.

d d _
u® + v = (u—wov)(u —w1v) -+ (U —wz-1v).
Os que nos permite concluir que as 3d? retas a seguir
Z(x —wiy,z —w;t), Z(x —w;jz,y —wjt) e Z(x —wit,y —w;z)
comi,j € {0,...,d — 1} estdo contidas na superficie F. Portanto, #(£(Fy)) > 3d?
que implica em

3d? < rg.

Exercicio 4.1. Mostre que #(%(F,)) = 3d?, paratodo d > 3.

4.2 Sobre as cotas superiores

Em termos cronoldgicos a cota de Clebsch, que denotaremos por ¢, foi dada cerca de 80
anos antes da cota de Segre, que denotaremos por ;. A qual s6 foi melhorada quase 80
anos depois por Bauer—Rams. Denotaremos esta tiltima cota por by. E possivel relacionar
estas cotas, como veremos mais adiante, da seguinte forma

rg <byg<sg<ey, Vd 23,

valendo a igualdade parad = 3 (i.e. r3 = 27 =< by = 33 = ¢3).

De fato, se F = x4 + y9 + z9 +t9 entdo 3, F = du? ! paratodou € {x, y, z,t}. Para concluir,
observe que Z(x@ 1 yd—1 zd—1 4d=1y — g
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A cota de Clebsch

A seguir apresentamos as principais ideias da estratégia utilizada no artigo de Clebsch
(1861), e revisitada no livro do Eisenbud e Harris (2016), para mostrar que

rg < cg:=d(11d —24), paratodo d > 3.

Abrimos um parénteses para observarmos a diferenca da cota de Clebsch para o valor
real no caso d = 4, 1i.e.,v4 = 64 < 80 = c4.

A Estratégia de Clebsch

Considere X C IP3 uma superficie definida por F € Sy e { umaretaem P>, tal que Z(£) =
(z,t) (a menos de uma MCP). Observe que se a reta £ ndo esta contida na superficie X,
entdo £ N X = Z(z,t,G(x, y)) sendo

k
G(x.y) := F(x.y.0,0) = [ [bix —aiy)™. com my +---+m =d. (41
i=1
Assim, £ N X = {p1,...,px} sendop; = [a; : b; : 0 : 0], paracadai € {1,...,k}.
Define-se a multiplicidade de intersegdo da reta £ e X no ponto p, (£, X),, por

m;, sep=p; €LNXcf (4.1),
#,X)p := oo, selCXepel,
0, sepglnX

Exemplo 4.1. Considere a superficie ctibica de Fermat 73 := Z(x3 + y3 + 23 +13)e
aretal = Z(z,t) em P3. Observe que

(N Fs =2z t, x>+ %) = {p1.p2.p3}

sendop; = [1 : =71 :0: 0] comé§ # 1 tal que £ = 1. Visto que x> + y> =
(x 4+ y)(x + Ey)(x + £2y) segue que (¢, F3),, = 1, paracadai = 1,2,3.

Lema 4.1. Se X C P? é um superficie ndo singular de grau d e £ uma reta néo contida
em X, entdo 1 < ({,X), < d paracadap e L NX.

Demonstragdo. Apds considerar uma MCP tal que £ = Z(z,t). O resultado ¢ uma con-
sequéncia direta de (4.1) uma vez 1 < m; < d paracadai € {1,...,k}. O

A seguir considere I' = {(p, 0) ‘p € K} CP3xGy(C*Hem : I' — P3 aprojecio
na primeira coordenada. Observe que a imagem por 1 do conjunto

Fi= {(p,z) er ‘ (€.X), > 4}

¢igual a
Fx = {p € X‘ 3 ¢ C P3 reta tal que (£, X), = 4}.
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Observagao 4.1. Cabe destacar que se areta £ € £(X), entdo (p,£) € F paratodop € £.
Portanto,

Uegfx e dimFx > 1.
Le(X)

Exemplo 4.2. Seja X uma superficie clibica ndo singular em P3. Observe que para toda
reta £ € £(X), o Lema 4.1 nos garante que (£,X), < 3. Assim, a Observagdo 4.1 nos

garante que
x= ¢
Lek(X)

¢ uma curva (dada pela unido das 27 retas em X), cujo grau é 27.2

Proposi¢do 4.1. Se X C P3 é um superficie ndo singular de grau d > 3, entéo
F = {(p,ﬁ) el ’ £, X)p = 4} tem dimensdo 1.
Demonstragdo. Confira a Proposi¢do 11.18 em Eisenbud e Harris (2016). O

Uma consequéncia da Proposi¢@o 4.1 é que dim Fx = 1. Ou seja, Fx ¢ uma curva
contendo todas as retas contidas em X (como componentes), 0 que nos permite concluir
que grau(Fx) > #(£(X)). Assim, o grau da curva Fx é uma cota superior para ry. O
proximo resultado estabelece qual ¢ o grau dessa curva.

Proposicio 4.2. Se X C P3 éum superficie ndo singular de graud > 3, entdo grau(Fx) =
d(11d —24).

Demonstra¢do. Confira a Proposigdo 11.9 em Eisenbud e Harris (ibid.). O

Corolario 4.1. Verifica-se que vrqg < d(11d — 24), para todo d > 3.

A cota de Segre
Destacamos também a cota de Segre. Em Segre (1947) foi provado que
rg <sq:=(d—-2)(11d —6), Yd > 3.

Observe que ao compararmos as duas cotas para d = 4 (cf. Clebsch (1861), Segre (1943)
e Segre (1947)), temos que r4 = 64 < 54 = 76 < 80 = c4.

2Basta observar que cada componente irredutivel dessa curva é uma reta (logo tem grau 1). Além disso, ao
intersectarmos qualquer par de retas, dentre as 27, obtemos vazio ou um ponto. Portanto, seu grau ¢ a soma dos
graus de cada componente/reta, isto €, 27 (cf. Proposi¢ao 7.6 em Hartshorne (1977)).
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A Estratégia de Segre

Segre considerou X C P3 é um superficie ndo singular de grau d > 4 e explorou com
mais atengdo a curva

Fx = {p € X‘ 3¢ C P? reta tal que (¢, X), > 4}
previamente introduzida por Clebsch. De fato, ele estabeleceu o seguinte lema (cf. p. 90
em Segre (ibid.)).

Lema 4.2. Com as notagoes supracitadas. Se £ € £(X) é uma componente simples de
Fx, entdo existe uma componente C de Fx tal que #{ N C) = 4d — 12.

Com este resultado Segre chegou na cota s := (d —2)(11d — 6), conforme a propo-
sicdo a seguir.

Proposi¢iio 4.3. Se X C P3 é um superficie ndo singular de grau d > 4, entdo £(X) <
(d —2)(11d —6).

Demonstragdo. Da Observagdo 4.1 segue que | J £ € Fx. Temos duas possibilidades.
LeR(X)

(I) Toda reta £ € £(X) é componente multipla de Fx. Observe que
1 Prop.4.2 1
#(L (X)) < Egrau(}'x) = #(LX)) < Ed(lld —24) < (d —-2)(11d —6).

(IT) Existe uma reta £ € £(X) que ¢ componente simples de Fx.
Neste caso, segue do Lema 4.2 que existe uma componente C de Fx tal que #({NC) =
4d — 12. De onde concluimos que grau(C) > 4d — 12, o que implica em

Prop.4.
H(R(X)) < grau(Fy) — grau(C) | 257 #(2(X)) < d(11d — 24) — (4d — 12).
=(d—2)(11d—6)

Corolario 4.2. Verifica-se que rqg < (d —2)(11d — 6), para todo d > 3.

A cota de Bauer—Rams

Dentre as cotas superiores para vy (d > 4), que podem ser encontradas na literatura (até
o momento) a de Bauer—Rams ¢ a melhor. De fato, em Bauer ¢ Rams (2022) foi provado
que

rg <by:=11d*>—-30d + 18, Vd > 3.

Observe que ao compararmos as trés cotas parad = 4,temos que rq4 = 64 < by =74 <
54276<C4=80.
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A Estratégia de Bauer—Rams
Seguindo a mesma linha de raciocinio de Segre, Bauer—Rams definem a curva
Z = ]:X - U L
cx

e mostram que grau(Z) = grau(Fyx) — #(L(X)) > 6(d — 3). Assim, segue da Proposi-
¢d0 4.2 que #(L(X)) < by, paratodo d > 3.

Exercicio 4.2. Verifique que by < s4 < ¢4 paratodo d > 3.

Na proxima se¢do vamos revisar alguns resultados que visam obter cotas inferiores
“melhores” que as de Fermat para d € {6, 8, 12, 20}.

4.3 Cacando cotas

A cota de Rams—Schiitt para grau 5

SejaX C IP3 uma superficie ndo singular de grau 5 tal que £(X) # @. Considere £ € £(X)
e lembre que

2,(X) = {m € LX) |Nm # @}.
Rams—Schiitt mostraram o seguinte resultado
Teorema 4.1. Verifica-se que #(£¢(X) — {{}) < 28 para toda reta £ € £(X).
Demonstrag¢do. Veja o Teorema 1.1 no artigo de Rams e Schiitt (2020). O
Do qual segue o corolario.

Corolario 4.3. Se X C P? é uma superficie ndo singular de grau 5 contendo 5 retas
coplanares, entdo #(£(X)) < 125.

Demonstragdo. Assumaque {1, ..., {5 sdo retas coplanares (distintas) contidas em X. Se-
gue do Corolario 2.5 que £(X) = £¢,(X) U --- U £4,(X). Assim, obtemos a seguinte
partigdo para £(X)

LX)=oU 821 X)U---U 825 X) 4.2)

sendo @ := {{,...,¢5} ¢ Szi(X) = &y, (X) =P parai = 1,...,5. Observe que o

Teorema 4.1 nos garante que #(Szi (X)) <24 paratodoi € {1,...,5}. Assim, segue de

(4.2) que
#(L(X)) <5+5-24 = 125.
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Rams—Schiitt, ap6s introduzir a k-ésima fungdo racional gz (cf. Defini¢do 3.3 em
Rams e Schiitt (ibid.)) e analisar minuciosamente as fibras de um certo morfismo, estabe-
leceram que

Teorema 4.2. Se X C P? é uma superficie ndo singular de grau 5, entéo vs < 127.

Demonstragdo. Veja o Teorema 1.2 no artigo de Rams e Schiitt (ibid.). O

Observe que b5 = 143. Assim, a cota de Rams—Schiitt veio melhorar a cota de Bauer—
Rams para superficies ndo singulares de grau 5.

As cotas de Boissiere—Sarti

Considere Sy C P a superficie de grau d definida por

Spp = Z(@(x, ) =¥(2,1))

sendo ¢, ¥ € C[u, v] polinémios homogéneos de graud. Se d = 4 ¢ Sy y for ndo singu-
lar, Segre mostrou que #(£(Sg,y)) € {16, 32,48, 64} (cf. Segre (1943)). Posteriormente,
Caporaso—Harris—Mazur ao considerar

N4 = max {#(B(Sq;,w)) ‘ S, € ndo singular de grau d}.

Mostraram que (cf. Caporaso, Harris e Mazur (1995))
* Ny >3d?paratodod >3,d ¢1{4,6,8,12,20};
* N4y > 64, No > 180, N3 > 256, N12 > 864 € Ny > 1600.

Em 2007, Boissieére—Sarti estabeleceram que as desigualdades acima sao de fato igual-
dades (cf. Boissicere e Sarti (2007)). Uma revisdo detalhada do calculo de N; encontra-se
no texto de Sally Andria (2016).

A seguir, mostraremos que para o calculo de N; basta considerar a familia de superfi-
cies Sg,¢, no qual ¢ € C[u, v] ¢ um polindmio homogéneo de grau d, seguindo as linhas
do artigo de Andria e Rojas (2022).

Familias geradas por d pontos na reta projetiva

Vamos analisar uma familia de superficies geradas a partir de d pontos distintos na reta
projetiva P!. A esséncia desta construgdo repousa no seguinte fato: se C for um sub-
conjunto da reta projetiva que consiste de d pontos distintos, entdo existe ¢ € C[u, v]
polindmio homogéneo de grau d, cujo conjunto de zeros (ou raizes) em P! ¢ igual ao
conjunto C. A partir deste momento utilizaremos a notagdo Zp1(¢) para indicar os zeros
de um polindmio homogéneo em duas varidveis em P!,
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.\d
Exemplo 4.3. Se C = {[1 : Ef]} - C P! sendo & uma raiz primitiva d-ésima da
j =
unidade, entio Zp1 (u? —v?) = C.
Para cada ¢ € C[u, v] homogéneo de grau d, considere a superficie de grau d em P3
Sp = Z(p(x,y) —¢(z.1)).
Lema 4.3. Sy é ndo singular.

Demonstragdo. Ver Andria e Rojas (2022), p. 48. O

Esquema da contagem das retas na superficie Sy

Para calcularmos ng := # (8 (S¢)) , considere a seguinte particdo do conjunto das retas
contidas na superficie Sy

2(Sy) = {£|EOL;&Q)}U{€|EOL=®}, sendo L = Z(z,1) C P?.  (43)

Le cl
) d
A seguir, assuma que Zp1(¢) = {[a,- : b,-]}_
i=
di»..., gz em P3 dados porp; =[a; :b; : 0:0leq; =[0:0:a; : b;].

e considere os pontos pi,..., pqg €
1

Pontos-chaves para determinar

Denotemos por £; ; areta que passa pelos pontos p; € q;, parai, j € {1,...,d}.

(i) Areta{; ; esta contida na superficie Sy para todo i, j.

(ii) Ly = {e,-, i

ije {1,...,d}}. Logo, #(Ly) = d>.

(iii) #(L}) = d|Tc|, sendo C = Zp1(¢) e Ic = {T e Aut(P!) | T(C) = c}.

Portanto,
ng =d*+d|Ic|.
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Linhas para demonstrar que ny = d? + d|I'c|.

A seguir demonstraremos as afirmacdes (i) e (ii) que fazem parte do esquema de contagem
das retas na superficie Sp. Entretanto, para o item (iii) s6 faremos um esbogo com as
principais ideias que sdo usadas para chegar nesse resultado. Para mais detalhes, consultar
a dissertacdo de Sally Andria (2016).

Sep € {;;,entdop = [ua; : ub; : va; : vb;] comu,v € C ndo ambos nulos.
Assim, se [ = ¢(x,y) — ¢(z,1), tem-se que
d d : d
o) = ug(ai.by) —v9p(as.by) = 0. pois Zp1(¢) = {lai : b1} _ .

Portanto, p € S.
[ Afirmacdo 2:] £, := {z CSp|tnL # 0} - {zi,,- |i,j € {1,...,d}}. Logo,
#(Ly) = d>.

Observe que p; € £;,; N L, logo £; j € Ly (visto que {; ; C Sy). Para mostrarmos a
outra inclusdo, precisamos da seguinte

Proposicio 4.4. Sejam L = Z(z,t)e M = Z(x, y) retas em P3. Se { é uma reta contida
na superficie Sy com grau d > 2, entdo

{NM+#A0 << LNL#Q.
Demonstragdo. Ver Proposi¢do 4.1 em Andria e Rojas (2022), p. 49. O

Corolario 4.4. Se { for uma reta contida na superficie Sy tal que £ N L # @, entdo
=14 paraalgumi,j €{l,...,d}.

Demonstra¢do. Como a reta L ndo esta contida na superficie Sy, entdo L # {. Assim,
£ N L consiste de um unico pontop = [a¢ : b : 0 : 0] com a e b complexos ndo ambos
nulos. Entretanto, a condi¢do £ C Sy nos leva a conclusdo ¢(a,b) = 0. Assim, p = p;
para algum i.

Por outro lado, a Proposic¢éo 4.4 implicaem £ N M # @. Como areta M também nao
esta contida em Sy, o raciocinio anterior nos permite concluir que £ N M = {q;} para
algum j. Portanto, £ = ¢; ; (ou seja, £ é determinada pelos pontos p; € q;).

Corolario 4.5. Com as notages em (4.3). Tem-se que #(Ly) = d? e ny = d2+#(£:ﬁ).
#(/:;5) =d|I'c|,sendo C = Zp1(¢) e
re = {T e Aut(PH)|T(C) = C}.

A ideia-chave para demonstrar a Afirmac3o 3 ¢ associar a cadareta £ € E;s a um automor-
fismo em /¢, como faremos a seguir.
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Proposicio 4.5. Se { € Efﬁ, entdo £ induz um automorfismo Ty € I'c, no qual C =

Zpi(p).

Demonstragédo. Sendo £ uma reta em P2, existem f; e f> homogéneos de grau 1 e L.I.
taisque £ = Z(f1, f2). Se f; = aix +b;jy +ciz+dit,entaio N L = Z(f1, f2,z,t) =
Z(a1x+byy,a,x+byy,z,t). Agora,acondi¢do £NL = @ assegura que o sistema ax +
b1y = 0,a,x + by = 0, possui solugdo tinica x = y = 0, e portanto ay1b, — azb; # 0.
Assim, podemos escolher para £ equagdes da forma: x = az + ft e y = yz + 6t,
coma, B,y edemC. Além disso, a condigdo LN M = @ (cf. Proposicdo 4.4) nos garante

que aé — By # 0.

Assim, obtemos T, € Aut(P') dada por [z : t] = [az + Bt : yz + §t]. Observe que
[ec 4+ Bd : yc 4+ 8c ¢ : d] € £ paratodo [c : d] € P!. Entretanto, se considerarmos
[c : d] € Zp1(¢) (neste caso ¢(c,d) = 0) concluimos que ¢ (ac + Bd, yc + éc) = 0,
pois £ C Sg. Portanto, Ty([c : d]) € Zpi(¢p). Finalmente, como T; ¢ uma bijecdo e
#(Zp1(¢)) = d, o resultado segue. O
Proposicao 4.6. Notagées como na Proposicdo 4.5. A fungdo 2 - Cfp —> I'c dada por
£ —> Ty é sobrejetora e #(271(T)) = d para todo T € Ic.

Demonstra¢do. Considere T € I'c dado por T([z : t]) = [az + Bt : yz + 6t].
O primeiro passo ¢ associar ao automorfismo T a superficie quadrica

Or:= Z(x(yz + 6t) — y(az + Bt)) C P3.

A seguir, citamos (sem demonstrar) os fatos essenciais que relacionam a superficie qua-
drica Ot com a contagem das retas na superficie Sy.

Fato 1: | Ot é uma superficie quadrica ndo singular

Sabe-se que toda superficie quadrica ndo singular em IP3 possui exatamente duas familias
de retas (p. 66 e 67 em Mendoza e Rojas (2009), p. 406 em Cox, Little e O’Shea (1997)).
No caso da superficie quadrica Qt essas familias sdo dadas por:

Familia £: Para cadar = [c : d] € P!, L, é definida pelas equagdes:
(yc +8d)x —(ac+pd)y =0 e dz—ct=0. 4.4)
Familia M: Para cadas = [a : b] € P!, M, é definida pelas equacdes:
ax =b(az+Bt) e ay=b(yz+ o). 4.5)
Note que Mo.1] = L = Z(z,t) e M[1.0 = M = Z(x, ).

Seja L a familia de retas em (4.4). Temos que:

3Note que o sistema 3y Q1 = yz + 8t = 0,98, 01r = —(az + Bt) = 0,0:01 = yx —ay = 0,
0; Ot = 6x — By = 0, s6 admite a solugdo trivial x =y =z =t = 0, poisad — By # 0.
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(i) L: N M # @ para todor € P

(ii) Ly C Sy se, e somente se, t € Zp1(¢). Assim, existem d retas (distintas) da familia
L contidas em Q1 N Sy (visto que L, € Ly).

Existem exatamente d retas da familia M (em (4.5)) contidas em Q1 N Sy e

tais retas pertencem a 27 (T).

Sejam Lg,...,Lg_1 e My, ..., My_1 as unicas retas da familia L e M, res-

pectivamente, contidas em Sy N Q. Entdo
SpNQOr=1LoU-—-ULg UMyU---UMgy_,.

Observe que o Fato 3 nos garante que 2 é sobrejetora e #(£271(T)) > d.

Sel € 27(T) entdo Ty = T, e apartir de (i) na Proposicdo A.2 (Apéndice A) conclui-
mos que O, = O, que implicaem ¢ C Q1 NSy com £ € Eﬁp. Como {My,...,My_1}
sdo as Unicas retas que pertencem a ll;, e estdo contidas em Q1 N Sy, a partir do Fato 4
concluimos que £ € {My, ..., M;_1}. O

Corolario 4.6. Verifica-se que #(E:ﬁ) =d|lc| com C = Zp1(p).

Demonstragdo. Ver Corolario 4.3 em Andria e Rojas (2022), p. 52.

A sobrejetividade de §2 nos garante que £, = |J £27!(T), sendo esta unido disjunta
Telc

(e finita), conclui-se que #(£/¢) = Y #(Q7YT) =d|lc|. O
Telc

Sobre a estimativa do valor maximo de

Tendo em consideragio que ny = d? + d|Ic|, segue-se que o valor maximo de ny
depende da ordem do subgrupo ¢, ou de forma mais explicita, das escolhas de d pontos
distintos em P!,

Sobre o valor méximo de |I'¢|. Lembre que |C| = d > 3. De acordo com a paridade de
d, temos:

* d impar: A Teorema A.2 nos garante que: |[¢c| < d se I'¢ for ciclico. Caso

contrario, I'c = Dy com k < d. Portanto, para d impar o valor maximo de |I ¢ |
é2d.4

* d par: Segue da Teorema A.2 e do Teorema A.l (Teorema de Classificacdo de
Klein), que o valor maximo de |I'¢| pertence ao conjunto {2d, 12, 24, 60}.
Assim, para d > 30 o valor maximo de |I'¢| é 2d.

Agora, vamos analisar o caso d par, para 4 < d < 28.

4Basta escolher C = {[1 : &/ ]}‘;'=1 , sendo & uma raiz primitiva d -ésima da unidade.
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Note que, o Teorema de Classificagdo de Klein nos garante que I'c =~ G com
G € {Dy, Ay, S4. As}.> Neste caso, segue das tabelas (A.3) e (A.4) que:

| G [ d=an+ Bna+yn3+8|G] |
Dy || d =ak + Bk + y2 + 62k
Ag || d = a6+ B4+ y4 + 612 (4.6)
Ss || d=al2+ B8+ y6+ 824

As || d = a30+ 20+ y12 + 560

coma, B,y € {0,1} e § > 0 inteiro.

Se considerarmos somente o grupo diedral de ordem maxima, ao qual /¢ pode ser
isomorfo, segue do item (ii) no Teorema A.2 e da tabela em (4.6) que:

’ 4<d <28par ‘ I'c pode ser isomorfo a ‘ ordem maxima de I'c ‘
d=14 Ag, Dy 12
d e {6, 8} Dd, Ag, Sa 24
d =10 Dlo, A4 20 (47)
d=12 D13, Ag, S4, As 60
d #20,14 <d <28 Dy, As, Sa 2d
d =20 D»o, As 60

Por simplicidade, no que segue do texto usaremos a notagdo: oo = [0 : 1] ea =
[1:a]coma e C.

d = 4 A partir de (4.7) temos que ['¢c =~ D4 ou I'c = A4. Se escolhermos C =

{0, 1, w, w?}, sendo w raiz cubica primitiva da unidade, tem-se que [u : v] —>
[wu : v] é um elemento de ordem 3 de I'c, logo I'c =~ A4 e a ordem méaxima ¢ 12.

Para os outros valores de d, nos remetemos a citar a escolha do conjunto C tal que
|I'c| atinge o valor maximo listado em (4.7).

d = 6 Considere C = {00,0,1,i,—1,—i} sendo i € C raiz quarta primitiva da
unidade.

d =8 Considere C = {k,ik,—k,—ik, k', ik~ ', —«~1, —ik™!}, sendo k € C
uma raiz da equagdo x2 — (i + 1)x —i = 0.

d = 10 Considere C sendo o conjunto das raizes 10-ésimas da unidade.

d = 12 Seja w raiz quinta primitiva da unidade, § = w3 + w? e considere
C = {00,0,6, 9w,9w2,9a)3,9w4,—971,—97160,—9710)2,—971603,—971604}.

d # 20,14 < d < 28 par. Considere C sendo o conjunto das raizes d-ésimas da
unidade.

d =20 Vejap. 47 em Andria (2016).

5Ao procurarmos o valor maximo de | I'c |, descartamos o caso em que I'c € ciclico.
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Assim, se Ng = ng com ¢ de grau d escolhido de modo que |I'¢| tenha a maior
ordem possivel, entdo tem-se que:

Ny =3d?, sed ¢{4,6,8,12,20},

N4y = 64, Ng = 180, Ng = 256, Njp = 864 e N9 = 1600. (4.8)

Exemplos de superficies Sy comngy = Ny
A partir da descricdo apresentada, tem-se que
* Nocasod > 3, tal que d ¢ {4,6,8, 12,20}, basta considerar C = {[1 : Si]}f.":_o1
sendo £ uma raiz primitiva d-ésima da unidade. Visto que C = Zp1(¢), sendo
d(u,v) = u? —v?, segue que Sp = Z(x4 — y4 — z4 4 14). Observe que a
superficie Sy ¢ projetivamente equivalente a superficie de Fermat F; = Z(x4 +
y¢ 4+ z¢ 4 19).
* Nocaso de d = 4, obteve-se C = {[1:0],[1 : 1],[I : @], [1 : @3]}, com w € C tal
quew # lew? = 1. Como C = Zp1(¢) sendo ¢ (u, v) = v(v: —u?), segue que
Sp = Z(y(y® — x3) — 1(13 — 23)). Observe que Sy € projetivamente equivalente
a superficie de Schur Z(x* — xy3 + z13 — z4).
» Para d = 6, obteve-se o conjunto

C={0:1],[1:0],1:1],[1:i],[1:—=1][1:—i]}.

Uma vez que C = Zp1(¢) com ¢(u,v) = uv(v* —u?), C da origem a superficie
séxtica ndo singular

Sp = Z(xy(y* —x*) — 21" - 2*)).

+ Sed = 8, entdo ao escolher k € C sendo uma raiz da equacio x> —(i +1)x—i = 0,
segue que ¢ (u, v) = u® + v® — (k* + Kk~*)u*v* tem por conjunto de zeros

Z(p) ={[1:ak),[1:ak |a e} sendol ={1,—1,i,—i}.
De fato, ¢ da origem a superficie ndo singular de grau 8
Sp = Z(x®+ y¥ — (k* + i Hxtyt — 2B =B (1t MY

contendo 256 retas.

®Na pagina 2 do artigo de Rams ¢ Schiitt (2015), os autores conjecturam que toda superficie quartica ndo
singular contendo 64 retas ¢ projetivamente equivalente a quartica de Schur.
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* No caso d = 12, obtemos
4
o(u,v) = uvn(—w2’u2 + o/ uv 4+ v?)
j=0

sendo @ uma raiz quinta primitiva da unidade tal que

4 4
Sp =2 xyl_[(—a)zsz + o' xy + y?) —Ztl_[(—a)zjz2 +w’zt +1?)
j=0 Jj=0

¢ uma superficie ndo singular de grau 12 contendo 864 retas.
* Nocaso d = 20
du,v) = —(u?® + v?%) + 228 v> —u’v'®) — 49441910,

da origem a supetrficie Sy = Z(¢(x,y) — ¢(z,t)) ndo singular de grau 20 que
contém 1600 retas.

Observagao 4.2. Vamos fazer algumas comparagdes com os resultados obtidos até agora.

+ Lembre que a cota de Fermat #(%(Fy)) = 3d? < rg < by = 11d?> —30d + 18
para d > 3. Entretanto, para d € {6, 8, 12,20} temos a seguinte tabela

[ d [3d® | Na | ba |
6 [ 108 [ 180 | 234
8§ | 192 | 256 | 482
12| 432 | 864 | 1242
20 [ 1200 | 1600 | 3818

Assim, 3d? < N; < vq < bg parad € {6,8,12,20}.

* Boissicre e Sarti (2007) apresentaram a superficie de grau 8 dada pelo polinomio
X8 p8 128 8 1 168x2y2222 4 140y 4t 2ttt oyttt Y

que contém 352 retas.



Classificacdo dos
automorfismos da
reta projetiva

A.1 Acao de um grupo sobre um conjunto

Se (G, *) for um grupo com elemento neutro e, considere G* = G — {e}.

Lembremos que o grupo G age pela esquerda num conjunto C, se existe uma fungao
de G x C em C que associa a cada par (g, x) um unico elemento em C, que denotaremos
por g-x, satisfazendo as condi¢des:

(1) e-x = x, paratodox € C,
(i) h-(g-x) = (hx g)-xparatodox € C,h,g € G.

Paracadax € C, Gy = {g € G|g-x = X} é denominado de estabilizador de x em G
e Oy = {g-x € C|g € G} é denominado de drbita de x (relativa a agdo definida por “-”).
Um resultado importante neste contexto é a seguinte

Proposicao A.1. Com as notagées acima, verifica-se que:

(1) Ox = Oy se, e somente se, existe g € G, tal quey = g-X.

(ii) Ox N Oy = B ou Ox = O,

(iii) Para todo y € Oy tem-se que Gy e G sdo grupos conjugados (logo isomorfos).

(iv) |Ox| = (G : Gx). Portanto, se G for um grupo finito, o niimero de elementos de cada
orbita, é um divisor da ordem do grupo G.
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Se C for um conjunto finito, a Proposi¢do A.1 nos garante que podemos escolher uma
quantidade finita de elementos em C, digamos X1, X2, . . . , Xk, tais que:

C =05 UOx, U---U O sendoque Oy, N Oy, =0, Vi # | (A1)

Neste caso, X1, X3, ..., Xx denomina-se sistema de representantes determinado pela a¢do
de G em C. A particdo em (A.1) é chamada de decomposi¢cdo de C em orbitas (valendo
a unicidade a menos de uma permutacdo dos indices).

A seguir, iniciamos o estudo dos automorfismos de P! e seus subgrupos finitos, visto
que desempenham um papel muito importante na contagem de retas que foi realizada no
Capitulo 4.

A.2 Automorfismos da reta projetiva

Seja Iso(C?) o grupo constituido pelos isomorfismos lineares de C2 em C?2 sob a operagio
de composicio de fungdes. Como cada aplicagdo T € Iso(C?) leva retas pela origem em
retas pela origem, 7" induz a fungdo

T:P! — P!, dadapor T([v]) = [T(V)].

O conjunto formado por tais fungdes sera denotado por Aut(P!) e seus elementos deno-
minados automorfismos de P! ou mudanca de coordenadas projetivas de P'.

Sejam GL,(C) o grupo (com o produto usual de matrizes) formado pelas matrizes
2 x 2 complexas invertiveis e E; (C) o subgrupo normal de GL,(C) formado por todas as
matrizes multiplas da identidade.

Lembre que a fungdo de Iso(C?) em GL,(C) dada por T > [T], sendo [T] €
GL,(C) a matriz associada a T da base canOnica na base candnica, ¢ um isomorfismo de
grupos. Por exemplo, se T € Iso(C?) é tal que [T'] € E»(C) , entdo T = idp1 € Aut(Pl).

Listamos a seguir algumas das propriedades essenciais dos elementos de Aut(P!) que
usaremos neste texto.

Proposicio A.2. Sejam T,S € Aut(P') determinadas por T, S € Iso(C?), respectiva-
mente. Entdo verifica-se que:

(1) T = S se, e somente se, T = AS para algum A € C ndo nulo.

(ii) Dados os pontos p1,P2,P3,q1,q2 € q3 em P! tais que p; # pj e qi # q; para todo
i # j, existe um tnico T € Aut(P'), tal que T(p;) = q; parai = 1,2, 3.

(iii) Aut(Pl) com a composigdo de fungdes é um grupo, tendo idp1 por elemento neutro.

(iv) 4 fungdo ¥ : Aut(P!) — PGL,(C) := GL,(C)/E»(C) dada por T — [T] -
E>(C) é um isomorfismo de grupos.
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Salientamos que a proxima subse¢do comeca com a nog¢do de ponto fixo, além de
introduzir nota¢des para certos automorfismos da reta projetiva complexa (que poderdo
ser utilizados pelo leitor na determinacdo do valor de |I'¢| para um dado subconjunto C
de P1). A Proposicio A.4 ¢é o resultado que nos permitira classificar os subgrupos finitos
de Aut(P!) a partir da decomposigdo em orbitas de seus pontos fixos.

Teorema de classificacdo de Klein

O leitor podera apreciar a importancia do Teorema de classificagdo de Klein, para o de-
senvolvimento deste texto, no momento que formos estudar os conjuntos invariantes de
pontos na reta projetiva, visto que o grupo PGL;(C) ¢ isomorfo ao grupo dos automorfis-
mos da reta projetiva (veja Proposi¢ao A.2).

Teorema A.1 (Teorema de classificagdo de Klein (TCK)). Um subgrupo finito de PGL,(C)
¢é isomorfo a exatamente um dos seguintes grupos:

(1) Gy, o grupo ciclico de ordem m;

(i1) Dy, o grupo diedral de ordem 2m, m > 2;
(iii) A4 o grupo alternado de ordem 12;
(iv) S4 o grupo das permutagées de ordem 24,
(v) As o grupo alternado de ordem 60.

Se dois subgrupos de PGL;(C) sdo isomorfos, entdo eles sdo conjugados.

A.3 Acio de subgrupos de Aut(P') sobre pontos fixos

Lembremos que p € P! é um ponto fixo de T € Aut(P!) se T(p) = p.

Notagoes: No que segue considere e; = [1 : 0]ee; = [0 : 1]. Se « € C for ndo nulo,
entdo C, B. e R, denotardo os automorfismos de P! dados por: Ce([x : ¥]) = [x +«V :
v, B([x : y]) =[xy : x] e Re([x : y]) = [kx : y]. Em particular, temos que Ry = idp1
(o qual possui infinitos pontos fixos). Observe que

Automorfismo Pontos fixos Valor Valor Ordem
emej em ex
C e e k:1 infinita
K 1 1 [ ] ( A 2)
B [V 1], [k o 1] () e 2
ord(k
Ry, k 5é 1 €1,€2 €] €2 em ((C(*,))

Sobre pontos fixos. Seja T € Aut(P!), com T # idp1.
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* T possui sempre pelo menos um ponto fixo e pode ter no maximo 2 pontos fixos.
(cf. Lema 2.4, p. 15 em Andria (2016)).

* Se T € Aut(P!) ¢ de ordem finita, entdo T possui exatamente dois pontos fixos
diferentes (cf. Corolario 2.5, p. 17 em Andria (ibid.)).

A seguir para cada subgrupo G de Aut(P!), considere
Fix(G) = {p e P! | p € ponto fixo de algum elemento em G*}.

Observe que
+ Se x € Fix(G), entdo T(x) € Fix(G) paratodo T € G.!
* (T,x) —> T(x) define uma a¢do pela esquerda de G em Fix(G).

Na préxima proposicdo considere a a¢do pela esquerda (T, x) —> T(x), tanto para G
quanto para H .

Proposicdo A.3. Seja G um subgrupo finito de Aut(P') com |G| > 1 tal que Fix(G) =
O1U---UOy éadecomposicio em orbitas de Fix(G). Se H for um subgrupo de Aut(P1)
isomorfo ao grupo G, entdo existe L. € Aut(P') tal que Fix(H) = L(O;) U---UL(Ox)
é a decomposi¢do em orbitas de Fix(H).

Demonstragdo. Ver Proposigdo 3.3, p.43 em Andria e Rojas (2022). O

A demonstracdo da Proposi¢do A.4, que enunciaremos a seguir, encontra-se na se¢ao
6.12 do texto de Artin (2010) (também na p. 3 de Dolgachev (2009)).

Proposicio A.4. Seja G é um subgrupo finito de Aut(P') de ordem N > 2 tal que
Fix(G) = O1 U ---U Ok, na qual O; = O,

é a decomposicdo de Fix(G) em orbitas induzida pela a¢do (T,x) +—> T(x) (antes da
Proposicao A.3). Entdo
(i) Sex € O;, entdo |G| = |Gy, | := E; > 2, para cada i.
(i) k € {2,3}. Além disso,
o k = 2 se, e somente se, G ¢ ciclico.

» Sek =3e E; < Ey < Ej, entdo sé uma das seguintes possibilidades ocorre:

| E\ [ E2 | Es [ G éisomorfo ao grupo |

2 2 |m=2 D,,
2 3 3 Ay
2 3 4 Sa
2 3 5 As

'De fato, se x € Fix(G), entdo existe S € G* tal que S(x) = x. Agora, basta observar que ToSoT~! € G*
efixaT(x)seT € G.
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E consequentemente, se n; = % (é a cardinalidade das orbitas) parai = 1,2,3,
temos:
[ n1 [ ny [ n3 | G éisomorfo ao grupo |
m | m 2 D,,
6 | 4| 4 Ay (A.3)
2] 8 6 Sy
30120 | 12 As

Na proxima subsecdo sera utilizada a proposicao acima (junto com o Teorema de Clas-
sificaciio de Klein) para classificar os subgrupos finitos de Aut(P') que deixam invariantes
subconjuntos finitos da reta projetiva (cf. Teorema A.2). Sendo esse Teorema um dos re-
sultados que nos permitem determinar a cota Ny em (4.8).

Classificando subgrupos de Aut(P!) que fixam um conjunto
Para cada subconjunto C de P!, considere
Ic ={T € Au(P") | T(C) = C}.
Proposicdo A.5. I'c é um subgrupo de Aut(P), cuja ordem é finita se #(C) > 3.
Demonstragdo. Ver Proposicao 3.5, p.45 em Andria e Rojas (2022). O

Exercicio A.1. Se C = {p1,p2,p3}, entdo cada 0 € D3 determina T, € I'c dado por
T4 (pi) = po) ((ii) na Proposigdo A.2). Mostre que ¥ : D3 — I'¢c dadaporo +— T,
¢ um isomorfismo de grupos.

A seguir, assuma que Oy denota a 6Orbita de x relativa a a¢do (T, p) —> T(p) de I'c
emC,eque C = O1U---UOy ¢é adecomposigdo em Orbitas relativa a essa agdo. Lembre
que Fix(I'¢) € o conjunto formado pelos pontos fixos dos elementos de (I'¢)*.

Proposiciao A.6. Sex € C e#(C) = d >3, temos:

(i) Ox C Fix(fc) N C sex € Fix(I'¢), caso contrdario Ox NFix(I¢c) NC = @ e
#(Oy) = |Ic|.

(ii) Se I'c ndo for ciclico e Fix(I'c) = O1 U Oz U O3 for a decomposi¢do em orbitas
de Fix(I'c) sob a agdo de I'c (dada por (T,p) —> T(p)), entdo:

d =any + Bny + yns +8|Icl, (A.4)
naquala, B,y €{0,1}, § >0 e n; = #(0;).
Demonstragdo. Ver Proposicao 3.6, p.45 em Andria e Rojas (ibid.). O

O proximo Teorema contém os resultados mais importantes para a determinagdo de I'c
(a menos de isomorfismo). Sua demonstra¢do tem como base o Teorema de classificacao
de Klein (TCK), a Proposi¢do A.4 e a equagdo (A.4) acima.
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Teorema A.2. Seja C um subconjunto de P! com d pontos (d > 3). Verifica-se que:
(i) Se I'c for ciclico entdo |I'c| < d.

(i) Se I'c = Dy o grupo diedral, sendok > 2, entdok |d ouk | (d —2). Em particular,
k<d.

(iii) Se C = {[1 : éj]}‘]‘-’zl, sendo & uma raiz primitiva d-ésima da unidade, entdo
I'c = Dg,.

(iv) Sed éimpar e I'c nao é ciclico, entdo I'c = Dy para algum k, 3 < k < d.
Demonstragdo. Ver Teorema 3.1, p.45 em Andria e Rojas (2022). O

Finalmente temos a base para determinar a ordem dos grupos I'¢, se C for um subcon-
junto finito da reta projetiva. O que nos permitira chegar na estimativa de Ny em (4.8),
referente a quantidade maxima de retas que tais superficies podem conter (Capitulo 4).



Reservamos este espago para ajudar o leitor a compreender o uso do sistema de computa-
¢do algébrica Maxima no propdésito do livro, que é contar as retas em superficies. Neste
apéndice, também iremos implementar no Maxima alguns dos exemplos apresentados no
Capitulo 3.

Vocé pode acessar o Maxima através de site Maxima on-line, pode instalar o programa
no seu dispositivo Android pela Google Play (Maxima on Android), ou instalar o programa
no seu computador (mais informagdes na pagina Download wxMaxima). E deixamos
claro que todas as contas que fizemos no livro foram implementadas na versdo online do
software.

B.1 Linhas de comando utilizadas no Maxima

Um guia em portugués do programa Maxima ¢ a apostila do professor Lenimar Andrade
(2015).
As orientagdes iniciais para a escrita no software sdo

* toda linha de comando deve ser encerrada com um ponto e virgula ;.
* as operagdes aritméticas basicas sdo indicadas pelos simbolos +, -, * (multiplica-

¢d0), / (divisdo) e * (potenciagdo). As prioridades das operagdes séo as mesmas da
Matematica. Parénteses podem ser utilizados para dar prioridade a algum célculo.
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¢ possivel nomear equacdes e resultado de operagdes escrevendo o nome que se
deseja dar seguido por dois pontos : antes do objeto a ser nomeado.

apos digitada a linha, deve-se pressionar a combinacdo de teclas [Shift] + [Enter]
no computador ou o botdo ‘Clic’ no Maxima on-line, para que o programa execute
o comando digitado.

No aplicativo ou computador, 8 medida que os comandos vao sendo digitados, o Ma-
xima vai colocando uma numeragéo (%il), (%i2), (%i3), ... no inicio de cada linha e
numerando as respectivas respostas do programa com (%o1), (%02), (%03), ... Na ver-
sdo online, é possivel escrever varios comandos de uma sé vez, e depois executa-los. As
respostas virdo com a repetigdo dos inputs seguidos dos seus respectivos outputs.

A seguir apresentaremos apenas os comandos que utilizaremos.

subst(x = y, expr): troca x por y em uma expressio expr que contenha x. Aqui,
x ou y podem ser variaveis ou expressodes algébricas.

coeff(expressdo, X, n): determina o coeficiente de x” numa expressdo polinomial
com uma Unica varidvel x.

diff(expressdo, variavel): Derivada da fungdo definida pela expressdo com relagéo
a variavel dada. Exemplo: diff(/og(x), x).

diff(expressdo,vary,ni,var,na,...,vars, ng): Derivada parcial de ordem n{ +
np + --- + ns da funcdo definida pela expressdo dada com relagdo as varidveis
vary,vars,...,vars. A derivada com relagdo a variavel vary é de ordem ny.
Exemplo: diff(x"2 + y, x,2, y, 4).

factor( ): é o principal comando de fatoragdo, e pode ser utilizado para nimeros
inteiros, polindomios e fracdes que envolvam polinémios (fungdes racionais).

solve(equacdo, variavel) ou solve(equacdo): resolve uma equacdo polinomial. Se
houver mais de uma variavel envolvida, entdo devem ser fornecidas as variaveis
cujos valores serdo calculados.

solve([lista de equagdes], [lista de varidveis]): resolve um sistema de equagdes
polinomiais.

setify(s): Constrdi um conjunto de elementos a partir da lista s.

Estruturas condicionais: o comando if ... then ... else ...pode ser usado na
construcdo das mais diversas estruturas condicionais, executadas somente se deter-
minadas hipoteses forem satisfeitas.

Exemplo B.1. Vamos calcular a intersegdio da parabola y = x% comareta y = 2x usando
o0 Maxima. Veremos que as solugdes serdo apresentadas como uma lista s. Para calcular a
quantidade de solugdes desta lista, primeiramente temos que transforma-la num conjunto.
Para tanto, usamos o comando setify e calculamos ss a cardinalidade deste conjunto
com o comando cardinality. Confira o input
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s: solve([x2-y.2*x-yL,[x.y]);
set: setify(s);
ss: cardinality(set);

O output é

(%il) s: solve([x2-y,2*x-yl,[x,y]);
(%o01) [[x=2,y=41,[x=0,y=0]]

(%i2) set: setify(s);

(%02) {[x =0,y =0],[x =2,y = 4]}
(%i3) ss: cardinality(set);

(%03) 2

Exemplo B.2. Vamos determinar as singularidades da superficie X = Z(f) € P3 sendo
f = yzt +xzt + xyt + xyz utilizando o Maxima on-line. Para isto precisaremos digitar
as seguintes linhas de comando

fry*z*tHx*z*tx*y*t+x*y*z;
solve([diff(f,x)=0,diff(f,y)=0,diff(f,z)=0,diff(f,t)=01,[x,y.z,t]);

e a seguir pressionar o botdo ‘Clic’. A partir deste ponto o programa ird computar as deri-
vadas parciais (através do uso dos comandos diff (f,x),...,diff (f,t)) e, na sequéncia,
com o comando solve, encontra as solu¢des do sistema em questdo. Obtendo o output

(%il1) fry*z* tHx*z* t+x*y*t+x*y*z;

(%o01) xyz+tyz+txz+txy

(%i2) solve([diff(f,x)=0,diff(f,y)=0,diff(f,z)=0,diff(f,t)=0],[x,y,z,t]);

(%02) [[x=0,z=%r1,y=0,t=0],[x=%r2,2=0,y=0,t=0],
[x=0,z=0,y=Y%r13,t=0],[x=0,z=0,y=0,t=%r4]]

Interpretamos estas solu¢des no espago projetivo como
{0:1:0:0],[1:0:0:0[,[0:0:1:0],[0:0:0:1]}.
Esses pontos sdo as singularidades de f.

Um problema importante no que compete a contagem de retas em superficies diz res-
peito a determinagdo dos coeficientes de um dado polindmio. Como veremos no proximo
exemplo o Maxima podera nos auxiliar nessa empreitada.

Exemplo B.3. Seja f := Au® + Bu?v + Cuv? + Dv3 € C[u, v]. Como encontrar 0s
coeficientes deste polinomio?

a) Através do calculo das derivadas parciais, para o qual, utilizamos o comando diff.
De fato, para determinar o coeficiente A, derivamos 3 vezes f com relagdo a u e
dividimos por 3!, como segue
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f: A*uN3+B*u N 2¥v+C *utvA 2+ D *v3;
diff(f,u,3)/(3!) /* coeficiente de u3 */;

Os outros coeficientes podem ser calculados de maneira analoga.

b) Através de uma combinag@o dos comandos subst e coeff. Para determinar o coe-
ficiente A de f primeiro substituimos v = 1 em f, obtendo g(u) := f(u, 1), em
seguida, usamos o comando coeff como segue

f: A*u\3+B*u\2*v+C *u*v 2+ D*v/3;
g: subst([v=1],f) /* substituindo v=1 em f */;
coeff(g,u,3) /* coeficiente de u3 */;

Os outros coeficientes podem ser encontrados de forma analoga.

Observagao B.1. No exemplo acima podemos considerar os coeficientes A, B,C ¢ D
como expressdes polinomiais com coeficientes complexos num determinado conjunto de
variaveis (por exemplo, no anel Cla, b, ¢, d]), nos quais ndo comparecem u nem v, €
neste caso o leitor pode utilizar os mesmos procedimentos (do supracitado exemplo) para
determinar os os coeficientes de f := Au3 + Bu?v + Cuv? 4+ Dv3.

Exercicio B.1. Considere f := Au* + Bu3v 4+ Cu?v? + Duv? 4+ Ev* € Clu,v].
Escreva um procedimento utilizando o Maxima (ou outro pacote de computacio) para
determinar os coeficientes de f.

Exercicio B.2. Seja f € CJu, v] um polindmio homogéneo de grau ¢ > 1. Escreva um
procedimento utilizando o Maxima (ou outro pacote de computac@o) para determinar os
coeficientes de f.!

B.2 Contando retas com o Maxima

A proposta a seguir ¢ implementar (no Maxima) o célculo da quantidade de retas nas
superficies consideradas em alguns dos exemplos citados no Capitulo 3.

Exemplo B.4. A primeira superficie para qual utilizamos a estratificagdo com o objetivo
de contar retas, foi a superficie Z(xz2 + x2t + y?) C P3 (cf. Exemplo 3.3).

A seguir vamos apresentar o procedimento que podemos implementar no Maxima para
calcular os polindmios G (u, v) definido em (3.3), em cada estrato. Para isto, precisamos
apenas informar o polindmio que determina a superficie (neste caso, f 1= xz2+x%t+y3)
e utilizar o comando subst que faz a substitui¢do das variaveis x, y, z, t no polindmio
pelas coordenadas dos pontos nas retas no determinado estrato. De fato, no estrato V; (3.2)

!'Sugestdo: Pesquise os comandos: for ... while ... no Maxima.
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comeg¢amos com as linhas de comando no primeiro bloco (que corresponde ao nosso input)
para obtermos G (u, v) :=fEi paracadai € {0, 1,...5} no output, conforme indicado a
seguir.

No estrato 5, para calcular G(u, v) = f(0,0, u, v) (isto é, fE5) utilize o input

i x*zN2+t*x N 2+y 35
fES: subst([x=0,y=0,z=u,t=v],f) /* Estrato 5 */ ;

Obtendo o output

(%il) f: x*z2+t* x\2+y"3;

(%o1) xz% + y3 4+ 1x?

(%i2) fES: subst([x=0,y=0,z=u,t=v],f) /* Estrato S */;
(%02) 0

No estrato 4, para calcular G(u, v) = f(0,u, au,v), (isto é, £E4) utilize o input

fE4: subst([x=0,y=u,z=u*a,t=v],f) /* Estrato 4 */;

Obtendo o output

(%i3) fE4: subst([x=0,y=u,z=u*a,t=v],f) /* Estrato 4 */;
(%03) u3

No estrato 3, para calcular G(u, v) = f(0,u,v,au + bv), (isto &, £E3) utilize o input

fE3: subst([x=0,y=u,z=v,t=u*a+b*v],f) /* Estrato 3 */;

Obtendo o output

(%i4) fE3: subst([x=0,y=u,z=v,t=u*a+b*v],f) /* Estrato 3 */;
(%04) u3

No estrato 2, para calcular G(u, v) = f(u,au, bu,v), (isto é, £E2) utilize o input

fE2: subst([x=u,y=u*a,z=u*b,t=v],f) /* Estrato 2 */;

Obtendo o output

(%iS) fE2: subst(|x=u,y=u*a,z=u*b,t=v],f) /* Estrato 2 */;
(%05) u?v + b2u3 + a3u3

No estrato 1, para calcular G(u,v) = f(u,au,v,bu + cv), (isto é, £E1) utilize o
input
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fE1: subst([x=u,y=u*a,z=v,t=u*b+v*c],f) /* Estrato 1 */;

Obtendo o output

(%i6) fE1: subst([x=u,y=u*a,z=v,t=u*b+v*c|,f) /* Estrato 1 */;
(%06) uv? 4 u?(cv + bu) + a3u3

No estrato 0, para calcular G(u,v) = f(u,v,au + cv, bu + dv), (isto é, £EO) utilize
0 input

fEO: subst([x=u,y=v,z=u*a+v*c,t=u*b+v*d],f) /* Estrato 0 */;

Obtendo o output

(%i7) fEO:subst([x=u,y=v,z=u*a+v*c,t=u*b+v*d],f)/*Estrato 0*/;
(%07) u(cv + au)? + v3 4+ u?(dv + bu)

Para vocé rodar estes procedimentos no Maxima on-line, copie todos os comandos
dos blocos de input anteriores (onde ndo aparece o simbolo %), cole no programa (talvez
voceé precise consertar a primeira linha quanto ao acento circunflexo, o * e os sinais de -)
e aperte no botao “Clic”.

Exemplo B.5. Considere X = Z(yzt + xzt + xyt + xyz) C P3 (cf. Exemplo 3.4).
Neste exemplo vamos fazer uma descri¢ao de como utilizar o Maxima para determinar
os pontos singulares de X ¢ a cardinalidade das retas em cada estrato V; (em (3.2)) que
estdo contidas em X.
Primeiro informamos o polindbmio f := yzt + xzt + xyt + xyz ao programa, a
seguir utilizaremos uma combinac¢do dos comando solve e diff para encontrarmos os
pontos singulares, se eles existirem. Use o input a seguir

fyskzxt+Xx*z%t+X%ky*xt+X%Y*z;
solve([diff(f,x)=0,diff(f,y)=0,diff(f,z)=0,diff(f,t)=0]);

E o programa nos da o seguinte output

(%i2) solve([diff(f,x)=0,diff(f,y)=0,diff(f,z)=0,diff(f,t)=0]);
(%02) [[x=0,z=%r1,y=0,t=0],[x=%12,z=0,y=0,t=0],
[x=0,z=0,y=%r13,t=0],[x=0,z=0,y=0,t=%r4]]

Logo, o conjuntos dos pontos singulares é
{[0:1:0:0],[]1:0:0:0],[0:0:1:0],[0:0:0:1]}.

Agora, vamos comecar explicando como fazer a contagem de retas no estrato 5, de
forma detalhada. Para ent3o explicar como o leitor podera utilizar o Maxima nos outros
estratos, uma vez que o procedimento utilizado no estrato V5 ¢ diferente dos demais.
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Estrato 5. Utilizando as ideias expostas no exemplo anterior, determinamos o polinémio
G(u, v), que chamamos de fE5 no programa. Observe que se o polindmio G(u,v) = 0,
entdo a unica reta nesse estrato pertence a superficie em questdo. Para determinarse G = 0
ou G # 0, utilizamos if ... then ... else ... no programa. De fato, se o output do
Maxima indicar 1, entdo a Unica reta do estrato Vs estd contida na superficie (isto €, o
polindmio G(u,v) ¢é nulo), caso contrario, sera indicado 0 no programa. Desta forma,
temos o input a seguir

fES: subst([x=0,y=0,z=u,t=v],f) /* Estrato 5 */;
if fE5=0 then ss5:1 else ss5:0;

E obtemos o seguinte output

(%i3) fES: subst([x=0,y=0,z=u,t=v],f) /* Estrato S */;
(%03) 1

Logo, no estrato 5 temos uma reta.

Para abordarmos os proximos estratos, comecaremos encontrando os coeficientes de
fEi= G(u,v) (parai=0, ..., 4) seguindo o procedimento do Exemplo B.3. Vale salientar
que esses coeficientes sdo expressdes polinomiais nas variaveis a, b, ¢, d, e que em todos
os estratos serdo nomeados por ££0, ff1, ff2e f£f3.

Depois, formamos um sistema de equacdes com estes coeficientes, consideramos si
o conjunto de solugdes deste sistema, e ssi a cardinalidade de si. O numero de retas no
estrato i € ssi, parai=0, ..., 4.

Estrato 4. O input para a contagem das retas neste estrato ¢

fE4: subst([x=0,y=u,z=u*a,t=v],f) /* Estrato 4 */;

fF3: diff(fE4,u,3)/(3!) /* coeficiente de u> */;

ff2: diff(fE4,u,2,v,1)/(2!) /* coeficiente de u?v */;

ff1: diff(fE4,u,1,v,2)/(2!) /* coeficiente de uv? */;

ff0: diff(fE4,v,3)/(3!) /* coeficiente de v3 */;

s4: solve([f3=0,f2=0,ff1=0,{f0=0],[a]) /* conjunto solugdo do sistema */;
ss4: cardinality(setify(s4)) /* cardinalidade do conjunto solugéo do sistema */;

Obtemos o output
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(%i4) fE4: subst([x=0,y=u,z=u*a,t=v],f) /* Estrato 4 */;

(%o04) au?v

(%i5) f3: diff(fE4,u,3)/(3!) /* coeficiente de u> */;

(%05) 0

(%i6) ff2: diff(fE4,u,2,v,1)/(2!) /* coeficiente de w2y */;

(%06) a

(%i7) ff1: diff(fE4,u,1,v,2)/(2!) /* coeficiente de uv? */;

(%07) 0

(%i8) ff0: diff(fE4,v,3)/(3!) /* coeficiente de v3 */;

(%08) 0

(%i9) s4: solve([ff3=0,12=0,f1=0,ff0=0],[a])/* conjunto solucio do
sistema */;

(%09) [[a = 0]]

(%i10) ss4: cardinality(setify(s4)) /* cardinalidade do conjunto

solucdio do sistema */ ;
(%010) 1

Logo, no estrato 4 temos uma reta.

Para continuar calculando a quantidade de retas da superficie X nos proximos estratos,
basta repetir o procedimento indicado acima.

Calculemos agora o nimero de retas que a superficie X contém. Para isso, basta somar
a quantidade de retas em cada estrato, ssi (i=0, . . ., 5), como no input a seguir.

total: ssO+ssl+ss2+ss3+ss4 +ss5 /* Total de retas */;

E obtemos o seguinte output

(%i40) total: ss0+ss1+ss2+ss3+ss4 +ss5 /* Total de retas */;
(%040) 9

E assim, a superficie X contém 9 retas.

Observagao B.2. No exemplo anterior realizamos as contas para uma superficie de grau
3. Para facilitar a copia e a colagem de todos os comandos que nos ajudam a contar as
retas (no caso de superficies ciibicas), unificamos todos eles na tabela a seguir.

Assim, para que vocé possa realizar testes no Maxima on-line, basta vocé copiar toda
a tabela, colar no Maxima on-line, adicionar a equacao do polinémio desejado, e por fim,
apertar o botdo ‘Clic’.
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f:;
solve([diff(f,x)=0,diff(f,y)=0,diff(f,z)=0,diff(f,t)=0]);
fES:subst([x=0,y=0,z=u,t=v],f) /* Estrato 5 */,

if fE5=0 then ss5:1 else ss5:0;
fE4:subst([x=0,y=u,z=u*a,t=v],f)/* Estrato 4 */;
f3:diff(fE4,u,3)/(3!); f£2:diff(fE4,u,2,v,1)/(2!);
ff1:diff(fE4,u,1,v,2)/(2!); ff0:diff(fE4,v,3)/(3!);
s4:solve([ff3=0,2=0,{f1=0,f0=0],[a]);
ss4:cardinality(setify(s4));
fE3:subst([x=0,y=u,z=v,t=u*a+b*v],f) /* Estrato 3 */;
f£3:diff(fE3,u,3)/(3!);f2:diff(fE3,u,2,v,1)/(2));
ff1:diff(fE3,u,1,v,2)/(2!); ff0:diff(fE3,v,3)/(3!);
s3:solve([ff3=0,{2=0,{f1=0,f0=0],[a,b]);
ss3:cardinality(setify(s3));
fE2:subst([x=u,y=u*a,z=u*b,t=v],f) /* Estrato 2 */;
f13:diff(fE2,u,3)/(3!); f2:diff(fE2,u,2,v,1)/(2!);
ff1:diff(fE2,u,1,v,2)/(2!);ff0:diff(fE4,v,3)/(3!);
s2:solve([ff3=0,{f2=0,{f1=0,f0=0],[a,b]);
ss2:cardinality(setify(s2));

fE 1:subst([x=u,y=u*a,z=v,t=u*b+v*c],f) /* Estrato 1 */;
ff3:diff(fE1,u,3)/(3!); f12:diff(fE1,u,2,v,1)/(2!);
ff1:diff(fE1,u,1,v,2)/(2!); ffO:diff(fE1,v,3)/(3!);
s1:solve([ff3=0,f2=0,{f1=0,ff0=0],[a,b,c]);
ss1:cardinality(setify(s1));
fEO:subst([x=u,y=v,z=u*a+v*c,t=u*b+v*d],f) /* Estrato 0 */;
f3:diff(fE0,u,3)/(3!); f2:diff(fEO0,u,2,v,1)/(2!);
ff1:diff(fE0,u,1,v,2)/(2); ff0:diff(fEO0,v,3)/(3!);
s0:solve([ff3=0,12=0,{f1=0,f0=0],[a,b,c,d]);
ss0:cardinality(setify(s0));

total: ssO+ssl+ss2+ss3+ssd +ss5 /* Total de retas */;

Exemplo B.6. Seja X = Z(t(y? — xz) + y(x? — z2) C P3 (cf. Exemplo 3.5). O
leitor pode calcular copiando os comandos da Observacao B.2, adicionando a equacdo do
polindmio!

Exemplo B.7. O leitor pode copiar os comandos da tabela da Observagdo B.2, adicio-
nando a equagdo do polindmio f := x3 + y3 + z3 + 3 para conferir que a clibica de
Fermat 73 := Z(f) C P3 contém 27 retas (cf. Exemplo 3.6).

Exercicio B.3. Seja X := Z(t* + xy® + yz3 + zx3) C P3. Verifique que X € uma
superficie ndo singular que ndo contém retas.

Sugestao: desenvolva os comandos no maxima para o caso grau 4, sabendo que o input
do estrato 0 é
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et xxy3+y*z3 42523

fEO: subst([x=u,y=v,z=u*a+v*c,t=u*b+v*d],f);
ff4: diff(fE0,u,4)/(4!); ff3:diff(fE0,u,3,v,1)/(3!);

ff2: diff(fE0,u,2,v,2)/(4); ff1: diff(fEO0,u,1,v,3)/(3!);
ff0: diff(fE0,v,4)/(4!);

s0: solve([ff4=0,{f3=0,{2=0,{f1=0,f0=0],[a,b,c,d]);
ss0: cardinality(setify(s0));

Exercicio B.4. Verifique que X = Z(x*+x2y2 + y3z +z* + 2212 +1*) é uma quartica
ndo singular que ndo contém retas.
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