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A Tomografia por Impedancia Elétrica, Electrical Impedance Tomography (EIT) em in-
glés, ¢ uma técnica de imagem que aplica correntes elétricas e mede os potenciais resul-
tantes na superficie de um corpo, visando a reconstru¢do da condutividade (ou condutivi-
dade e permissividade) elétrica no interior desse corpo. A EIT ¢ amplamente empregada
em diversas areas como medicina (monitoramento da fungdo dos pulmdes ou detec¢do de
cancer de pele ou mama), geofisica (localizacdo de depdsitos subterraneos) e em testes
nao destrutivos (determinacdo de falhas em materiais), veja Kirsch (2011) e as referén-
cias 14 indicadas. No entanto, a reconstru¢do da condutividade elétrica no interior de um
corpo, a partir de medi¢gdes em sua superficie, € um problema matematico desafiador, de-
vido principalmente a dependéncia ndo linear das medi¢des em func¢do da condutividade,
bem como da dependéncia ndo continua da condutividade em fung@o das medigdes, veja
Margaret Cheney e Newell (1999). Essas caracteristicas dificultam a determinagao precisa
da condutividade, resultando em imprecisdes ou inconsisténcias que tornam mais dificil a
interpretacdo das imagens geradas pela EIT.

A primeira modelagem matematica para o problema da EIT foi proposta por Alberto
Calderoén, em seu trabalho intitulado On an inverse boundary value problem, Calderén
(1980). Em sua abordagem, o autor sugeriu a descri¢do do problema direto da EIT pela
solucdo de uma equacdo diferencial parcial (EDP) apropriada, a qual determina os po-
tenciais elétricos na superficie, resultantes da aplica¢ao de correntes elétricas conhecidas.
Nessa situagdo, a condutividade elétrica ¢ uma fungdo, usada como parametro na EDP
a ser resolvida. O problema inverso associado ¢, entdo, definido pela determinagdo da
condutividade por meio do conhecimento da relagdo existente entre as correntes elétricas
aplicadas e os potenciais elétricos resultantes.

Em geral, os problemas inversos buscam determinar a causa de um efeito observado.
Por outro lado, o processo de determinar o efeito, conhecendo a sua causa, consiste no
chamado problema direto. No caso particular da EIT, a resolucdo do problema direto con-
siste na determinacdo da solucdo da equagdo diferencial parcial que modela o problema.



Dependendo das condigdes envolvidas e do modelo, pode ndo ser possivel determinar a
solucdo exata de uma maneira simples, tornando necessario o emprego de métodos com-
putacionais, como, por exemplo, o chamado método dos elementos finitos. De maneira
similar, a resolugéo do problema inverso da EIT exige uma série de cuidados, uma vez que
¢ 0 que chamamos de um problema mal posto, o qual se caracteriza pela dependéncia des-
continua da solug@o em funcdo dos dados. Esses problemas mal postos sdo tratados com
os chamados métodos de regularizagdo, os quais usualmente substituem a resolugdo do
problema mal posto pela resolucdo de uma sequéncia de problemas bem postos. Em par-
ticular, para métodos de regularizagdo iterativos, o problema direto precisa ser resolvido
varias vezes até a obteng¢do de uma solugdo aproximada do problema inverso.

O método dos elementos finitos ¢ utilizado para determinar uma aproximacao da solu-
¢do de uma equagdo variacional (podendo essa representar a solug@o fraca de uma EDP)
em um subespago apropriado de dimensdo finita. A implementagdo computacional do
método ¢ complexa e dispendiosa, sendo, entdo, razoavel o emprego de bibliotecas com-
putacionais a fim de agilizar o processo. FEniCS ¢ uma plataforma open-source, licenca
GNU Lesser General Public License (LGPLv3), para resolver equagdes diferenciais parci-
ais empregando elementos finitos em Python. Ela permite que o usuario traduza modelos
cientificos em um cédigo eficiente, de alto nivel, entre Python e C++, veja Logg, Mar-
dal, Wells et al. (2012). A biblioteca sera usada como base do codigo-fonte apresentado e
estudado no presente livro.

Esse texto tem como objetivos principais estudar os aspectos matematicos da EIT em
duas dimensoes (2D) e obter aproximagdes computacionais para o problema direto e sua
derivada, além de resolver o problema inverso usando técnicas de regularizagdo. Busca-
mos fornecer ao leitor uma fundamentagéo tedrica solida, abrangendo os principais as-
pectos da EIT e detalhar o método de elementos finitos empregado para a resolugao do
problema direto, descrevendo e estudando o comportamento de métodos de regularizagao
classicos para a resolucdo do problema inverso. Por fim, com o objetivo de testar os resul-
tados teodricos, realizamos experimentos numéricos para a resolugdo do problema inverso
da EIT, a partir da utilizagdo de dados sintéticos e experimentais.

No contexto da EIT, existem diversos modelos matematicos disponiveis para repre-
sentar o problema direto. No Capitulo 1 deste livro, apresentamos alguns desses modelos
e discutimos os principais resultados associados a cada um deles. O primeiro e mais sim-
ples é o Modelo Continuo, apresentado originalmente em Calderén (1980), cujo nome faz
referéncia as condigdes de contorno utilizadas na EDP que modela o problema. Entre-
tanto, em algumas situagdes, essas condi¢des de contorno precisam ser modificadas a fim
de melhor representar o problema real. Assim ¢ apresentado também, no Capitulo 1, a
evolugdo dos modelos da EIT até o chamado Modelo Completo de Eletrodos, Complete
Electrode Model (CEM) em inglés. Além disso, no Capitulo 1, também apresentamos a
formulagdo variacional tanto do Modelo Continuo quanto do CEM e estudamos a existén-
cia e a unicidade de solugdes, sendo essas condigdes necessarias para a definicdo precisa
dos problemas direto e inverso.

As solugdes das equagdes que modelam a EIT no Capitulo 1 sdo geralmente aproxi-
madas com o auxilio de um computador, uma vez que, no caso mais geral, ndo possuem



solu¢do analitica conhecida. Por conta disso, o Capitulo 2 destina-se a apresentar estraté-
gias de discretizagdo dos modelos, tendo em vista sua implementa¢do computacional. O
codigo-fonte que emprega as discretizagdes, resolve os problemas direto e inverso e gera
as figuras deste trabalho, estando disponivel, juntamente com a sua documentagéo, em um
repositorio do GitHub'.

O Capitulo 3 tem como objetivo a realizagdo de testes numéricos, utilizando o cédigo
acima mencionado, a fim de determinar se as aproximacgdes obtidas satisfazem as equagdes
que modelam o problema. Os testes contemplam tanto o Modelo Continuo quanto o CEM.
Nesse capitulo, analisamos também a qualidade das aproximacdes obtidas por meio da
aplicagdo de diferentes técnicas para a computagdo da derivada do operador direto.

O problema inverso ¢ estudado no Capitulo 4, por testes numéricos realizados com
o CEM. Nesse capitulo, a solug@o do problema inverso da EIT é aproximada utilizando
dados sintéticos e experimentais. Os dados sintéticos sdo gerados com o mesmo c6digo
que resolve o problema direto, utilizando, porém, uma malha mais fina e introduzindo ar-
tificialmente ruidos em um nivel controlado. Nesse caso, sdo estudados a performance de
diferentes métodos classicos de regularizacao, bem como a influéncia dos niveis de ruidos
na reconstruc¢ao da solucdo do problema inverso. Ja os dados experimentais, por sua vez,
sdo coletados a partir de um recipiente contendo 4gua salina e inclusdes de metal e plastico,
em diferentes posi¢des e formatos. Para esse caso, sdo apresentadas técnicas para estimar
0s parametros necessarios para inicializar o algoritmo de resolucdo do problema inverso,
tais como as impedancias de contato e o nivel de ruidos. Depois, a performance de dife-
rentes métodos de regularizag@o é comparada, assim como a qualidade das reconstrugoes
obtidas.

A discussdo abordada no Capitulo 4 requer conhecimentos bésicos sobre a teoria e
métodos de regularizagdo. Pensando nisso, os Apéndices A e B foram elaborados com
o0 objetivo de fundamentar os conceitos da teoria de regularizag@o de problemas inversos
mal postos, bem como apresentar diferentes métodos de regularizacdo para a resolucdo de
problemas inversos lineares e ndo lineares. No final de cada um desses apéndices, uma
série de exercicios, com diferentes niveis de dificuldade, ¢ proposta para que o leitor tenha
a oportunidade de reforcar seus conhecimentos.

E importante ressaltar o fato de que muitos topicos de interesse ndo foram estudados
neste livro, tais como a implementagdo computacional em trés dimensdes e a reconstru-
¢do simultanea da condutividade e permissividade elétrica. Além disso, diversos detalhes
importantes para uma implementagao eficiente do problema em questao nao foram aborda-
dos, entre eles: técnicas de controle de malhas, métodos de regularizagdo mais eficientes,
técnicas de resolugdo de sistemas lineares ¢ decomposi¢cdo de matrizes etc. A justifica-
tiva que usamos para ndo discutir esses assuntos pertinentes ¢ que a EIT € intensivamente
estudada e possui uma teoria bastante abrangente, de modo que optamos por focar nos
temas que acreditamos ser mais relevantes, mantendo assim um nivel razoavel de deta-
lhes nas discussdes. Dessa forma, acreditamos que este livro sera util para o leitor que
planeja iniciar um estudo sério ao problema da Tomografia por Impedancia Elétrica e da

IRespectivamente, endereco para a documentagio e repositorio: https://hafemanne.github.io/FEIT_
CBM34/, https://github.com/HafemannE/FEIT_CBM34 .
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No presente capitulo, descreveremos as equagdes diferenciais parciais que modelam ma-
tematicamente o problema fisico da Tomografia por Impedancia Elétrica (EIT, na abrevia-
tura em inglés). Existem diversos modelos distintos, mas, daremos destaque aos chamados
Modelo Continuo e Modelo Completo de Eletrodos. Para esses modelos, estudaremos a
existéncia e a unicidade de solu¢des da EDP associada, o que possibilitard a definicao
formal dos problemas direto e inverso em cada um dos casos.

Seja £2 C R? um conjunto aberto que representa uma sego transversal de um corpo. A
superficie desta se¢do sera representada pela fronteira do conjunto, a qual denotaremos por
d82. Sejay: 2 — R afung@o que representa a condutividade elétrica em §2. Ao aplicar-
-se uma corrente elétrica g: 32 —> R na superficie da se¢do, um potencial elétrico
u : 2 — R é gerado e, como consequéncia, um fluxo elétrico é formado. Esse fluxo
descreve a movimentagdo dos elétrons no interior de £2, sendo, portanto, proporcional a
condutividade elétrica. Além disso, o fluxo elétrico segue na direcdo em que o potencial
decresce mais rapidamente, ou seja, na direcdo de —Vu. Sendo assim, o fluxo elétrico é
descrito pela expressao:

—yVu.

Vamos assumir que ndo ha fontes ou drenos elétricos no interior da se¢do, o que implica
que o divergente do fluxo elétrico é nulo. Logo

div (yVu) = 0em 2. (1.1

A equacao (1.1) € a base dos modelos matematicos que descrevem a EIT. Vamos agora
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analisar diferentes condigdes de fronteira, sendo que cada uma delas resulta num diferente
modelo da EIT.

1.1 Modelo Continuo

No Modelo Continuo, introduzido em Calder6n (1980), assumimos que o fluxo elétrico ¢
totalmente transferido para a fronteira, resultando na equagéo

yg—z =g, em 342, (1.2)

onde 7 € o vetor normal e unitario, que aponta para fora de £2 em cada ponto de 952.
Vamos assumir temporariamente que as fun¢des y e u nas equagdes (1.1) e (1.2) sejam

suaves o suficiente e que o conjunto £2 possui fronteira suave. Nesse caso, decorre da

Primeira Identidade de Green que, para toda fungdo v: §2 — R suficientemente suave,

/ ya—uv ds —/ yVuVu dx = / div (yVu)v dx = 0.
a2 On 2 2

Ou seja,

/ yVuVu dx :/ gv dS, paratoda v: 2 — R suave. (1.3)
2 a2

Em contrapartida, € possivel provar que se as fungdes que aparecem na equagao variaci-
onal (1.3) s@o suaves o suficiente, entdo a EDP (1.1), com condigdo de fronteira (1.2), é
satisfeita, veja Evans (2010). Observe, no entanto, que (1.3) pode admitir solu¢des que
ndo fazem sentido em (1.1). Chamamos tais solugdes de solugdes fracas para o Modelo
Continuo.

Analisaremos agora com mais cuidado a equagdo (1.3). Gostariamos de determinar,
sob quais condi¢des essa equagdo variacional admite Gnica solugdo. Para isso, vamos
utilizar o seguinte lema:

Lema 1.1.1 (Lax-Milgram). Seja H um espago de Hilbert. Seja B: H x H — R um

funcional bilinear que satisfaz as seguintes condig¢des:

e limita¢do: Existe uma constante c; > 0 tal que |B(u,v)| < ci|ull|lvl, VY(u,v) €
H x H;

* coercividade: Existe uma constante ¢, > 0 tal que |B(u,u)| = co||ul|?>, Yu € H.
Entdo, para cada funcional linear e limitado F: H — R, existe um unicou € H tal
que

B(u,v) = F(v), Yv e H.

Prova: Veja Evans (ibid., Se¢do 6.2.1).
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Com base no lema acima e tendo em vista a equagao variacional (1.3), vamos fixar os
funcionais By, : H x H — R e Fy: H — R definidos respectivamente por

B,(u,v) = /;ZquVv dx (1.4)

Fq(v) =/ngv ds, (1.5)

onde H = H'(£2). Nesse caso, H é um espaco de Hilbert munido da norma

1 ier = W1y + 191y = [ v+ [ [9ul? ax.

O leitor nao habituado a Teoria dos Espagos de Sobolev pode consultar, por exemplo,
o livro Brezis (2010) para mais detalhes.

Supondo que o conjunto §2 seja regular o suficiente, decorre do Teorema do Trago,
veja Brezis (ibid., pagina 315) que o trago da fung@o v pertence ao espago H 12(392),
sempre que v pertenga a H !(£2). Sendo assim, para que o funcional F, esteja bem defi-
nido, vamos assumir que a fungio g pertenga ao espaco dual de H/2(3£2), ou seja, g €
H~'/2(3£2)." Por sua vez, para que B, esteja bem definido, assumimos que y € L>®(£2).

Observe que se y ¢ limitada inferiormente por uma constante positiva, entdo

|By(u,u)| = 0 < Vu = 0 <= u = constante.’

Logo a hipotese da coercividade no lema acima ndo ¢ satisfeita por B,,. Para contornar
esse problema, vamos introduzir o espago quociente

H = H/R,

onde uma fung¢do u € H éequivalente a funcdo v € H se, e somente se, u—v = constante,
veja Exercicio 1.1.

Perceba que By, : H x H —> R definida como anteriormente, ainda esta bem definida,
ja que se as fungdes u;,u, € H estdo na mesma classe de equivaléncia de H, entdo
U1 — Uy = c, para alguma constante c, ¢ assim, Vu; = V(uy 4+ ¢) = Vu,. Ainda mais,
para que Fy : H-—R fique bem definida, ¢ necessario que se tenha Fg (v) = Fg(v+c),
para toda v € H e para toda ¢ constante. Para isso, assumimos que [, & dS = 0, 0 que
interpretamos fisicamente como a Lei da Conservacdo de Energia. Nessas condigdes, é
facil checar que Fg (B, ) ¢ um funcional linear (bilinear) bem definido, veja Exercicio 1.5.

Agora, H munido da norma usual do espago quociente dada por

lull = inf (= el gy) (1.6

IComo H1/2(3£2) C L2(3£2), alguns autores preferem assumir que g € L2(3£2).
2Mais precisamente, ¥ = constante, quase sempre em §2. Por simplicidade, escreveremos apenas u =
constante.
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¢ um espaco de Banach. Além disso, a norma usual é equivalente a norma asterisco, dada
por

1/2
lulle = IVul 22y = |Vul? dx , (1.7)
Q

a qual é induzida por um produto interno, fazendo de (H., | - ||+) um espago de Hilbert,
veja os Exercicios 1.3 ¢ 1.4.

Temos que se y ¢ limitada inferiormente e superiormente por constantes positivas,
entdo segue diretamente a limitacdo e a coercividade de B,,. Ja a limita¢do de Fy segue do
Teorema do Trago. Portanto, aplicando o Lema de Lax—Milgram (Lema 1.1.1), obtemos
a existéncia ¢ a unicidade de solug@o da nossa equagdo variacional em H:

Proposicdo 1.1. Seja 2 C R? um conjunto aberto com fronteira suave. Suponha que

a condutividade elétrica y perten¢a ao conjunto LY (82). Entdo, para cada corrente

1/2 ~

elétrica g € H, '~ (052), existe uma unica u € H tal que

B, (u,v) = Fy(v), Yve H. (1.8)

Obs.: Aqui usamos as definigdes

HS'200) = (g e H'2(002) : / gds =0 (19)
282

LY(2):=1{y € L*(£2) : y = ¢ quase sempre em 2},

sendo ¢ > 0 uma constante.’ 5

Com essa proposi¢ao, obtemos a existéncia e a unicidade da solu¢do em H = H/R.
Jaem H = H'(£2), obtemos infinitas solucdes que se diferenciam duas a duas por uma
constante. Veja ainda que, entre essas solugdes, existe apenas uma que satisfaz

/ udS:z/ Ulge dS =0,
R ET)

veja Exercicio 1.2.

Observagao 1.1.2. * A restri¢do a fronteira que aparece na segunda integral acima deve
ser entendida no sentido do Teorema do Traco, ou seja, a integral do traco de u é zero.
Ainda mais, se u é continua em 2, temos que o trago de u é de fato a restrigio de u a
fronteira. Devido a isso, usaremos a nota¢do u|yg para nos referir ao trago de u;

* A integral de u, na fronteira, ser igual a zero é interpretada fisicamente como um ater-
ramento do potencial;

3De maneira analoga ao sentido empregado aqui, o simbolo ¢, subscrito & notagdo do espago vetorial, sempre
indicara que os elementos daquele espago possuem integral nula em 052.
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* Uma vez que cada classe de equivaléncia de H possui um unico elemento de H!(2),

veja Exercicio 1.2, a equagdo variacional (1.8) é satisfeita para toda v € H se, e
somente se, é satisfeita para toda v € H!(£2).

Em vista dessas observagdes, obtemos o seguinte resultado:

Proposi¢io 1.2. Sejam 2 C R? um conjunto aberto com fironteira suave e y € L°(£2).

1/2

Entdo, para cada g € Hy '~(082), existe uma vinica u € HL(82) tal que

/ yVuVu dx = / gvdS, Yve H (). (1.10)
Q R

1.1.1 Problemas Direto e Inverso

Seja £2 C R? um conjunto aberto com fronteira suave. Suponha que a fungdo y, que repre-
senta a condutividade elétrica em $2, esteja fixada e pertenca a LS°(£2). Entdo, segundo

o resultado da Proposigéo 1.2, para cada corrente elétrica g € H, Y 2(8.{2), aplicada na
fronteira de §2, obtemos um tnico potencial elétrico u € H!(£2). Agora, de acordo com

o Teorema do Trago, a voltagem, f = u|yg, pertence ao espago Hi/ 2(8!2). Dessa forma,
podemos definir o operador Neumann-para-Dirichlet (NpD), que associa a corrente elé-
trica g a voltagem resultante f":

A, HY?002) — HY?09), g f (1.11)

O operador NpD ¢ linear e continuo, veja Exercicio 1.7. Com o auxilio de A,, defini-
mos os problemas direto e inverso da EIT:
Problema Direto: Daday € L5 ($2), determine o operador NpD A,. Ou seja, determine

f e H;/z (02), para cada g € H;“Z(asz). Assim o operador direto, que define a EIT
no Modelo Continuo, ¢ dado por

F:LP(R2)CL®(R) — L (Hg/z(asz), H;l/z(ag)) Ly Ay

Problema Inverso: Determine a condutividade elétrica y € L°(£2) a partir do operador
NpD 4,.

Astala e Piivirinta (2006) demonstraram, sob condi¢des apropriadas, a injetividade do
operador direto F, o que garante a possibilidade teodrica de reconstrugdo de y a partir de
A, . No entanto, na pratica, ¢ impossivel conhecer o operador A, completamente. Sendo
assim, é preciso primeiramente aproximar A, e, em seguida, reconstruir a condutividade y .
Para isso, aplicam-se £ € N correntes elétricas g(i), i =1,...,¢emedem-se os potenciais
elétricos resultantes f ), obtendo-se assim uma aproximagao para o operador NpD. Com
essa informagdo, deseja-se, entdo, reconstruir uma condutividade elétrica y € L°(£2) tal
que

A, (g<">) =0, i=1,....¢
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Hé ainda um grande empecilho para a reconstru¢@o da condutividade y a partir de uma
aproximagdo de A,, o qual diz respeito a estabilidade. De fato, o problema inverso da EIT
¢ (exponencialmente) mal posto, o que significa que pequenas perturbagdes nos dados
implicam em grandes erros na solu¢do do problema inverso, veja Alessandrini (1988).
Dessa forma, para a reconstru¢do de y a partir de A,, é inevitdvel o uso de uma técnica
de regularizagdo, veja os Apéndices A e B.

1.1.2 Derivada Direcional do Operador Direto

Uma vez que o problema inverso da EIT ¢ mal posto, a utilizagdo de uma técnica de re-
gularizacgdo ¢ imprescindivel para a sua resolucdo. Frequentemente isso implica na neces-
sidade da determinagdo da derivada do operador direto F, o qual é Fréchet diferenciavel,
veja Lechleiter e Rieder (2008). Nessa se¢do, mostraremos, de uma maneira intuitiva e
um tanto informal, que a derivada direcional do operador direto ¢ a solugdo de uma equa-
¢do variacional apropriada. O calculo de derivadas direcionais sera util na construgédo de
matrizes Jacobianas do operador direto discretizado, discutidas na Secéo 2.1.2.

Seja 2 C R? um conjunto aberto com fronteira suave. Fixe o conjunto linearmente

independente G = {gM,...,¢g®} ¢ H;”z(asz) de correntes elétricas. Para cadai €
{1, ..., £}, defina o operador

F: L2(2) C L®(Q) — HY?082), y — 4, (g(i)) — fO,
Defina também o operador
. Fi(y) fo
Fg:LY(R) C L®(R2) — (Hj/z(ag)) Ly : =| : |. 01
Fe(y) fO

Agorafixe y € int (L (£2)) e n € L°°(£2). Vamos computar a derivada direcional de
Fg em y na dire¢do 1. Para isso, calculamos antes a derivada de cada F; em y na direcdo

n. Fixei € {1,...,£} enote que F;(y) = f® = ug)lag, onde ug,i) ¢ a tinica solugdo da
equacio variacional (1.10) com a corrente elétrica ¢ = g@® e a condutividade elétrica y.
Defina o operador auxiliar

Gi: LY(2) C L®(2) — H}(R2), y > u).

Perceba que F;(y) ¢ igual ao trago de G;(y). Agora

Gi(y +tn) — G uld oyl .
Gl(y)n = lim i(y +1n) i(y) — lim yEm M6,
t—0t t t—0+ t

onde, de (1.10),

/ qug,i)Vv dx = / gPvds, Vve H}(RQ)
2 92
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/ (y + tn)Vuglthv dx = / gPvdS, Yve HL(R).
2 a2

Ento, fixando v € H!(£2), a diferenga das tltimas duas equagdes acima resulta em

/ [()/ + tr])Vug}rm — qug,i)] Vv dx =0,
Q

ou seja,
(@) 0]

u —u .
/QyV (%) Vvdx = —/Q r]Vug,liva dx.

Tomando t —> 07T, obtemos
/ yYVo®Vy dx = —/ nVul)Vv dx, Yve HL(R). (1.13)
Q Q

A equagio variacional (1.13) acima admite tGnica solugdo 0@ € H 1(£2), conforme resul-
tado provado em Lechleiter e Rieder (ibid.). Agora, denotando o operador do trago por
T: H'(2) — H'Y2(3£2), temos que

Fi(y +in)— F(y) T(Gi(y +1n) — T(Fi(y))

F/ =1 =1
l(y)n le& 4 t»lr(gr 4
G; tn) — G; . )
-7 ( lim ily +1tn) l(V)) _ T(a)(’)) — 60(1)|39a
t—0t t

ja que o trago é um operador linear e continuo. Portanto, obtemos o seguinte resultado.

Proposicio 1.3. Seja 2 C R? um conjunto aberto com fronteira suave e
G=1{gW, ... g9

um conjunto linearmente independente de correntes elétricas. Tome Fg o operador defi-
nido em (1.12). Entdo, para cada n € L*°(2), temos que

oWag
Fe(y)n = ol == : :
0O)ye
em que w® é a tinica solu¢do em H!() da equagdo variacional (1.13).

Vamos usar esse resultado nas Se¢des 2.1.1 ¢ 2.1.2.

Perceba que, para computar F; (y)7, é necessario primeiramente determinar os vetores

ul = Fi( i =1,....0 ida determi lugdod i0 variacional
vy, = Fi(y),parai =1,...,{, eemseguida determinar a solugdo da equagdo variaciona
(1.13), parai = 1,...,£. Isso significa que a computacdo da derivada direcional de Fg
demanda a solugdo de 2¢ equagdes variacionais.
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1.1.3 A Adjunta da Derivada

Como mencionado anteriormente, a aproximagao da solu¢do do problema inverso da EIT
exige a aplicagdo de uma técnica de regularizagdo. Muitas dessas técnicas, exigem a com-
putacdo da derivada do operador direto ou, entdo, a computacdo da adjunta da derivada
aplicada num vetor especifico (veja o0 Método de Landweber nao linear, c.f. (B.20)).

Caso o problema esteja discretizado (veja Capitulo 2), a derivada do operador direto,
F{(y), pode ser representada pela matriz Jacobiana. Se esta estiver disponivel, entdo a
adjunta da derivada (referente ao produto interno usual) serd representada simplesmente
pela transposta dessa matriz, o que ndo exige nenhum esfor¢o computacional extra. No
entanto, a menos que seja estritamente necessario, o calculo da matriz Jacobiana deve ser
evitado, visto que o custo computacional para sua determinagao pode ser elevado.

Uma vez que alguns métodos de regularizagdo exigem apenas o conhecimento da ad-
junta da derivada aplicada num vetor especifico, gostariamos de um procedimento para
determinar o resultado dessa aplicag@o de uma maneira mais barata computacionalmente.
No que se segue, mostraremos como ¢ possivel computar F(; (y)*z pela determinagio das
solugdes de equagdes variacionais apropriadas.

Parai € {1,....4} fixado, tome 0® € H;'*(Q2) e seja v’ € HL(R2) a tnica
solugdo de (1.10) com g = 0@, isto &,

/ﬂng")vu dx = /m oDv ds, Yve H(R). (1.14)

Fixe £ € L*°(£2) e seja wéi) € H}(£) a tnica solugdo de (1.13) com n = £, o que

significa que F/(y)¢ = a)g)bg. Consequentemente,
(F/()*e®.&) = (V. F(y)) = / oD =) / YOVl
a2 ol
_ v (i)vw(i) (L13) Evu(i)vw(i) _ (_vu(i)vw(i) £)
= o YV o = o y o = y o »S/-
Como a igualdade acima vale para todo & € L°°(£2), segue que
Fl()*o® = —vudvy .

Por fim, usando (1.12), obtemos para o = (0(1), e ,0(6)) € (Ho_l/z(.Q))z,

L L
Fe)o =Y F)*e® == vuldvy®.

i=1 i=1
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1.2 Modelos de Eletrodos

Em aplicagdes praticas, é impossivel controlar a corrente elétrica em todos os pontos da
fronteira de £2, como ¢ assumido no Modelo Continuo de Calderén. Da mesma forma, é
impossivel ler o potencial elétrico resultante em toda a fronteira. No procedimento mais
comum, eletrodos sdo fixados em 052 e informacdes sobre as correntes e potenciais elétri-
cos ficam limitadas a essas regides. Sendo assim, em muitos casos, ¢ razoavel substituir
as hipoteses que as fungdes g e f devem satisfazer.!

Vamos supor que L € N eletrodos estdo fixados sobre d§2. Denotamos a regido de
contato do i-ésimo eletrodo com £2, pelo subconjunto aberto £; C d§2,onde 1 <i < L,
|E;| > Oparatodoi,e E; N E; = @ para j # i. Aqui | E;| denota a medida do i-ésimo
eletrodo. Essa construcao ¢ a base dos modelos de eletrodos, sendo os mais importantes
a seguir.

1.2.1 Gap Model

No modelo chamado Gap Model supde-se que, no i -€simo eletrodo, uma corrente elétrica
constante ”éﬁ, ¢ aplicada em cada um dos pontos de E;. Ja em 02\ UlL —, Ei, chamado
de gap, ndo ¢ aplicada corrente elétrica. Dessa forma,

au_ .
Van—g—

B oem E, Vi€ {l,... L}

1.15
0, em 082\ U,-L=1 E; (L.15)

Assim (1.15) substitui a hipotese (1.2) do Modelo Continuo.
Porém, a hipdtese da corrente elétrica ser constante em cada eletrodo também nao ¢
realista, sendo substituida nos demais modelos.

1.2.2  Shunt Model

Diferentemente do Gap Model, no chamado Shunt Model, ndo se supde que a corrente
elétrica seja constante ou mesmo conhecida em cada um dos pontos do eletrodo E;. Em
vez disso, apenas a integral, I; € R, da corrente elétrica nesse eletrodo ¢ controlada. Como

antes, nao ha corrente elétrica nos gaps 082\ U,L —, Ei. Dessa forma, obtemos as equagdes

9
/y—udSzli,Vie{l,...,L} (1.16)
E; 87’
&
u_y 8.(2\LLJE (1.17)
— =0V, €m i .
Y3

i=1

"'Mesmo ndo sendo o modelo padrio em alguns casos especificos, 0 Modelo Continuo é importante e ampla-
mente utilizado na pratica, sendo frequentemente objeto de pesquisa.
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Ainda assume-se que os eletrodos sdo condutores perfeitos, o que implica que o potencial
elétrico deve ser constante em cada eletrodo, ou seja,

ulg, =U; €R, Vie{l,...,L}. (1.18)

O Shunt Model ¢, entao, modelado pelas equagoes (1.1) e (1.16) a (1.18). Em muitas
aplicagdes praticas, o Shunt Model é o modelo padrdo. Porém, a hipotese (1.18) descon-
sidera a chamada impedancia de contato, presente nos eletrodos em algumas situacdes
especificas. Isso motiva o estudo do chamado Modelo Completo de Eletrodos (Complete
Electrode Model ou simplesmente CEM, na sua sigla em inglés).

1.2.3 Modelo Completo de Eletrodos - CEM

Conforme a argumentacdo apresentada em Somersalo, Cheney ¢ Isaacson (1992), baseada
em experimentos reais, em algumas aplicagdes especificas, a existéncia de um determi-
nado fenémeno deve ser levada em consideragdo para a modelagem mais precisa da EIT.
Por exemplo, se eletrodos sdo fixados a superficie do corpo humano, a umidade presente
na pele pode criar uma fina camada de alta resistividade, a qual provoca uma diferenca
entre o potencial elétrico da superficie do corpo e aquele medido nos eletrodos. A queda
do potencial, medido no eletrodo E;, é proporcional a corrente elétrica, com uma cons-
tante de proporcionalidade z; > 0, chamada de impedancia de contato. Com isso, (1.18)
¢ substituido por

)
u|Ei+z,~y8—Z=U,~, Vief{l,...,L. (1.19)

O Modelo Completo de Eletrodos é, entdo, modelado pela EDP (1.1) com as condigdes
de contorno (1.16), (1.17) e (1.19).

1.3 Formulacao Variacional do CEM

Similarmente ao que foi feito para o Modelo Continuo na Secdo 1.1, descreveremos nesta
secdo a formulagdo variacional do CEM. Depois aplicaremos o Lema de Lax—Milgram
(Lema 1.1.1) para obter a existéncia e unicidade de solugdes fracas, o que possibilitara
a definicdo dos problemas direto e inverso do Modelo Completo de Eletrodos. O desen-
volvimento ¢é similar aquele apresentado na Secdo 1.1 e, por conta disso, alguns detalhes
serdo omitidos. O leitor interessado nas provas das proposi¢des apresentadas nesta se¢do
pode consultar Somersalo, Cheney e Isaacson (ibid.).

Vamos iniciar os estudos com a descri¢ao da equagdo variacional. Fixe o espago de Hil-
bert H = H'(£2) ® RL, o vetor de correntes elétricas nos eletrodos I = (I1,...,11) €
RZL e o vetor de potenciais elétricos nos eletrodos U = (Uy,...,UL) € REL,

Proposi¢ao 1.4. Seja 2 C R? um conjunto aberto com fronteira suave. Fixe as impeddn-
cias de contato z; > 0,i = 1,..., L, e o vetor de correntes elétricas I € RL. Suponha
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que a fungdo y: §2 —> R, que representa a condutividade elétrica, bem como os L ele-
trodos E; e o par de potenciais (u,U) € H, satisfazem as equagées da EIT-CEM: (1.1),
(1.16), (1.17) e (1.19). Entdo a equagdo variacional

L L
1
/ yVuVvdx + Y —/ w—U)@w—V)dS =Y LVi, Y(v.V) € H, (1.20)
Q o G JE;

i=1

¢ satisfeita. Reciprocamente se o par (u,U) € H satisfaz (1.20) com y e u suaves o
suficiente, entdo (u, U) é solugdo do CEM, i.e., satisfaz as equagoes (1.1), (1.16), (1.17)
e (1.19).

Prova. Veja Somersalo, Cheney e Isaacson (ibid., Proposi¢do 3.1).

A proposicao acima garante que, assumindo regularidade suficiente das fung¢des envol-
vidas e do conjunto £2, temos que a EDP que modela a EIT-CEM ¢ equivalente a equacao
variacional (1.20). Perceba, porém, que a equagao (1.20) esta bem definida e faz sentido
para fungdes pouco regulares, as quais ndo fazem sentido na EDP que define o CEM. Isso
significa que (1.20) pode admitir solu¢des generalizadas. Chamamos tais solugdes de so-
lugoes fracas para o CEM.

Defina os funcionais B, : H x H — R ¢ Fy : H — R respectivamente por

=
B,((u,U), (v,V)) =/vawp dx—i—Z;/E'(u—Ui)(v—V,-)dS (1.21)

i=1

L
Fi(.V) =) IV
i=1

Assim (1.20) ¢é equivalente a
B,((u,U),(v,V)) = Fr(v,V), paratoda (v,V) e H.
Agora se y € limitada inferiormente por uma constante positiva, entdo
|By (4, U), (u,U))| =0<4= u=U; =---=Ur = constante.

A exemplo do que foi feito com 0 Modelo Continuo, para que a hipdtese da coercividade no
Lema de Lax—Milgram (Lema 1.1.1) seja satisfeita por B,, devemos introduzir o espago
quociente

H = H/R,

onde (u, U) é equivalente a (v, V') se, e somente se,u—v = U;—V; =--- =Up -V =
constante. 5 5

Perceba que o funcional B, : H x H — R, dado da mesma forma, ainda estd
bem definido e ¢ bilinear. Além disso, nesse modelo, a Lei da Conservagdo da Energia
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L

i=

é traduzida por I € RL := {1 e RE : )
funcional Fy : H — R, definido como anteriormente, também esta bem definido ¢ é
linear, veja Exercicio 1.5.

Agora, note que H, quando munido da norma usual do espago quociente, definida por

1 Ii = 0}. Com essa condicdo extra, o

. 2 2 \/?
e, 0) = inf (I = el gy + 10 = clze)
¢ um espago de Banach (veja Exercicio 1.3). Além disso, a norma usual ¢ equivalente a
norma asterisco, definida por

1/2

L
||<u,U)||*=(||w||iz(m+2/E |u—U,-|2ds) ,

i=1

veja Somersalo, Cheney e Isaacson (1992, Lema 3.2). Além do mais, essa ltima norma ¢
induzida por um produto interno, fazendo de Hum espago de Hilbert. Com isso, provamos
que Fj ¢ limitado, e 0 mesmo vale para B,,, caso y seja limitada superiormente por uma
constante.

Proposi¢do 1.5. Suponha que y € L (S2). Entdo, para cada vetor I € RL, existe um
unico elemento (u,U) € H satisfazendo

B, (. U),(v.V)) = F;(v.V), Y(v.V) € H.

Prova. O resultado segue do Lema de Lax—Milgram (Lema 1.1.1), veja Somersalo, Che-
ney e Isaacson (ibid., Teorema 3.3).

Perceba que obtemos uma solugdo tnica (u, U) € H e, portanto, infinitas solugdes
em H, que se diferenciam uma da outra apenas por uma constante. Entdo, acrescentando

P L , . .
a hipotese de que D ;=, U; = 0, a qual ¢é interpretada fisicamente como um aterramento
do potencial elétrico, obtemos uma tinica solugéo para a equagdo variacional em H .

Proposi¢do 1.6. Suponha que y € L (£2). Entdo, para cada vetor I € RE, existe um
tnico par (u,U) € H'(2) ® RL satisfazendo

B,((u,U),(v,V)) = F1(v,V), Y(v,V) e H(2) @ RL.

Prova. Veja Somersalo, Cheney e Isaacson (ibid., Corolario 3.4).

1.3.1 Problemas Direto e Inverso

Seja £2 C R? um conjunto aberto com fronteira suave e suponha que a fungio y: 2 —>
R, que representa a condutividade elétrica, esteja fixada e pertenca ao conjunto L5°(£2).
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Suponha que também estejam fixados L eletrodos E; C 052 satisfazendo as condi¢des
do CEM. Entio, conforme resultado da tultima proposi¢do, para cada vetor de correntes
elétricas I € RZL, aplicado nos eletrodos, obtemos um tnico vetor de potenciais elétricos
resultantes U € Rg. Dessa forma, podemos definir o operador Neumann-para-Dirichlet
(NpD), que associa o vetor das correntes elétricas I ao vetor dos potenciais elétricos U':

Ay RE S RE T U

A exemplo do Modelo Continuo, o operador NpD do EIT-CEM ¢ linear (veja Exer-
cicio 1.7). Como A, opera entre espagos de dimensdo finita, ele pode ser representado
por uma matriz, sempre que uma base para os espagos esteja fixada. Com o auxilio desse
operador, definimos os problemas direto e inverso da EIT-CEM:

Problema Direto: Daday € LS°(£2), determine o operador NpD A,,. Ou seja, determine

U € RE, paracada I € RL. Assim podemos definir o operador direto por

F:LP(2) C L®(R2) — L (RE, RL), y > 4, (1.22)

Problema Inverso: Como esperado, no problema inverso, deve-se determinar a conduti-
vidade elétrica y € L3(§2), a partir do operador linear A,,.

Perceba que, como A, opera entre espagos de dimensdo finita, apenas um niimero
finito de graus de liberdade da solug@o do problema inverso pode ser recuperado a partir
do conhecimento do operador NpD. Mais precisamente, o nimero de graus de liberdade
que podem ser recuperados éigual a L(L—1)/2, ja que o espaco Rg tem dimensdo L—1e
A, ésimétrico, veja Somersalo, Cheney e Isaacson (ibid., Se¢do 4) ou Lechleiter e Rieder
(2008). Uma vez que y pertenca a um espaco de dimensao infinita, isso implica que, em
geral, ¢ impossivel recuperar a solugdo y do problema inverso, a partir do uso apenas
de A,, mesmo que esse operador seja conhecido exatamente. Sendo assim, entre todas
as solugdes do problema inverso, devemos escolher uma que seja mais conveniente pela
imposi¢ao de algum tipo de informacao a priori (selecionando, por exemplo, uma solugéo
de menor norma, veja Defini¢do A.3.6 no Apéndice A).

Ainda porque A, opera entre espagos de dimensao finita, esse operador sera totalmente
caracterizado se for conhecida a sua imagem num conjunto finito e suficientemente grande
de vetores linearmente independentes 7 ®). Sendo assim, na pratica, aplicam-se £ € N
vetores de correntes elétricas @) nos eletrodos e medem-se os potenciais elétricos U @
resultantes, também nos eletrodos. Com essas informagdes, deseja-se agora aproximar
uma condutividade elétrica y € L (£2) tal que

A, (10‘)) —UD, viel,. . 0.

1.3.2 Derivada do Operador Direto

De maneira similar ao Modelo Continuo, precisamos realizar o célculo da derivada do
operador direto F', aplicada em certa condutividade elétrica y € int (D(F)) e em certa
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direciio n € L°°(£2). Tal calculo é ttil na aplicagdo de métodos numéricos para a resolugio
do problema inverso e também na construcdo das matrizes Jacobianas, que representam
a derivada do operador direto discretizado (veja Secdo 2.2.2). O desenvolvimento desta
secdo ¢ semelhante ao que foi apresentado na Se¢do 1.1.2, portanto omitiremos os calculos
e a demonstrag@o do resultado final. Mais detalhes podem ser encontrados em Lechleiter
e Rieder (2008).

Fixe £2 C R? com fronteira suave, L eletrodos satisfazendo as condi¢des do CEM e

{z1,...,zL} o conjunto das impedancias de contato. Agora fixe um conjunto linearmente
independente de vetores de correntes elétricas G = {I(D, ..., I®} ¢ RY. Assim, para
cadai € {l,..., ¥}, podemos definir o operador

Fy i L®(2) C L(2) — RE, y > 4, (10‘)) —yD,
Também podemos definir o operador

Fi(y) v
)4
Fg:LY(2) C L®(2) — (RY) .y ; = ;
Fy(y) v®
Portanto, preservando a construgdo até aqui, obtemos o seguinte resultado.
Proposicio 1.7. Sejay € int (L‘f(.Q)) a condutividade elétrica de $2. Entdo, para cada
n € L°(82), temos que
w
Fgyn=W:= S
w®
onde (w(i), W(i)) € H'(2) ® RE ¢ solugio de

L
. 1 . . .
/ yVo®Vy dx + Z — (a)(l) — W}')> (v—V;)dS = —/ nVu®vuy dx,
o) o7 e fo)
(1.23)
para todo (v, V) € H'(2) ® RL.

Perceba que o lado esquerdo da equagdo variacional (1.23) € igual a
B, ((a)(i), W(i)) , (v, V)) ,

com B, definido em (1.21). Vamos usar esse resultado e também essa notagdo nas Se-
¢oes 2.2.1e2.2.2.
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Observacio 1.3.1. E possivel mostrar que o operador direto (1.22) é Fréchet-diferencid-
vel. Porém, como F'(y) é linear e opera entre os espagos L*°(82) e L (Ré ]Ré) sendo
o primeiro de dimensdo infinita e o segundo de dimensdo finita, esse operador ndo pode
ser injetivo. Lechleiter e Rieder (ibid.) mostraram que se o problema for corretamente
discretizado e o numero de eletrodos for suficientemente grande, entdo, em sua versdo dis-
cretizada, F'(y) ndo s6 serd injetivo como deve satisfazer a chamada Condi¢do do Cone
Tangencial, c.f. (A.11) no Apéndice A. Essa é uma condi¢do utilizada para demonstrar a
convergéncia de diferentes métodos iterativos de regularizacgdo (veja Apéndice B.2).

1.3.3 A Adjunta da Derivada

Utilizando-se um procedimento similar aquele descrito na Se¢éo 1.1.3, provamos que, para
o= (W,....00)¢ (]Rﬁ)z, vale:

)4
Fo()*o ==Y vud vy,
i=1
em que ') = Fi(y) e & € HL(£2) é a tmica solugdo de (1.20) com I = 6@ (veja
Exercicio 1.8).

1.4 Exercicios

Exerc. 1.1. Defina a relagdo ~ em H!(£2) da seguinte forma:
U ~ vV <= u — v = constante.
Mostre que ~ satisfaz as seguintes propriedades: para toda u,v, w € H'(£2), vale
(1) reflexividade: u ~ u;
(i) simetria: u ~v = v ~ u;

(iii) transitividade: seu ~vev ~ w, entdo u ~ w.
Isso prova que ~ é uma relagdo de equivaléncia em H!(£2), sendo o conjunto quociente
H , definido na pégina 3, formado por todas as classes de equivaléncias induzidas por ~.

Exerc. 1.2. Mostre que, em cada classe de equivaléncia de H , existe uma tnica fungdo
u € H'(£2) satisfazendo [y, u dS = 0.

Exerc. 1.3. Mostre que a fungdo u > infeer || — ¢ g1(g) (¢.f. (1.6)) € uma norma em
H. Prove ainda que, munido dessa norma, H é¢um espago de Banach.

Exerc. 1.4. Mostre que a fungdo u > || Vul| 12(g) (c.f. (1.7)) € uma norma em H. Prove
que essa norma ¢ equivalente a norma dada no Exercicio 1.3. Além disso, verifique que

essa norma ¢ induzida por um produto interno. (Dica: veja Somersalo, Cheney e Isaacson
(1992, Lema 3.2).)
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Exerc. 1.5. Sejam y € L®(2)e g € H_l/z(B.Q) (c.f. (1.9)). Mostre que os funcio-
nais B, HxH —Re Fe: H — R, em (1.4) e (1.5), estdo bem definidos e sao

bilinear e linear respectivamente. Além disso, mostre que se H ¢ munido com a norma
lullx = [IVull L2(ge) € v € limitada inferiormente por uma constante positiva, entdo todas
as hipdteses do Lema de Lax—Milgram (Lema 1.1.1) sdo satisfeitas. (Dica: para mostrar
a limitagdo de Fg, use o Teorema do Trago.)

Exerc. 1.6. Sejamu € H}(£2) e f = u|sq o trago de u. Mostre que
= inf —c .
I/ 1200 inf I/ —cllL2pn)

(Dica: defina a fungdo H: R — R por H(c) = || f — C]1||2LZ(39)’ onde 1 ¢ a fungdo

constante igual a 1. Use a identidade |[w — v||* = ||w||* — 2(w, v) + ||v||* para calcular
H'(c). Conclua que H'(c) = 0 implica ¢ = 0.)

Exerc. 1.7. Considere o operador Neumann-para-Dirichlet A, em (1.11).
Mostre que A, ¢é linear; (Dica: para mostrar que A, (Ag) = AA,(g), multiplique os
dois lados da equagdo (1.10) pelo escalar A. Para concluir que A, (g + h) = A, (g) +
Ay (h), substitua g em (1.10) por & e some a equagdo resultante com (1.10).)

Mostre que, visto como uma fungdo de L2(52) para L2(9$2), o operador A, é con-
tinuo. (Dica: sejam u € HJ(£2) a tnica solugio de (1.10) e f = u|ye o trago de u.
Tome v = u euse y = ¢ > 0 para obter

1
2
IVullzz(g) < Zligllizzoa I 122@0)-

Tome ¢ € R tal que [|u —C|| g1y = infeer [[u — c||g1(g). Use a equivaléncia das
normas (1.6) e (1.7) em H, juntamente com o Teorema do Trago, para obter uma cons-
tante ¢ que satisfaga

7] 2y < ENVHIL200,

L2(382)

onde f = (u —7¢)lspe = f —¢. Use o Exercicio 1.6 para concluir que | A4, (g)| <
52
<l
Exerc. 1.8. Sejam y € int(LS°(£2)),0 = (0(1), - .,0(4)) € (]Ré) eug,’) Fi(y). Seja
Y& € H1(£2) a tnica solugdo de (1.20) com I = o). Mostre que
¢

Fi(y)'o =— Z Vug,i)ngi).

i=1



Neste capitulo, apresentaremos como determinamos computacionalmente as solu¢des das
equacdes variacionais de cada modelo estudado no capitulo anterior, utilizando o método
dos elementos finitos. Para mais detalhes sobre esse método, consulte o livro de Reddy
(2018). Geralmente ndo ¢ possivel obtermos solucdes analiticas de (1.3) ou de (1.20),
consequentemente usaremos uma aproximagdo computacional do operador direto. Além
disso, demonstraremos como aproximamos a derivada dos operadores diretos por meio de
suas matrizes Jacobianas correspondentes.

Na determinagéo da solu¢do computacional, utilizamos uma malha triangular em £2 e,
com o auxilio dos tridngulos e seus vértices, definimos bases para subespagos de dimenséo
finita. Em seguida, utilizamos essas bases para definir as fun¢des de interesse. Dessa
forma, podemos substituir nossas equagdes variacionais por problemas do tipo

Ax = b,

para matriz A e vetores x e b apropriados para cada subespago e modelo abordado.
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2.1 Discretizacio do Modelo Continuo

Tome £2 C R? com condutividade elétrica y satisfazendo as condi¢des do Modelo Con-
tinuo, bem como g, a corrente elétrica aplicada em 952, u, o potencial elétrico resultante
em 2 e f = ulye no sentido do Teorema do Trago. Essas fungdes serdo fixadas nesta
secdo. A grande vantagem dos elementos finitos ¢ a redugdo de um problema de dimenséo
infinita para dimensao finita, necessitando simplificar os espagos em que nossas fungdes
se encontram.

Assim consideramos uma triangulacéo 7 := {71, ... , T} do conjunto £2. Suponha
que existem K triangulos, com N vértices, sendo M deles localizados em 92. Os vérti-
ces sao denotados por Py, ... , Py, e vamos enumera-los de maneira que os pontos da
fronteira sejam os primeiros. Veja um exemplo na Figura 2.1.

Pl F'2 PB

P P Py

B ]

Figura 2.1: Triangulacdo de um conjunto £2, em forma retangular, com N = 8§, M =6¢
K =38.

Com essas quantidades estabelecidas, podemos, entdo, construir as bases para as fun-
¢des em questdo. Paracadai € {1,..., K}, tome X7, : 2 —> {0, 1} a fungdo indicadora
do i-ésimo tridngulo. Suponhamos que y € V; := span {X7,,..., X1} C L*®(£2).
Entdo existe um vetor ¥ = (y;) € R tal que

K
Y= ZVfXT.i'
j=1

Agora, para cadai € {1,..., N}, tome 7; : 2 —> [0, 1] a funcdo barraca, definida
por
1, i=j

Ti(P) := 0. i £

. Vjefl,... N}
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e afim em cada triangulo. Para melhor entendimento, fixe um tridngulo 7 com vértices
Py, Py, e Pr,. Note que os pontos T ( Py, ), Tj(Pk,) € T ( Py ) definem um tinico plano
p no R3 e também sdo vértices de um tridngulo T, em p. Dessa forma, consideramos 7},
o grafico de 7 aplicada em 7. Veja um exemplo na Figura 2.2.

4

2

Figura 2.2: Fungdo 7 aplicada em £2 da Figura 2.1.

Suponha que u € V, := span {17,..., Yy} C H'(£2), entdo existe um vetor i =
(u;) € R tal que

N
u = E::qu}.
Jj=1

Em particular, note que u(Pj) = u;,paracada j € {1,..., N}.

Denote a restrigdo a fronteira das fungdes barracas por ¥; = 7;|se, para cadai €
{1,..., M}. AFigura2.3 exemplifica seu comportamento em d§2. Com isso, suponha que
g. [ €V3:=span{¥y,..., ¥y} Portanto existem vetores § = (g;). f= (fj) e RM
tais que

M M
g=>.g% ¢ [f=) fi¥.
j=1 j=1
Lembre que f; se refere a j-ésima coordenada do vetor f , € ndo ao j-ésimo potencial

medido, que foi denotado por fU) nas secdes anteriores. O mesmo vale para g jeu;j.
Assim ¢ facil perceber que f; = uj,paracada j € {1,..., M}.
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Figura 2.3: Fungdo W aplicada em £2 da Figura 2.1.

Nas se¢des seguintes, discretizaremos as equagdes variacionais obtidas para o Modelo
Continuo. A construc@o e a notag@o definida até o presente momento serdo mantidas nas
subsegoes abaixo.

2.1.1 Discretizacao da Equac¢ao Variacional

Nesta subsecdo, vamos discretizar a equagdo variacional do Modelo Continuo:

/;ZquVv dx = /(mgv ds. 2.1

Antes de deduzirmos a sua versdo discretizada, a fim de facilitar a notagdo, fixemos a
matriz

K
A=ap] = Zy,/ VT,VT; dx | e RNV, (2.2)
j=1 J

onde a, denota a p-ésima linha de A. Ainda mais, fixemos o vetor

M
b=[b,] = Zg,-/ v, dS | e RV,
i=1 82

Observacgao 2.1.1. Note que
* cada ap; e cada b, dependem apenas de valores conhecidos, logo A e b sdo também
conhecidos;
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* seos pontos P, e P; ndo sdo ambos vértices do tridngulo T;, entdo ap; = 0. Portanto
A é esparsa, ou seja, possui um numero consideravel de coordenadas nulas. Similar-
mente se os pontos P, e P; ndo sdo pontos consecutivos na fronteira, ¥, - ¥; = 0;

* cada VT, é constante em cada T, portanto a integral que aparece em (2.2) reduz-se
a uma constante multiplicada por |T|.

Observe que (2.1) sera satisfeita apenas para as funcdes testes v € H!(£2), em parti-
cular, temos que V, é um subespago de H!(£2). Assim, fixando p € {1,..., N}, para o
lado esquerdo da equacdo (2.1), temos

K N
/quVTpdxz/ > vidr, v(Zum)vr,,dx
2 2\ ’

j=1

i=1

K N
= /Q Z (ijTj Zuivn) VT, dx
j=1

i=1

K N

= Zy,-/ Xr, Y uVYiVY, dx
T 02 L
Jj=1 i=1
K N

= Zyjzui/ VY;VY, dx
j=t i=1 “Tj

K

N
=> Zyj/ VY VY, dx | u;

i=1 \j=1 T,

N
= Z ApiUj
i=1
=dap,-U,
onde a, é a p-ésima linha de A. Agora, ainda com p fixado, para o lado direto da equacdo
(2.1), temos

g7 dS:/ giv; | Y, dS
M
—Zgj/ YWy dS = bp,
o e

pois T, restrito a fronteira de §2 € igual a ¥, por defini¢do. Logo

ap-u =bp.
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Como isso vale para um p arbitrario, temos que
AU = b. (2.3)

Repare que obtemos um sistema linear N x N que possui infinitas solucdes, ja que
ndo podemos garantir que cada 7, tenha integral nula na fronteira (veja Proposigdo 1.1).
Dessa forma, as solugdes de (2.3) se diferenciam duas a duas apenas por uma constante. Ao
longo deste trabalho, nos depararemos algumas vezes com esse problema e aplicaremos
o seguinte método para recuperar a unicidade: Tome W = (w j) € RY uma solugio
qualquer do sistema (2.3), assim obtemos

N
w:ZwiTi eV,

i=1

solugdo de (2.1). Em particular, w 4 ¢ também ¢ solucao de (2.1), para qualquer constante
¢. Portanto, como estamos interessados em encontrar u de modo que f := u|yo possui
integral nula, tomamos a solucao particular

U= wdS.

w__
1982] Jog

Dessa forma,
M
Fig=A,()=f =) fi¥ €V,
j=1

com F o operador direto do Modelo Continuo. Assim podemos discretizar o operador
direto pelo operador F, onde F(y) ¢ definido por

F(y):RM—>RM, g.—>f

Note que F (y)g € o vetor de decomposicdo de F(y)g na base de V3, como sugere a
nota¢do com o til introduzida anteriormente.

2.1.2 Discretizacao da Derivada do Operador Direto

Esta subsecao ¢ destinada a mesclar os resultados deste capitulo até aqui apresentados com
os resultados vistos em Se¢do 1.1.2. Entdo, de maneira similar a se¢do anterior, vamos
discretizar a equacao variacional que modela o calculo da derivada direcional do operador
direto do Modelo Continuo.

Fixe G = {g, ..., g®} C V3 um conjunto linearmente independente de correntes
elétricas e também n € V;. Pela Proposicdo 1.3, temos que

F{(y)n oW)se
Fs(y)n = : = : ,
F)(y)n PIOTPYS
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onde F/(y)n = 0®|y0 e 0@ ¢é solugio de
/ yVo®Vy dx = —/ nVuDVy dx, Vv e H (), (2.4)
fo) 2
onde
. N .
u=u = Zufl’)Tn
n=1

é solugdo de (2.1) para g = g@. Agora, para facilitar a notagio, fixemos a matriz

N
w® = [wg])] = [_Zug)/T VT,V dx] e RV*K, (2.5)
n=1 J

Fixemos também o vetor 7 = (1) € RX tal que

K
=y njXr,.
=1

Perceba que podemos discretizar a equagdo (2.4) de maneira similar ao que foi feito
na subsegdo anterior. Aqui obtemos

AV = pD, (2.6)

onde b := W(i)ﬁ e o) = (a)y), a)](\l,)) e RV tal que

N
0® = Zw}’)’fj €V,
j=1

e A ¢é a matriz definida em (2.2). Assim, similarmente a subsegdo anterior, obtemos um
sistema linear de infinitas solu¢des que se diferenciam duas a duas apenas por uma cons-
tante. Dessa forma, repetindo o método aplicado, tomamos uma solugio qualquer de (2.6)
¢ somamos uma constante apropriada de forma que 0¥ |, possua integral nula e, por-
tanto, aproximacao da solucdo de (2.4) no subespago V,. Logo basta repetir esse processo
para cada i, obtendo o valor de

0W)s0
Fs(y)n = olye = : e (V'
RICIP
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Calculo da Jacobiana do Operador Direto

Preservando a construgéo feita até aqui, podemos discretizar cada operador F; para obter
F/, onde F/(y) ¢ definido por

o0
Fl(y) :RE —RM 7|

Desta maneira, similar a secdo anterior, F;(y)7 ¢ o vetor cujas coordenadas sio os coefi-
cientes da expansdo de F/(y)n na base de V3. Agora seja {e;,...,ex} a base candnica

de RX. Ento perceba que podemos tomar cada operador E’ como
F! :int (LL(2)) € L=(R2) — RM>K s [ Fi’(y)el I::i'()/)eK ].

onde cada F;.’ (y)e; é calculado como vimos acima.
Ainda mais, podemos discretizar o operador F(; para obter F, dado por

Fl
Fe(n)7 = ; e RM*.
Fy(y)i
Logo podemos considerar F, ¢ (y) como a matriz Jacobiana do operador Fg discretizado
e aplicado em y, ou seja,

Fl(yer ... Fl(y)ek
Fl(y) = : : e RMOxK

e ... Fl(rex

Assim, para calcular um numero elevado de derivadas direcionais do operador direto
aplicado em uma mesma condutividade elétrica y, podemos calcular inicialmente a sua
Jacobiana. Apos basta multiplica-la pela decomposigado vetorial de cada diregao.

Porém perceba que o custo computacional do calculo da Jacobiana é muito grande.
Note que é necessario resolver K + 1 equagdes variacionais para cada bloco

[ E/(p)er ... Fl(y)ex | € RM*K

totalizando £(K + 1) equagdes variacionais. De fato, para o i-ésimo bloco, primeiro
resolvemos (2.1) e obtemos u = u® . Depois, para cada I?i’ (y)e;, resolvemos (2.4) para
n = Xr; obtendo »® e, consequentemente, o vetor de decomposicio de w® |50 na base
de V3. Na Segdo 2.2.2 discutiremos como ¢ possivel reduzir o custo computacional para
a determinagdo da matriz Jacobiana no CEM.
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2.2 Discretizacio do CEM

Nesta secdo, sera apresentado como discretizamos a equag@o variacional, que modela o
CEM e também a equagdo variacional que modela o célculo da derivada direcional do
operador direto do CEM. O desenvolvimento sera semelhante ao que foi apresentado em
Secdo 2.1, portanto omitiremos boa parte dos calculos. Serd mantida a constru¢do dos
espagos V1, V, e V3, assim como a decomposicdo de nossas fungdes de interesse nas
respectivas bases.

2.2.1 Discretizacio da Equaciao Variacional

Seja £2 C R? com fronteira suave e condutividade elétrica y € LY (82). Fixe L eletrodos
satisfazendo as condi¢des do CEM e seja {z1,...,zr} o conjunto das impedéancias de
contato. Veja um exemplo na Figura 3.16, onde £2 = B;(0) := {x € R%; ||x| < 1} e
L = 8§, estando os eletrodos igualmente espagados e cobrindo 50% da fronteira de §2.

Agora fixe I € R um vetor de corrente elétrica e suponha que sejam satisfeitas as
condi¢gdes do CEM. Lembre que, segundo a Proposi¢do 1.4, existe uma tUnica solugdo
u,U) e H'(2) ®RL de

L
By((.U). (v.V)) =Y LVi. Y(u.V) e H'(2) ®RE, (2.7)

i=1

onde B, ¢ o operador definido em (1.21).

Prosseguiremos com a discretizacdo da equacdo variacional (2.7). Para mais detalhes

sobre os métodos que serdo implementados, consulte Polydorides e Lionheart (2002).
Fixemos as matrizes

A(1>=[a§},3]= Zy]/ VY,V dx | + Z /TTdS e RV,

j=1 T.l
4@ =@ == [ 7 dS} e RVXL
pj I E
A9 =[a@] == [ 7 dS:| e REXV,
Zp Ep
A® = [ag;;g' = [Z_|E,,|] e REXL
- p

M 40
_ [ o o } e RIWHLIX(N+L) 238)
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Denote por ag) a p-ésima linha de A® . Fixemos também os vetores

. [ u - [0
em RW+HL)

Agora podemos discretizar de maneira similar ao que foi feito em Segédo 2.1.1. Para
cadap € {l,...,N},tomev =1, e V = 0. Assim obtemos

By((u.U).(v.V)) =al i +aP - U

L
D 1livi=0,

i=1

logo, substituindo em (2.7), obtemos

(CV I 2 —

a,’ -u+ay -U=0.

Como isso vale para um p arbitrario, obtemos

AV + 4A@U =0.
Similarmente, para cada p € {l,...,L},tomev = O0e V = ¢,, onde e, ¢ 0 p-ésimo
elemento da base candnica de RL. Assim obtemos

B]/((us U), (U, V)) = as’) U + ag") .U

L
Y LVi=1,,

i=1
logo, substituindo em (2.7), obtemos
3.~ (COINy g
ay’-u+ay -U=1Ip.
Como isso vale para um p arbitrario, obtemos
APT 4+ AWy = 1.
Portanto concluimos que
An = 1. (2.9)
Assim obtemos um sistema linear (N + L) x (N + L) com infinitas solu¢des que se
diferenciam duas a duas apenas por uma constante. Para obter a solucdo de nosso interesse,
basta determinar uma solugdo particular # de (2.9), e definir a constante s := ZiL=l U;.
Agora subtraindo-se s/ L de 1, obtemos um novo vetor i tal que #f € V, e U € R%. Dessa

forma,
Fo)I = A1) =1,

com F sendo o operador direto do CEM.
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2.2.2 Discretizacao da Derivada do Operador Direto

Esta subsecdo ¢ destinada a mesclar os resultados obtidos neste capitulo com os resultados
vistos em Sec¢do 1.3.2. Entdo, de maneira similar a secdo anterior, vamos discretizar a
equagdo variacional que modela o calculo da derivada direcional do operador direto do
CEM.

Fixe G = {IMW, ..., 1} ¢ RL um conjunto linearmente independente de vetores
de correntes elétricas e também 1 € V);. Pela Proposigdo 1.7, temos que

F{(y)n wm
Fg(y)n = : = : =W,
F/(y)n w®

onde (a)(i), W(i)) € H'(2) ® RL ¢ solugio de
B, ((w(i),W(i)> (v, V)) - —/ nVu® . vy dx, (2.10)
2

com (u®, U®) solugdo de (2.7) para (u,U) = (u@,UD) el =1D.
Agora a discretizagdo da equagdo (2.10) é obtida de maneira similar ao apresentado
anteriormente, logo
46D = p®.
onde b := wO7F.
Observacgio 2.2.1. Note que

* A ¢ a matriz definida em (2.8), ja que o lado esquerdo de (2.10) é equivalente ao lado
esquerdo de (2.7);

o W9 ¢éamatriz definida em (2.5), ja que o lado direito de (2.10) é equivalente ao lado
direito de (2.4);

« &9 é o vetor definido por

; @
6 = [ ;)V(i) } c RN+L

Assim obtemos um sistema linear (N + L) x (N + L) com infinitas solugdes que se di-
ferenciam duas a duas apenas por uma constante. Dessa forma, repetindo o procedimento
aplicado na Secdo 2.2.1, obtemos o® eV, e WD ¢ Ré onde

F{(y)n=w®. @.11)
Portanto, basta repetir este processo para cada i que, obtemos o valor de

Fo(y)n = W.
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Calculo da Jacobiana do Operador Direto

Preservando a construgdo feita até aqui, perceba que podemos repetir o método aplicado
em Segdo 2.1.2 e calcular a matriz Jacobiana do operador direto. Portanto, para cada
operador F/, tomamos o operador F/, onde F/(y) ¢ definido por

wi?
Fy):RE - RE Gow® =]
w
Perceba que, disto e de (2.11), obtemos F/(y)7 = F/(y)n. Assim podemos tomar cada
operador F como
F it (LS(2)) € L®(R2) — REK y s [ Fl(p)er ... Fl(y)ex ],

onde e; é o j-ésimo elemento da base cano6nica de RX ¢ cada ﬁlf (y)e; ¢ calculado como
vimos acima. Note também que F;(y)e; = F/(y)AT;. ~
Ainda mais, podemos discretizar o operador F¢; obtendo F(; dado por
)7
AT : e R

Fyni
Logo podemos tomar F, ¢ aplicado em y como a matriz Jacobiana do operador F discre-
tizada e aplicada em y, ou seja,

Fi(y)er ... F{(y)ek
= . . . L-0)xK
Fepm=| 1 | eREOE
Fi(y)er ... F/(y)ek
Perceba que o custo computacional para obtermos a matriz Jacobiana ¢ o mesmo do
Modelo Continuo, ou seja, é necessario resolver £(K + 1) equagdes variacionais. Geral-
mente esse nimero ¢ muito alto.
Pensando nisso, faz-se necessario um método mais barato para o calculo da matriz

Jacobiana. Veremos o método apresentado em Polydorides e Lionheart (2002).
Antes, lembre que, para calcular

F/(nXr; = F/(y)e; = W) e RE,
precisamos primeiramente obter ) onde

B, ((u("), U(i)> (v, V)) —I1D.V, Vu,V) € H, 2.12)
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comH = H' (2)®RLe ID.V = Z;“:l Ij@Vj, o produto interno usual do R%. Apos
obtemos WU+/) de (a)(i’j), W(i’j)), onde

B, ((w(f’f),vv("’f)),(v, V)) - —/T vu® .Vudx, Vu,V) e H.  (2.13)
7

Com isso, seja d; o j-ésimo elemento da base candnica de RL. Vamos denotar por
(y(j), Y(j)) € H asolugio de (2.12) para I 9 = d;, ou seja,

B, ((y(j), Y(j)) (v, V)) =d;-V. V(u.V) € H. (2.14)

Logo calculemos F(y)Xr, = W/, fazendo:

Fl(xr, = WD = (Wi, wi))
- (d1 WED L dy .W(i,j))
@19 (By <<y(1),y(1>) , (w(i,n,W(i,j)))’ ....B, ((y(m,Y(L)) , (w(i,j)’w(i,j))»
®) (By ((w(i,j),wu,n) , <y(1),Y(1))), ....B, ((wa,j),W(f,j)) ’ (y(L),Y(L))))

e _ / vu® . vy ax, ... ,/ Vu® . vy® gx|,
Tj Tj

onde a igualdade (*) é dada pela simetria do operador B,,. Portanto, basta obtermos
cada u® em (2.12) e cada y/) em (2.14) para obter todos os dados necessarios para os
calculos de cada entrada da matriz. Perceba que o custo computacional desse método ¢é
muito menor, pois precisamos resolver apenas £ + L equagdes variacionais.



Nos Capitulos 1 e 2, apresentamos a discretizagdo das equagdes variacionais do Modelo
Continuo e CEM para a EIT, bem como a discretizagdo das equagdes usadas para computar
suas derivadas. Neste capitulo, serd abordada a implementag@o numérica desses modelos
pelo método de elementos finitos. Além disso, serdo realizados testes de consisténcia, a
fim de verificar se as solugdes encontradas satisfazem as condi¢des impostas pelo modelo.

A implementagdo numérica do método de elementos finitos para duas ou mais dimen-
sdes demanda uma série de rotinas numéricas que costumam ser dispendiosas em tempo.
Portanto, ¢ razoavel empregar bibliotecas de elementos finitos para focar apenas na formu-
lagdo variacional e nos principais aspectos da modelagem. Assim, usaremos a linguagem
de programacao Python com o auxilio da biblioteca FEniCS. Os cddigos desta se¢do em-
pregam a biblioteca FEIT (FEniCS-EIT), desenvolvida pelos dois primeiros autores desse
livro, cuja documentagdo, em conjunto aos codigos, esta disponibilizada em um reposito-
rio do GitHub'.

3.1 Testes Numéricos no Modelo Continuo

Esta se¢do destina-se aos testes numéricos do problema direto da EIT do Modelo Continuo,
utilizando a biblioteca FEIT. Sera analisada a diferenca entre a solu¢do exata u ¢ a solu¢ao
computada u*, bem como a diferenca entre as restrigdes a fronteira, i.e. as voltagens
resultantes, f e f*, respectivamente. Nesta se¢do, denotaremos com o sobrescrito * as
solugdes numéricas.
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Seja 2 = B1(0) := {x € R?; |x|| < 1} com condutividade elétrica y constante
e igual a 1. Lembre-se que as equagdes diferenciais parciais que descrevem o Modelo
Continuo sdo

div(yVu) = 0em £2 3.1
e
ya—u = gemJ52. (3.2)
an
Entdo, de (3.1), obtemos
2 2
div(yVu) = Au = gz—z + gz—z = 0. (3.3)

Suponha que, para uma determinada corrente elétrica g, aplicada em 952, o potencial
elétrico gerado u seja dado por

u(x,y) =x>—y2, V(x,y) € 2.
Tal potencial satisfaz (3.3). Note que, pelo Teorema do Traco, obtemos
f=ulpo: 02 cR? >R
(x,y) B> x% = y2.

A Figura 3.1 ilustra o potencial elétrico u e a fung@o f definidos acima. Ainda mais, por
(3.2), obtemos

glx,y) =n(x.y)- Vu(x,y) = (x,y) - 2x,=2y) = 2(x* — y?),

para cada (x,y) € 0£2. Note que g = 2f. A Figura 3.2 ilustra a corrente elétrica g
definida acima.

Considere o operador direto F do Modelo Continuo da EIT. Queremos que f seja
a imagem do operador NpD (1.11) em g, i.e. F(y)g = f. Observe que f e g devem
possuir integral nula. Seja ¢ definida por

¢ :[0,27) — 082, t +> (cost,sent)

uma parametrizacdo de d2. Entdo, de fato, temos que

2m /
/;,Qfds :/0 Fle@)]|e' )] d

2m
= f(cost,sent)y/(—sent)? + (cost)? dt
0
2w
= (cos®t —sen®t)-1dt
0
2w
= [cosl sen t] =0.
1=0
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Figura 3.1: Potenciais elétricos u na cor ama- Figura 3.2: Corrente elétrica g.
rela e f na cor verde.

Logo,
/ gdSzZ/ fdS =0.
082 02

Portanto, temos que de fato F'(y)g = f é a solucdo exata do problema direto da EIT para
0 Modelo Continuo.

A seguir, sera utilizado o método de elementos finitos, apresentado no capitulo anterior,
para obter a solugdo numéricade F(y)g = f*, aqual serd comparada com a solugdo exata
f.

A solugdo numérica u* ¢ calculada a partir da triangulagdo 7 de £2, definida na Fi-
gura 3.3, considerando a condutividade elétrica y constante e igual a 1, bem como a
mesma corrente elétrica g apresentada anteriormente. Espera-se, portanto, que u* seja
uma aproximagdo de u. Além disso, espera-se que f* seja uma aproximagio de f.

Ao aplicar o algoritmo para solucionar o problema direto do sistema montado acima,
obteve-se a solugdo numérica u*, apresentada na Figura 3.4. A partir dessa solugdo, tam-
bém foi possivel obter f*, cujo grafico da composi¢do com ¢ ¢ ilustrado na Figura 3.5.
Todos os testes de consisténcia serdo realizados empregando u*.

3.1.1 Testes de Consisténcia

Esta se¢@0 tem como objetivo verificar se a solugdo numérica u*, veja Figura 3.4, satisfaz
as condi¢des impostas pelo Modelo Continuo, bem como sua proximidade com a solu-
¢do exata u. Para isso, serdo realizados testes de consisténcia sobre o sistema definido
anteriormente, a fim de avaliar a precisio da solucao obtida.
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Figura 3.3: Triangulagdo 7 de §2, com N = 2666, M = 700 ¢ K = 4630.

1.00 107 /\ /
- 0.75 054 \\ / \ Ir‘

0.50 \ / \ /

0.25 0.04
0.00 |

A /
4 / |
-0.25 —0.57 \ y /
- -0.50 \/
1.0
o I S T
-1.00

Figura 3.5: Potencial elétrico computado na
Figura 3.4: Potencial elétrico computado u* .fronteira f*.

/ A

Primeiramente, podemos verificar se a condi¢do de divergéncia nula, i.e. (3.1), é sa-
tisfeita para u = u*. A principio, a solugdo computada u* nio possui regularidade para o
célculo do divergente. A partir da biblioteca de elementos finitos, podemos interpolar u*
em uma base de regularidade maior a fim de calcular o divergente e verificar se a condi-
¢do ¢ satisfeita. A Figura 3.6 ilustra o resultado obtido com o algoritmo interpolando em
uma base de regularidade superior. Concluimos que de fato o divergente do fluxo elétrico
obtido ¢ praticamente nulo. Também investigamos se u ~ u* na Figura 3.7, onde vemos
que a diferenca entre u — u* é proxima a zero, como esperado.

Conforme a se¢do anterior, espera-se que f* ~ f, ou equivalentemente, f — f* = 0.
Analogamente, se espera 0 mesmo comportamento para a corrente elétrica,

ou*
an

*

§ =Y

~ g,

ou equivalentemente, g — g* &~ 0. A Figura 3.8 ilustra o graficode (f — f*) o g, ca
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Figura 3.6: Grafico de div(y - Vu™) obtido

em £2.
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3.2
2.4
16
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0.0008
0.0006
0.0004
0.0002
0.0000
—0.0002
—-0.0004
—0.0006
—-0.0008

Figura 3.7: Grafico de u — u™*.

Figura 3.9 ilustra o grafico de (g — g*) o. Em ambos os casos, a diferenga entre a solugéo

exata ¢ a computada esta proxima de zero.

0.00104

0.000354

0.0000+

0.0005

Figura 3.8: Diferenca entre f e f*.

0.03

0.02

0.014

0.00

—0.01+

—0.02 4

—0.03

=g

[
L

o
Ln-|
o=

Figura 3.9: Diferenca entre g e g*.

Fisicamente, temos que —y(x, y)Vu(x, y) representa a movimentagdo dos elétrons
no interior do conjunto £2. Para ilustrar esse fendmeno, plotamos na Figura 3.10 o fluxo
elétrico, dado por

—y(x,y)Vu(x,y) = —=(2x,-2y) = 2(—x,y), V(x,y) € 2.

Note que, como esperado, os elétrons se deslocam das regides de maior potencial elétrico
para as regides de menor potencial, seguindo na dire¢@o oposta a Vu (c.f. Figura 3.4).
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Figura 3.10: Fluxo elétrico resultante em §2.

3.1.2 Calculo da Derivada do Operador Direto

Esta subsecdo tem como objetivo realizar e avaliar o calculo da derivada do operador direto
para a EIT, utilizando os dois métodos diferentes apresentados na Se¢ao 2.1.2. Ambos os
calculos serdo efetuados pelo algoritmo mencionado no inicio deste capitulo. Vale ressal-
tar que a construgdo definida anteriormente sera mantida: 2 = B;(0) com triangulac¢do
T,y constante e igual a 1, e g(x, y) = 2(x2 — y?).

Primeiramente, iremos definir a direcdo na qual a derivada sera calculada. Fixe a

diregdo n € L*°(§2) dada por

n=>Xg+ %Xs, (3.4)
onde B = Bl% (% %) ¢ a bola de raio % e centrada em (% 1—30) € R2. Veja a Fi-
gura 3.11 para melhor entendimento.

Para aplicar o algoritmo FEIT, é necessario aproximar a fun¢do n por um vetor de V.
Com esse objetivo, aplicaremos o seguinte procedimento: Seja v € H!(£2) fixado. Re-
presentaremos v* € V; da seguinte forma: para um tridngulo T} qualquer na triangulacao
T, denotamos seu baricentro por By. Entdo definimos v* constante em 7} de tal forma
que

v*|1, 1= v(By),

paracadak € {1,..., K}. Dessa forma, a fung@o 7 pode ser aproximada em V; por
N 3/2, se B € B
ITk =
1,se By ¢ B

Considerando a triangulagido 7 da Figura 3.3, obtivemos o grafico de n* ilustrado na Fi-
gura 3.12. E importante ressaltar que quanto maior o numero de tridngulos, ou seja, quanto
mais fina a malha, melhor sera a aproximagcao de 71 (e das demais fungdes em H1(£2)) em
V.
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Figura 3.11: Grafico da diregdo 71 definida em (3.4).

Visando aplicar a discretizagdo vista na Se¢o 2.1.2, fixe também o conjunto (unitario)
de correntes elétricas G = {g}. Note que basta tomar £ = 1 ¢ g) = g para termos o
conjunto G que ja estamos habituados. Dessa forma, denotando Fg = F; apenas por F,
pretendemos calcular

F'(y)n.

O célculo de F'(y)n pode ser feito de duas formas: pela resolugdo de uma equagéo vari-
acional ou com o auxilio da matriz Jacobiana. Para o método variacional apresentado na
Sec¢do 2.1.2, resolvemos o seguinte sistema

/;2wa -Vvdx = —/Q nVu-Vvdx, Yve H (), (3.5)

e entdo, determinamos a solugdo numérica ™, ilustrada na Figura 3.13. Restringindo w*
a fronteira, tem-se F'(y)7.

O segundo método para a determinagio de F’(y)n demanda primeiramente o calculo
da matriz Jacobiana, que representa a derivada da discretizacdo de F' no ponto y e, em
seguida, a aplicagdo dessa matriz nos coeficientes da expansio de n* em V,, conforme
Segdo 2.1.2. A Figura 3.14 ilustra o grafico de F’(y)n o ¢ calculado através de ambos
métodos.

A Figura 3.14 indica que os resultados sdo praticamente indistinguiveis na escala usual.
No entanto, para evidenciar a diferenca entre os métodos, observe a Figura 3.15, que ilustra
a diferenca entre os resultados obtidos para a aproximacdo da derivada direcional pelos
dois métodos.
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1.0

Figura 3.12: Diregdo n discretizada pelo algoritmo.

’ 0.96
0.72
0.48
0.24
0.00
-0.24
—-0.48
-0.72

pue— -0.96

Figura 3.13: Calculo computacional de w* solucdo de (3.5).

3.2 Testes Numéricos no CEM

Esta secdo se concentrara nos testes de consisténcia do CEM, de maneira analoga ao Mo-
delo Continuo. As implementagdes numéricas se ddo com a utilizagdo da biblioteca FEIT
para o CEM.

Inicialmente, vamos definir as condigdes para gerar os potenciais U, usando o algo-
ritmo mencionado. Em seguida, vamos verificar se as solugdes numéricas obtidas satisfa-
zem as equagdes que modelam o CEM por meio dos testes de consisténcia. Diferentemente
do Modelo Continuo, ndo vamos trabalhar com solugdes exatas para o CEM, pois elas sdo
consideravelmente mais complexas nesse caso. Portanto, denotaremos as solugdes com-
putadas de (1.21) por (u, U) := (u*, U™), i.e. iremos omitir o sobrescrito .

Seja £2 = B;(0) a bola centrada na origem ¢ de raio 1. Tome L = 8 eletrodos
disjuntos, igualmente espacados, de mesmo tamanho em 952 e cobrindo 50% da fronteira.
Repare que essa configuragio satisfaz as condi¢gdes do CEM. Suponha que a impedancia
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1.0

0.5

—— Equagao Variacional
0.0 1 .
—— Jacobiana

—0.5 \/

—1.0
T T T T T T
0 1 2

3 4 5 6

Figura 3.14: Calculo de F'(y)n.

de contato z; do i-ésimo eletrodo seja igual a 2,5 x 107> paracadai € {1,...,L}. Tome
a triangulagdo 7 de £2 definida na Figura 3.16, assim como a enumeracdo e posi¢ao dos
eletrodos apresentadas.

Defina a condutividade elétrica y como

y = Xo + Az,

onde B = B (—35.—15) ¢ abola de raio - e centrada em —5(1,1) € R?. Analo-
gamente ao Modelo Continuo na Secdo 3.1.2, representamos y a partir da triangulagdo
T de £2 por y*, sendo a ultima ilustrada na Figura 3.17. Por simplicidade, denotaremos
y=r"

Agora iremos definir as correntes elétricas aplicadas para a geragdo dos dados. Seja

{ = L — 1 =7 onumero de vetores de correntes elétricas que aplicaremos nos eletrodos.
Defina a matriz

-1 0

—
[N e)
S OO

e R*L (3.6)

[=NeNoNeNe]

—
[=NelNeloNe Nl

-1
1 —

~N

Il
cocococo~
o~ cococo

[=Nelelelel
S oo o~
SO O~
S O =

—_

e denote por 1) e RL a transposta da i-ésima linha. Dessa forma, considere o conjunto
linearmente independente G = {I(V, ... | I®} A partir das quantidades definidas,
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—14 2 / \
—2 4 i
-3 |

T T T T
0 1 2 3 4 5 6

Figura 3.15: Diferenga entre as solu¢des obtidas para o calculo da derivada direcional por
meio da resolugdo do sistema variacional (3.5) e da computac¢do da matriz Jacobiana.

podemos aplicar o algoritmo e resolver a equagao variacional

L
By(,U),(v.V)) = Y I;V;, V(u.V) e H'(2) ®RE,
j=1

para cada I = I®. Lembre que o operador B, é 0 mesmo definido em (1.21). Assim,
obtém-se o par (u®, UD) = u*®, U*®) como solugdo de (1.21) a partir de 7). Na
Figura 3.18, ilustramos os potenciais elétricos u¥) : 2 — R para cada experimento
ief{l,.... 4}

Na segunda entrada da solugdo (u®, U®), tem-se o vetor U® e RL, dado pela i-

ésima linha da matriz U € RL. Apés um arredondamento de cinco casas decimais em
cada entrada, essa matriz é dada por

0,60876 —0,61029 —0,18260 —0,07688 —0,01846 0,02149  0,07609  0,18189
0,18236  0,61004 —0,60764 —0,17982 —0,07462 —0,02551 0,01791  0,07728
0,07669  0,18241  0,61022 —0,60406 —0,17196 —0,07899 —0,03120 0,01689
0,01315  0,07157  0,17677  0,60887 —0,58871 —0,16425 —0,08374 —0,03367
—0,02475 0,01521  0,06432  0,15729  0,58174 —0,56846 —0,15454 —0,07081
—0,06626 —0,01165 0,03176  0,07955  0,16006  0,57398 —0,59983 —0,16762
—0,18058 —0,07479 —0,01541 0,03268  0,08274  0,16647  0,59868  —0,60978

Perceba que partimos de cada 7 @ € RL e obtemos cada U® e RL. Para uma melhor
visualizagdo de cada vetor de potenciais U @) relativo a cada experimento de corrente 7@,

veja a Figura 3.19, que ilustra o grafico de cada U® no intervalo [i,i + 1) em uma cor
distinta. Esta maneira de apresentar uma matriz se repetird neste capitulo.
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Figura 3.17: Condutividade elétrica y* de £2.

3.2.1 Testes de Consisténcia

Esta subsecdo ¢ destinada a verificar se as condigdes de contorno e modelagem do CEM
sdo satisfeitas para as solug¢des obtidas pelo algoritmo. Usaremos as mesmas solugdes da
se¢do anterior.

Como vimos na Seg¢do 1.2.3, o CEM ¢ modelado pelas seguintes equagdes:
div(yVu) = 0 em £2, 3.7

/E yg_ZdSZIj’ Vje{l,...,L}, (3-8)

J
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Figura 3.18: Potenciais elétricos u'?) resultantes em £2.
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Figura 3.19: Potenciais elétricos U ® resultantes nos eletrodos.

9 L
ya—” = 0em a2\ | J E;. (3.9)
n Pt
du )
uls; + 2y, =Uj V€ (L. (3.10)

Serdo elaborados quatro testes numéricos, visando verificar se as quatro equagdes
acima sao satisfeitas para as solu¢des computadas.
Teste 1

O teste 1 consiste em verificar se a unica condi¢@o ao interior de §2 € satisfeita, ou seja,
se a equagdo (3.7) ¢ satisfeita para cada u = u). Novamente temos o problema da regu-
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laridade da solugdo u, resolvido de maneira andloga ao Modelo Continuo. A Figura 3.20
ilustra o resultado do célculo do divergente do fluxo elétrico para cada u®.

Pela escala da Figura 3.20, percebe-se que o erro é praticamente irrelevante em todo
dominio £2. De fato, div(y Vi) ~ 1 x 1071% ~ 0 em todos os pontos de £2. Os pontos de
maior divergéncia estdo exatamente na posi¢ao dos eletrodos, onde a corrente ¢ aplicada.
Naturalmente h& maior oscilagdo de u nessa regido, ocasionando maior erro.

le—10 6.0

div(yTu'l!) div(yu'?) div(y7u'?) div{yWu'®)
. / 4.8
2.4
1.2

div(yWu'™) div(ywu'

51y div(yTu'™) 0.0
-1.2
2.4
36

. B i iy

Figura 3.20: Grafico de cada div ()/Vu(i)) em £2.

Teste 2

O segundo teste propde-se a investigar a primeira condigdo de contorno, ou seja, se a
equacio (3.8) ¢ satisfeita para cada u = u®. A fim de prosseguir com o teste, defina a

matriz
@)
. () du ixL
1*:=|I; = / y dS | e R**%,

J

Ainda mais, denote a transposta da i -ésima linha de I™* por
T
*(@) . * (i) *(i) L
o= o o] erh

Assim, se espera que
719 ~ [*(i)’

I ~1".
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Com auxilio das rotinas computacionais, determinamos a matriz /* e, considerando um
arredondamento de cinco casas decimais, obtemos a matriz / — I * igual a

0,20449 —0,19779  0,00703  0,00127  0,00086 —0,00040 —0,00063 —0,005 37
—0,00159 0,20699 —0,22061 0,00626  0,00193  0,00016  0,00001  —0,00092
0,00067 —0,00824 0,21696 —0,22453  0,00736  0,00119  0,00038 —0,00015
0,00092 —0,00227 —0,00505 0,22377 —0,20854  0,00691  0,00117  0,00024
0,00115 —0,00090 —0,00073 —0,00629 020287 —0,21612 0,00677 0,001 12
0,00283 —0,00046 0,00015 —0,00082 —0,00459 0,21655 —0,20946  0,00673
0,00993 —0,00008 0,00063 —0,00004 —0,00028 —0,00682 0,20613 —0,21993

_Para uma melhor visualizagdo, observe a Figura 3.21, que ilustra o grafico de cada
I® — 1*@ no intervalo [i,i + 1) e numa cor diferente.

0.2

0.1

0.0 4

—0.1

-0.2 4

Figura 3.21: Diferenca entre as matrizes de correntes elétricas / e [*.

A Figura 3.21 mostra que os erros estdo concentrados nos eletrodos onde correntes
elétricas foram aplicadas, que correspondem as regides onde o potencial atinge seus extre-
mos, e, portanto, € natural que os erros sejam maiores. Convertendo para erro relativo, a
diferenca nos emissores chega a cerca de 0,2, o que ¢ relativamente alto.

Teste 3

O objetivo do terceiro teste ¢ verificar se a corrente elétrica nos gaps é nula, ou seja, se
a equagdo (3.9) ¢é satisfeita para cada u = u®. Para tal, é necessario calcular o fluxo
elétrico resultante em 352 para cada experimento u = u® e analisar o valor nos pontos
que nao pertengam aos eletrodos.
ou®

A Figura 3.22 ilustra os graficos de 3_71 o ¢ aplicados em 0£2. Os valores de in-
teresse, que indicam a presenga ou auséncia de corrente elétrica nos gaps, estdo destacados
em azul.
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Perceba que os erros se concentram em pontos dos gaps proximos a eletrodos que
possuem valores de fluxo elétrico ndo nulo. Isso ocorre pelo salto de descontinuidade
existente entre o fluxo elétrico no eletrodo e no gap vizinho.
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Figura 3.22: Grafico de cada y u

em 052.
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Teste 4

Por fim, o quarto teste se concentra em verificar se a equagdo (3.10) ¢ satisfeita para cada
u,U) = (u Oy )). A analise sera feita individualmente em cada eletrodo para avaliar
se o potencial elétrico de cada um deles satisfaz a equagdo apresentada. Ao final, sera
apresentado o comportamento de toda a fronteira, de maneira andloga ao Teste 3. Defina,
paracada (i, j) € {1,..., £} x{1,..., L},

; . ou®
UrO) = uD|g, (x) + 2y =57 )

em que x € E;. Espera-se que cada valor U j*(i)(x) seja constante e proximo a U ;i).

Na Figura 3.23, ¢ apresentado o grafico de U} M Observe que o potencial deixa de ser
constante nas extremidades, porém a diferenca é pequena. E importante notar que ¢| [0,7/8]
¢ a parametrizag@o utilizada para representar £, o que justifica a presenga desse intervalo
no eixo x do grafico.

0.6090 1 .'I ﬁ [ I |' 1

|
06088 || . 29 || |

06086 - | 1 | I | ||
0.6084 |

o608z | [ I | [

06080 | ', i | }.

T T T T T T T T
0.00 005 010 015 020 025 030 035 040 4

Figura 3.23: Grafico de Ul* ® aplicado em

E, Figura 3.24: Diferenca entre as matrizes de

potenciais elétricos U e U*.
Os graficos dos demais potenciais nos eletrodos apresentam comportamento similar,

com valores praticamente constantes, porém com pequenos erros nas extremidades.

Para realizar uma comparagdo com os valores de U¥, cada valor de U * ¢ aproxi-
mado pela média aritmética dos valores encontrados nos pontos de £ ;. Defina a matriz

U* — [U;(i)] c RYL
e denote a transposta da i-ésima linha de U™* por
. . 1T
u*® :=[ vy @ ] e RE.

Entdo espera-se que U ;(i) ~U j@ e, consequentemente, é esperado que U* ~ U.
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Com base nos resultados obtidos, foi possivel tragar o grafico de U@ —U*@ para cada
eletrodo, no intervalo [i, i + 1), similarmente ao que feito no segundo teste. O resultado
obtido esta ilustrado na Figura 3.24. E possivel observar que os erros se concentram apenas
nos eletrodos em que foram aplicadas correntes elétricas, o que é esperado, estando na
ordem de grandeza de 107>.

Analogamente a Figura 3.22, avaliamos o comportamento da equacdo (3.10) em toda
a fronteira 052 na Figura 3.25. Esperamos que os valores sejam constantes em cada um
dos eletrodos. Perceba que o CEM néo faz qualquer imposi¢do em relag@o ao valor dos
potenciais fora dos eletrodos. Dentro da escala apresentada, nao é perceptivel a diferenca
das extremidades visualizada na Figura 3.24.

3.2.2 Calculo da Derivada do Operador Direto

Nesta subsecao, o calculo da derivada direcional do operador direto do CEM, aplicado em
y, para a mesma direc¢do 7 definida em (3.4), € realizado. Primeiramente vamos calcular
a derivada por meio da solugdo da equagdo variacional

B, ((a)(i),W(i)),(v,V)> - —/ VuDVo dx, V(u.V)e H(2)®RE, (3.11)
2

conforme o calculo apresentado na Secdo 2.2.2. Depois vamos calcular a derivada dire-
cional com o auxilio da matriz Jacobiana da versdo discretizada do operador direto, das
duas formas descritas na Se¢d@o 2.2.2. Serdo, entdo, realizados testes para comparar a quali-
dade das solugdes obtidas pelos trés métodos propostos. Esses calculos sdo aplicados pelo
algoritmo citado no inicio deste capitulo, sendo a construcdo feita até aqui preservada.

Como citado acima, fixe a dire¢do n € L°°(£2), definida em (3.4), veja a Figura 3.11.
Usando o algoritmo e a triangulacdo definida na Figura 3.16, representamos 7 como na
Figura 3.26. Perceba que a triangulagdo definida na Figura 3.3 difere desta, logo obtemos
representacdes diferentes.

Visamos aplicar a discretizagdo vista na Secdo 2.2.2, entdo retome a configuragao fi-
xada no inicio da Se¢do 3.2. Dessa forma, denotando Fg apenas por F, pretendemos
calcular

F{(y)n w
Fl(y)n = : = : =W eR‘
F)(y)n w®

Para esse calculo, podemos resolver (3.11), em que cada u® foi obtido na resolugio do
problema direto (c.f. Figura 3.18). Dessa forma, obtemos os pares (@, W®) apresenta-
dos nas Figuras 3.27 ¢ 3.28. Note que a Figura 3.28 ilustra cada W no intervalo [i,i +1)
e numa cor diferente, de maneira similar ao visto anteriormente.

Vimos anteriormente que o calculo da derivada direcional pode ser realizado compu-
tando primeiramente a matriz Jacobiana F' (y) € REL*K ¢ em seguida, multiplicando-a
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Figura 3.25: Grafico do potencial calculado em 052

pelo vetor 7j € RX, da decomposicio de 7 na base de V;. A Segdo 2.2.2 apresenta duas
maneiras para realizar o calculo da Jacobiana. O método usual, que requer grande esforgo
computacional, ¢ aquele que determina explicitamente a matriz Jacobiana com o auxilio
do método variacional. Ja o método que requer menos esfor¢co ¢ o método que foi apre-

47
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Figura 3.26: Direcao 7.

sentado originalmente em Polydorides e Lionheart (2002), que chamaremos de método de
Polydorides.

A Figura 3.29 ilustra WV obtido pelo método usual, enquanto que a Figura 3.30 ilustra
W obtido pelo método computacionalmente mais barato. Visualmente podemos concluir
que os resultados estdo bem proximos. A Figura 3.31 ilustra a diferenga entre os resultados
apresentados nas Figuras 3.29 e 3.30. De fato, a diferenca é pequena, na ordem de 10712,

Comparamos também as aproximagdes obtidas pelo método usual para o calculo da
Jacobiana e pelo método da equagdo variacional na Figura 3.32, tomando a diferenca entre
as respostas encontradas nas Figuras 3.28 e 3.29. Percebe-se que a diferenga no calculo
de W é na ordem de 10~'5. Portanto, o método usual e 0 método variacional produzem
resultados praticamente idénticos nesse caso.

Concluimos com esses experimentos que todos os métodos nos trazem solugdes bas-
tante proximas. Lembre que o método variacional soluciona apenas duas equagdes varia-
cionais para cada combinagao entre condutividade y e direcdo 7, enquanto que o método
de Polydorides fixa uma condutividade y e calcula a Jacobiana ao resolver £ + L equagdes
variacionais, sendo essa aplicavel a qualquer nimero de dire¢des 7. Mais detalhes foram
apresentados na Se¢do 2.2.2. Dessa forma, ¢ computacionalmente mais vantajoso usar
o método de Polydorides quando a derivada, aplicada numa condutividade fixa, ¢ usada
diversas vezes, como por exemplo, em métodos do tipo Newton, veja Apéndice B.2.2.
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Implementacdo
Computacional

do Problema
Inverso

Neste capitulo, discutiremos a implementagdo do problema inverso da EIT com foco no
CEM. Em primeiro lugar, realizaremos testes numéricos com dados sintéticos, gerando
o vetor de potenciais U e, em seguida, tentando reconstruir a condutividade elétrica y a
partir de U. Posteriormente, abordaremos um desafio maior, que consiste em reconstruir
y a partir de um conjunto de dados experimentais, disponivel em Hauptmann et al. (2017).

4.1 Testes Numéricos com Dados Sintéticos

Esta se¢do ¢ dedicada a resolugdo do problema inverso da EIT a partir de dados sintéti-
cos. O processo consiste em gerar os dados e adicionar ruidos, para entfo recuperar a
condutividade original. Devemos tomar o cuidado de utilizar uma malha mais fina para
gerar os dados evitando assim o chamado crime inverso. Mais precisamente, adotaremos
o seguinte procedimento:

1. Fixamos um refinamento & de uma triangulagio 7;

2. Definimos uma solugdo ¥ como uma combinagio de fungdes caracteristicas dos
elementos de ®;

3. Geramos os dados (exatos) U /) := Fi(yh) e RL,paraj = 1,...,¢, resolvendo
a equacdo variacional (2.7). Definimos entdo o vetor U por meio da concatenagao
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dos vetores U ),
4. Geramos dados contaminados U?, adicionando ruidos artificiais a U;

5. Recuperamos y ™ na malha original 7 a partir de U°®.

4.1.1 Geracao dos Dados Sintéticos

Em todos os experimentos desta segdo, serdo adotados os seguintes parametros para a
geragdo dos dados: fixamos £2 = B;(0), a bola aberta de raio 1 e centrada na origem.
Na fronteira 952, definimos L = 16 eletrodos, igualmente espagados e cobrindo 50% da
fronteira. Fixamos o numero de experimentos £ = 15 e aplicamos o padrdo de corrente
adjacente, definido como o conjunto de vetores 10) .= ©,...,1,-1,0,..., O)T, com
1 na j-ésima coordenada, —1 imediatamente na proxima e zero nas demais. Tome [ :=
(W, 1O} € REX em um processo analogo ao utilizado para a defini¢io da matriz
(3.6). As impedancias de contato sdo tomadas iguais: z; = 2,5x 10> parai =1,..., L.

A fim de evitar o crime inverso, duas malhas distintas sdo geradas: a malha grossa 7
(Figura4.1a) e o seu refinamento ® (Figura4.1b). A malha fina ® é usada exclusivamente
para a geracio de dados sintéticos U (/) e, entéio, descartada. Em sequéncia, apenas a malha
grossa serd usada para a reconstrugdo da condutividade.

A partir da malha fina, definimos a condutividade elétrica y como sendo a fung¢do dada
por

y = Xg + Xg,

onde B := %(% 13—0) ¢ a bola de raio % centrada em (%, 13—0) € R2. A solugdo
do problema inverso, discretizada na malha @, ¢ denotada por y ™, e esté ilustrada na
Figura 4.1c (veja o procedimento descrito na Secdo 3.1.2).

A partir de 1, ©, z; e y+, geramos os vetores de dados sintéticos U) € RL, para

j=1,...,4 resolvendo 0 problema direto do CEM, definido pela solugéo da equagdo
Var1a010nal (2.7). Tome U € RL, o vetor obtido pela concatenagdo dos U com i =
1,...,¢. Adicionamos, entdo, ruldos artificiais aos dados sintéticos U com o nivel de

ruidos relativo § > 0:
U =U+§|U|, A, 4.1

onde A € R ¢ um vetor contendo uma distribuicdo aleatoria normal de variaveis, com
[ All, = 1. Os vetores U, U% e A estdo ilustrados na Figura 4.2 para um nivel especifico
de ruidos. Observe que o nivel de ruidos relativo § satisfaz

_ v’ -ul

4.2
10T “2)
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©

Figura 4.1: Experimentos com dados sintéticos: (a) Malha grossa 7 com N = 378,
= 160 ¢ K = 594; (b) Malha fina ® com N = 2091, M = 480 ¢ K = 3700; (c)
Condutividade y* para geracio dos dados sintéticos.
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Figura 4.2: Esquerda: Vetor de potenciais simulados U (em azul) e sua perturbagdo U?®
(em vermelho). Direita: Distribui¢do uniforme de ruidos A com nivel de ruidos relativo

de § = 0,1%.
4.1.2 Reconstrucao da Condutividade Elétrica

A partir dos dados contaminados U 8 conforme (4.1), buscamos reconstruir a condutivi-
dade elétrica y ™ na malha mais grossa 7. Entretanto, a EIT é um problema severamente
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mal posto, tornando métodos de regularizagdo necessarios.

Existem diversas técnicas de regularizagdo para a reconstrugio de y* (veja Apén-
dice B.2). Neste estudo, foram selecionados quatro métodos iterativos para problemas
inversos nao lineares. O primeiro deles ¢ o método do tipo gradiente chamado de Landwe-
ber (LW), c.f. (B.21). Os demais métodos sdo métodos do tipo Newton inexato, apresen-
tados na Apéndice B.2.2. O primeiro dos métodos do tipo Newton estudados ¢ o chamado
método de Levenberg—Marquardt (LM), definido pela iteracao (B.22), Apéndice B. Para
os experimentos aqui utilizados, usamos apenas a sequéncia (o, ) constante. Os dois mé-
todos remanescentes sdo casos particulares do método do tipo Newton inexato REGINN, o
qual utiliza uma iteracdo interna para aproximar as solugdes de sistemas lineares auxili-
ares. Nos testes que apresentaremos a seguir, analisaremos as iteragdes internas geradas
pelos métodos de Landweber (NLW) e Tikhonov-iterado estacionario (NTK) (veja o Apén-
dice B.2.2 e os Exercicios B.13 a B.15).!

E importante notar que se usarmos apenas uma iteragio interna nos métodos NLW
e NTK, obteremos exatamente os métodos LW e LM, respectivamente, veja o Exerci-
cio B.16.

A quantidade de itera¢des internas do REGINN deve ser finita. Para definir essa quan-
tidade, seguiremos o procedimento descrito por Rieder (2006): a iteracdo interna sera
interrompida pelo uso do pardmetro pu € (0, 1], podendo este ser fixo ou atualizado em
cada iteracdo, isto é, 4 = U, (veja Apéndice B.2.2 e equagdo (B.23)). Nos experimentos
que realizaremos, o parametro (. = [, sera atualizado a posteriori por meio da seguinte
regra:

ﬁn — ,:Lmax maX(l r,, 2 (l_ﬂn 1), Rpp— 1) ;n—INZ "n—2 (4.3)
Mn—1 : € nao

onde Umax € 0 valor maximo permitido e r, € o nimero de passos na iteragdo interna 7.

Ja R é a propor¢ao maxima de decréscimo, e v define o decréscimo no parametro (4.
Todos os algoritmos sdo interrompidos na primeira iteragdo n, em que a seguinte vari-

agdo do Principio da Discrepancia de Morozov ¢ satisfeito (c.f. (B.19) no Apéndice B):

o, - v

oy, —v’l, _
||U5||2 < 16, (4.4)
para uma constante ¢ > 1 pré-definida. Aqui Ufn representa os potenciais obtidos a
partir da aplicagdo do operador direto na condutividade elétrica y,. Denotaremos por ng
a primeira iteragdo n em que (4.4) ¢é satisfeita.

Os métodos utilizados para a reconstrugdo da condutividade elétrica sdo iterativos e
requerem uma aproximagao inicial, definida como yy = 1, a qual coincide com o valor
da condutividade fora da inclusdo. Para comparar adequadamente os resultados obtidos,

IPara os métodos lineares de Landweber e Tikhonov-iterado estacionario, usados na iteragdo interna do
REGINN, consulte as Se¢des Apéndice B.1.2 e Apéndice B.1.1, respectivamente, e os exercicios 1a sugeridos.
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definimos o erro relativo como

”7" -y ||L2(Q)

E, :=100-
g 1Yl 22

(4.5)

onde ¥, ¢ a interpolagéo de y, na malha refinada ®. Note que o calculo do erro relativo
0 ¢é possivel, em geral, com dados simulados, ja que a solugdo exata deve ser conhecida.
Também definimos o residuo relativo como

|5y, U’

N2 (4.6)

res, =100 —————=
" luel,

4.1.3 Resultados Numeéricos

Serdo executados dois experimentos numéricos nesta se¢do. Primeiramente iremos inves-
tigar diferentes métodos de regularizacdo e suas reconstrugdes (Experimento 1), posteri-
ormente iremos selecionar o melhor método e, entdo, estudar o efeito do nivel de ruidos
nas reconstrugdes (Experimento 2).

Experimento 1

Neste experimento numérico, avaliamos o desempenho de quatro diferentes métodos de
regularizagdo para a reconstrugiio de y: LW, LM, NLW e NTK. Comparamos o residuo
relativo e o erro relativo a cada iteracdo, bem como a qualidade visual da reconstru¢do. A
derivada do operador direto ¢ calculada pelo método de Polydorides (veja Segdo 2.2.2).

Os parametros para os experimentos numéricos (c.f. Apéndice B.2) foram seleciona-
dos da seguinte forma: A = 20 para o passo dos métodos LW e NLW; o = 0,001 para
LM e NTK. A tolerancia pu, utilizada para encerrar a iteragdo interna do método REGINN
para os métodos NLW e NTK, c.f. (B.23), Apéndice B, foi determinada a posteriori com
o auxilio dos parametros g = 0,85, Umax = 0,999, v = 0,97 ¢ R = 0,97 (veja (4.3)),
limitando-se o nimero de iteragdes internas a 1000 iteragdes. Para todos os algoritmos,
tomamos 7 = 1,05 para controlar o término da iteracdo externa, c.f. (4.4), sendo limitada
a um nimero maximo de 100 iteragdes. O nivel de ruidos relativo § adicionado nos dados,
conforme (4.1), foi de 0,25(%).

Em sequéncia, serdo apresentadas as conclusoes e discussdes baseadas nos resultados
das reconstrugdes de ¥+, conforme os dados referentes as Figuras 4.3 ¢ 4.4 ¢ a Tabela 4.1.

o (Formatos) Na Figura 4.3 observamos que os métodos do tipo Newton NLW, NTK
e LM atingiram formatos bem definidos e circulares, na regido correta, enquanto que o
formato nao ¢ definido para o método LW. Certos artefatos e instabilidades sdo observados
na fronteira, especialmente em LM, NLW e NTK.

o (Valores de Condutividade) A condutividade da reconstrugdo variou entre 0,8 e
1,85. Valores mais altos sdo vistos para LM, NLW, NTK. Em geral, a condutividade
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0.6 0.8 1.0 12 1.4 16 18

Figura 4.3: Experimento 1 com dados sintéticos: Reconstru¢des y,; para os algorit-
mos: Landweber (LW), Levenberg—Marquardt (LM), REGINN com Landweber (NLW)
¢ REGINN com Tikhonov Iterado (NTK).

Lw LM NLW NTK

resn, 0,58 026 025 0726
Eng 21,02 16,62 16,14 16,53
Tempo (s) 72,00 23,00 23,00 9,00

Tabela 4.1: Resumo dos resultados numéricos dos métodos de regularizagdo LW, LM,
NLW e NTK para a reconstru¢do da condutividade elétrica.

do background permaneceu constante ou proxima a 1, porém nao foi possivel alcangar
exatamente o valor da condutividade igual a 2, referente a inclusdo.

o (Esforco Computacional) Observando a Figura 4.4a e a Figura 4.4c, concluimos
que, de um modo geral, houve aumento no numero de iteragdes internas dos métodos
baseados no algoritmo REGINN, conforme o decréscimo do residuo. Apesar desse fato, se
compararmos os métodos LM com NTK e LW com NLW, observa-se um menor niimero
de iteracdes externas, sendo a operacdo de maior demanda computacional para o algoritmo
REGINN, resultando no menor tempo de execugdo (visto na Tabela 4.1).

Observa-se 0 motivo da melhor performance dos métodos tipo Newton por meio das
curvas de residuo e erro na Figura 4.4. Conforme a Figura 4.4a, os métodos LM, NLW
e NTK satisfizeram o principio da discrepancia de Morozov antes de excederem o limite
de iteragdes, enquanto que o método LW terminou precocemente. A consequéncia desse
término precoce ¢ vista na Figura 4.4b, em que o erro relativo alcancado € inferior aos
outros métodos.

Hé pouco espago para melhoria da performance dos métodos LW e NLW, uma vez que
0 aumento do tamanho do passo causa problemas de convergéncia aos algoritmos. Embora
LW inicie com uma queda rapida no residuo relativo, como pode ser visto no primeiro
passo da Figura 4.4a, ele desacelera rapidamente, obtendo uma performance inferior aos
outros métodos.
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Figura 4.4: Experimento 1 com dados sintéticos: comparagdo entre algoritmos. (a) Resi-
duo relativo, (b) Erro relativo e (¢) Numero de iteragoes internas

Experimento 2

No experimento 2, usaremos apenas o método NTK, que obteve a melhor performance
no experimento 1. Temos dois objetivos: investigar a influéncia do nivel de ruidos na re-
construgdo da condutividade elétrica y* e avaliar a eficiéncia do principio da discrepancia
como critério de parada. Novamente serdo comparados o residuo relativo e o erro relativo
a cada iterag@o, bem como a qualidade visual da reconstrugéo.

Avaliamos a reconstrugao de y+ para quatro niveis de ruidos: 0,5%, 1,0%, 1,5% e
2,0%. Testamos duas situagdes: na primeira terminou-se a iteragdo externa com o prin-
cipio da discrepancia (4.4), usando T = 1,05. Ja na segunda, iteramos até a iteragdo de
numero 30, independentemente dessa ser ou ndo igual a ng, c.f. (B.19), Apéndice B. Os
pardmetros usados para o algoritmo NTK foram os mesmos do experimento 1, ou seja,
o = 0,01; wo = 0,85, Umax = 0,999, v = 0,97 ¢ R = 0,97, sendo porém, o niimero de
iteracdes internas limitada a 100. Apresentamos as conclusdes e discussdes dos resultados
das reconstrucdes de y, avaliando as Figuras 4.5 € 4.6 e a Tabela 4.2.
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Figura 4.5: Experimento 2 com dados sintéticos: reconstru¢des obtidas com o uso do
algoritmo NTK com diferentes niveis de ruidos. Diferentes colunas representam diferentes
niveis de contaminagdo.

§=05% 6§=10% §§=15% §&6=2,0%

ng 16 8 6 5
resn, 0,52 1,04 1,54 1,98
Eng 18,41 21,07 21,87 22,01

Tabela 4.2: Resultados obtidos para o Experimento 2 na iteragdo ng (critério de parada
usando o Principio da Discrepancia) para diferentes niveis de ruidos.

A Figura 4.5 deixa claro que quanto maior o nivel de ruidos, pior a qualidade da re-
construcao, principalmente quando ¢ iterado excessivamente, i.e. apos o principio da dis-
crepancia estar satisfeito. A Tabela 4.2, por sua vez, mostra que, quanto maior o nivel de
ruidos, menor ¢ o indice da itera¢do de parada do principio da discrepancia ng. Ao mesmo
tempo, quanto menor o nivel de ruidos, menor ¢ o erro final e o residuo, o que sugere, em
particular, que a propriedade de regularizagdo ¢ satisfeita: y,, —> ¥ quando § —> 0.

A partir da analise da Figura 4.6a, observa-se que o residuo ¢ decrescente para qual-
quer nivel de ruidos fixado. Entretanto, na Figura 4.6b, nota-se que o erro de iteragdo
decresce até certo ponto ¢, entdo, comeca a aumentar. Além disso, a iteragdo diverge mais
cedo, conforme o aumento do nivel de ruidos. Esse € um fendmeno bastante comum aos
problemas inversos, chamado de semiconvergéncia, que indica que a iteracdo precisa ser
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Figura 4.6: Experimento 2 com dados sintéticos e com 30 iteragdes externas. Comparagdo
de diferentes niveis de ruidos: (a) Residuo relativo, (b) Erro relativo e (¢) Numero de
iteragdes internas

terminada no momento correto para evitar a amplificacdo do erro devido aos ruidos. Por
fim, a Figura 4.6¢ indica que o nimero de iteragdes internas cresce mais rapidamente com
o aumento do ruido.

Com base nos resultados desse experimento, podemos concluir que, quanto maior o
nivel de ruidos, menor é o numero de iteragdes externas necessarias para que a sequéncia
gerada pelo algoritmo comece a divergir. Além disso, o aumento do nivel de ruidos piora
a qualidade da reconstrugdo de y*. Nesse sentido, observa-se que o principio da discre-
pancia permite controlar o nimero de iteragdes, de modo que o indice de parada ng fique
préximo ao ponto em que o erro de iteracdo atinja seu minimo.
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4.2 Testes Numeéricos com Dados Reais

Nesta secfio, sera explorada a reconstruciio da condutividade elétrica y* a partir de dados
reais. A geragdo desses dados foi feita pelo sistema de medi¢do KIT4, na Universidade
da Finlandia Oriental, estando os dados disponiveis em Hauptmann et al. (2017). Além
do sistema de injeg@o de correntes e medig@o de potenciais, o prototipo possui um sensor
formado por um tanque cilindrico preenchido com agua salina, (que chamaremos de back-
ground) onde uma ou mais inclusdes, feitas de metal ou plastico, sdo adicionadas para
a determinacdo da condutividade elétrica. O tamanho, posi¢ao e formato das inclusdes
variam.

4.2.1 Medicao dos Potenciais

O raio do tanque ¢ igual a 14 cm, sua fronteira é composta de 16 eletrodos igualmente
espagados com 2,5 cm de comprimento cada. Essas informagdes sdo suficientes para criar
uma triangulag@o para o CEM analogo a Figura 4.1a, porém com N = 681, M = 160 ¢
K = 1200. Fixamos £ = 15. Os dados foram gerados usando o protocolo chamado de
Todos contra 1, definido por 1V = (1,0,...,—1,0.. .)T, com 1 e —1 nas posigdes 1 e
j + 1, respectivamente.

Fixado j € {I,...,£}, assumimos que, para cada vetor de corrente elétrica /) =
(I1,....I1)T € RE, temos um vetor de potenciais U) = (Uy,...,Ur)T € RE medido.
Entretanto, na pratica, o protocolo de aquisicdo de dados pode variar. De fato, isso acon-
tece com os dados gerados pelo sistema KIT4. Por exemplo, nossa modelagem reflete a
hipdtese de que os dados sdo aferidos referentes a um ponto de aterramento. Porém, as
medicdes do KIT4 sdo executadas a partir da diferenca de potencial entre eletrodos conse-
cutivos. Isto significa que o operador Neumann-para-Dirichlet A,, que mapeia corrente
elétrica para potenciais, é reescrito nessa situag@o da seguinte forma

U - U
U, — Us
[V s v = : . (4.7)
Up-1-UL
U, —U

Existem duas abordagens possiveis para tratar os dados gerados pelo sistema KIT4.
Uma abordagem consiste em converter os dados para a base definida neste trabalho, que
reflete a hipotese de aferigdo referente a um ponto de aterramento. A outra abordagem ¢
converter o operador A, para a base diferencial dos dados aferidos. No momento, optamos
pela primeira abordagem, por ser mais simples de implementar.

Para recuperar os vetores U = U () a partirde V = V(L), basta executar o seguinte
procedimento: fixe o vetor auxiliar U € RE, de maneiraque U; = 0, parai € {2,...,L},
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tem-se
i—1
Ui=> V.
k=1
Defina agora a constante ¢ a partir da soma das entradas desse vetor:
L L i-1
=T =Y 3
i=1 i=2k=1
Afirmarmos que
C ~
Ui = Z - U,
paratodo i € {1,...L}. De fato, note que, de (4.7) e da definigdo de l7,~, obtemos
i—1
Ui=)Y Vi=U-U.
k=1
paratodoi € {2,...,L}. Como ZiL=1 U; = 0, segue da defini¢do de ¢ que
L L
c=Y (U -U)=(L-1)-Uy=) U =L-U.
i=2 i=2
Isso implica que
¢ ~ c
L 'Lt
e
C ~ L- U1
—=U;= - (U1 - U) =0,
L
parai = {2,..., L}, o que prova a afirmacio. Portanto cada vetor U = U ¢ RZ pode

ser recuperado a partir do vetor V = V) e RL.

4.2.2 Inicializa¢ao do Algoritmo

Diferentemente dos dados sintéticos, os dados reais ndo fornecem, a principio, informa-
¢Oes necessarias para iniciar a reconstrucao, tais como o nivel de ruidos §, as impedancias
de contato z; e até mesmo o valor do background y, (utilizado como estimativa inicial).
Para estimar §, z; ¢ yy, utilizamos os procedimentos apresentados por Winkler e Rieder

(2015, Segdo 4.1).
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Estimativa do Nivel de Ruidos

O nivel de ruidos costuma ser inacessivel para diversos problemas inversos. Particular-
mente para a EIT-CEM, os dados sdo redundantes e essa informagdo pode ser explorada
a fim de estimar o nivel de ruidos.

Defina a matriz de potenciais I := {U M, ... U®} € RE*¢ ¢ a matriz de correntes
T={D, . . 1O} e REXY que possui posto completo (lembre que dimRE = L—1 =
¢). Denote por Z' a matriz pseudoinversa de Z (c.f. Apéndice A.1) e % uma perturbagio
da matriz /. Sabemos que a matriz

Ay, =UTT

¢é simétrica. Entretanto, no caso com ruidos, isso ndo é necessariamente verdade. Portanto,
defina

EV:=UT —UTT)T e ey:=|E"|F, 0
como sendo a matriz de erro simétrico € o erro de simetria, respectivamente, onde || || 7ro
¢ a norma Frobenius. Supondo uma distribui¢do aleatéria normal de ruidos, Winkler e
Rieder (2015) determinam que o nivel de ruidos absoluto nos dados ¢

SCEM .— /YL yCEM (4.8)

com s
CEM . -

= ﬁﬂf

Repare que §°EM & um valor absoluto, ao invés do valor relativo de 8 visto em (4.2).

I
Fro

Estimativa da Condutividade do background e das Impedancias de Contato

Iremos introduzir dois métodos. O primeiro determina apenas o valor da condutividade
elétrica do background, supondo que as impedancias de contato sejam pequenas. Ja o
segundo, determina simultaneamente as impedancias de contato e a condutividade elétrica
do background. _

Para o primeiro método, fixe a fungdo constante y = 1 e seja U € R¢L, o vetor de
potenciais correspondente (obtido computacionalmente) a partir de y, referente ao padrdo

de correntes Z = {I MV, ... I®} ¢ com impedancias de contato conhecidas Z;. A estima-
tiva de condutividade elétrica do background, )/OC EM ¢ determinada a partir do vetor de
dados experimentais ¢ = {UM, ..., U®} e R, produzido por medigdes realizadas

no tanque de agua salino, sem inclusdes, e com impedancias de contato desconhecidas z;.
A partir da resolugdo de um problema de minimos quadrados, obtemos a estimativa:

2
I L —_ ~ . .
i=

CEM ._ J=1

yo °M = . (4.9)
(L s N DN (DT DN O
C (2 (@ = ggr?) 1) | 2 (07 - ) 1
j=

i=1 1=
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onde |E;| é o comprimento do i-ésimo eletrodo. Para os casos com yg > z;, os valo-
res de z; ndo interferem significativamente na estimativa acima e pode-se, portanto, usar
quaisquer valores pequenos.

Para a determinagio de y, , € necessario assumir a hipdtese de que os eletrodos sdo
pequenos e suficientemente espagados entre si. Assim ¢ razoavel assumir que o potencial
u/) em cada eletrodo ¢é praticamente constante, isto ¢, u) | ; A constante. Aproximando
a corrente elétrica no eletrodo pelo seu valor médio, obtemos:

CEM

9 .
U9 =uD|g, + zy Nl Sy (4.10)

Uma desvantagem desse método é que as impedancias de contato devem ser conheci-
das ou despreziveis.

No segundo método, assumimos que as impedancias de contato dos eletrodos sdo apro-
ximadamente iguais. Assim

zirxz>0 parai =1,...,L,
e podemos reescrever (4.9) como o seguinte conjunto de equagdes:
aj[A)o—i-bjf:Cj, jZ],...,(f,

onde
L

=3 (U§” 2 |](J)) 19,

i=1

1—Z|E |—1< (/))

i=1

L
cj = Z(Us)z(])lz(])

i=1

e fo := y; . Desse modo, chegamos ao seguinte problema de regressdo linear sobrede-
terminado:
ar by 1

po\ _ | .
(2")_ . (4.11)

ag  dyg e

o qual pode ser resolvido por minimos quadrados.

Para valores baixos de impedancia de contato, z < ¥y, a solug@o do sistema pode re-
tornar valores negativos e, nesse caso, tomamos como solugdo um valor pequeno positivo:
fixe 0 < z,uin < 1 e defina a estimativa de impedancia de contato por

ZCEM . max{Z, Zmin }
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onde Z € a solugdo de (4.11) obtida a partir de U comZ; = Zyin. Ainda mais, definimos
a correspondente estimativa de condutividade por

Al . CEM
CEM,z .__ )Po isez > Zmin,

4 ‘=, CEM

. (4.12)
y , COM z; = Zpyin €m (4.9) : caso contrario.

Embora a solugdo de (4.11) com Z; = z,,;, fornega uma estimativa inicial para as
impedancias de contato, nem sempre essa estimativa representa o valor 6timo. Em nossos
testes numéricos, percebemos que a qualidade da solugao esta ligada ao quao proximo esta
Z; de z. Com base nessa observagdo, desenvolvemos um algoritmo iterativo para melhorar
essa estimativa, que funciona da seguinte maneira: usando o valor constante Zo = Zyin,

como aproximagio inicial para todas as impedancias de contato Z;, computamos o par

(kaEM’Z, z,fEM), por meio da minimizagdo do funcional [|Uy — % |2, em que U € R¢L

¢ o vetor de potenciais obtido a partir de (yf EM,z , z,fE M) sendo U? o vetor de potenciais

medidos. Em seguida, atualizamos Z para o valor encontrado para z na iteragdo anterior,

ou seja, Zx 41 = zCEM  Dessa forma, apds um numero razoavel de iteragdes, digamos
k+ k

m, obtemos as estimativas yy )/,SEM’Z ez~ Z,%EM para os valores da condutividade

do background e para as impedancias de contato respectivamente.

Para resolver esse problema de otimizagao descrito, usamos o método quase Newton
de Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shanno (BFGS), descrito em Nocedal e Wright (2006,
p. 136) e implementado na biblioteca Scipy em Virtanen et al. (2020).

4.2.3 Resultados Numeéricos

Nesta subsecdo, detalhamos dois experimentos numéricos realizados a partir dos dados ex-
perimentais descritos nas subsecdes anteriores. No primeiro experimento (Experimento
1), utilizaremos os métodos de regularizagdo NLW e NTK para reconstruir as condutivi-
dades elétricas procuradas. Ja para o segundo experimento (Experimento 2), usaremos
uma variagdo do método LM, proposto pelos autores em Margotti e Hafemann (2022),
chamado de Método de Levenberg—Marquardt com projecdes relaxadas (range-relaxed
Levemberg—Marquardt, 1rTLM).

Em todos os casos, as fun¢des procuradas representam o sistema de dgua salina des-
crito, contendo diferentes tipos de inclusdes: um cilindro metalico oco (7/1Jr ), dois cilindros
metalicos ocos de tamanhos diferentes (y,) e um cilindro metélico oco € um tridngulo de
plastico (y3+ ). Os tamanhos e posicionamentos da inclusdes variam.

Para as reconstrucdes das condutividades, foi elaborada uma triangulagdo 7 contendo
1200 elementos e 681 vértices. Como ndo temos informagdes precisas sobre as impedan-
cias de contato z; e sobre a condutividade do background Yy, essas quantidades foram
estimadas a partir de uma medig@o sem inclusdes utilizando a equacdo (4.11), conforme
descrito nas subsegoes anteriores. O nivel de ruidos de cada experimento também ¢ desco-
nhecido, assim estimamos cada §; referente aos dados da inclusao y;L para j € {1,2,3}
a partir da equagao (4.8). Os valores obtidos para as impedancias de contato e para a con-
dutividade do background foram z; = 7,82 x 1072, ondei = 1,...,L, ¢ yo = 0,93.



4.2. Testes Numéricos com Dados Reais 65

J& para o nivel de ruidos dos dados, estimamos §; = 2,68 x 1072 (aproximadamente
0,42%), 8, = 2,67 x 1072 (aproximadamente 0,43%), §3 = 3,00 x 1072 (aproximada-
mente 0,44%). O método (4.11), iniciado com z,,;,, ndo foi capaz de retornar um resultado
otimo, sendo necessario aplicar o algoritmo iterativo sugerido na Segdo 4.2.2.

Experimento 1

Os parametros usados para o algoritmo NTK foram o = 5 x 1073 com um limite de 100
iteracdes internas. Ja para o método NLW, tomamos A = 1 e limitamos a 500 iteragdes
internas. Ambas iteracdes internas foram controladas por (4.3) com os parametros: (o =
0,85, max = 0,999, v = 0,98 e R = 0,98. O critério de parada empregado para
a iteragdo externa foi o principio da discrepancia (4.4), com T = 1,1 ou 50 iteragdes
externas, o que ocorrer primeiro. Os resultados das reconstrugdes de y;r para j = 1,2,3,
sdo apresentadas nas Figuras 4.7 e 4.8. As conclusdes e a analise dos resultados estdo
apresentados a seguir.

o (Formatos) Na Figura 4.7, observamos que, para y1+ e y3+ , os formatos reconstruidos
por NTK e NLW sao parecidos. Ambos tiverem dificuldades na forma triangular. J4 para
)/2+ , NTK obteve maior sucesso em separar as duas inclusdes.

o (Valores de Condutividade) A reconstrugdo das condutividades apresentou valores
na faixa de 0,1 a 3,0. Em todos os casos, os valores obtidos pelo método NTK foram
superiores aos obtidos pelo método NLW. Além disso, a condutividade do background nao
se manteve constante, apresentando instabilidades, principalmente nas regioes proximas
as inclusdes e as bordas do tanque.

o (Esfor¢co Computacional) O método NTK apresentou menor nimero de iteragdes
externas, o que indica menor esfor¢o computacional em comparagdo ao NLW. Além disso,
o algoritmo NLW atingiu o nimero maximo de itera¢des externas. Ainda mais, maiores
valores de A para NLW causam a divergéncia da sequéncia gerada pelo algoritmo, princi-
palmente para y3+ , tornando inviavel a aceleracdo do método pelo aumento desse parame-
tro.

E importante destacar que ambos os métodos tiveram dificuldades na reconstrugdo de
y;' . Uma possivel causa ¢ a baixa condutividade do plastico. Segundo a teoria, y precisa
ser limitada inferiormente por uma constante positiva (y € L (£2)), mas, para y3+ , €ssa
fun¢do esta muito proxima de zero dentro da regido onde se encontra a inclusdo de plastico.

Experimento 2

Para realizar este experimento, ndo usamos um método de regularizacdo classico, como
aqueles descritos no Apéndice B. Em vez disso, aplicamos um algoritmo proposto mais
recentemente, o qual pode ser considerado uma adaptagdo do método LM, c.f. (B.22). O
objetivo desse experimento ¢ convencer o leitor de que melhores resultados, do que aque-
les apresentados no Experimento 1, podem ser obtidos usando métodos mais sofisticados.

O algoritmo que usamos nesse experimento foi proposto em Margotti ¢ Hafemann
(ibid.), sendo chamado de Método de Levenberg—Marquardt com projegdes relaxadas
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Inclusdes

NLW

NTK

0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

Figura 4.7: Experimentos com os dados reais KIT4: reconstru¢des y,; dos algoritmos
NLW e NTK para diferentes inclusdes.

(rrLM). Explicaremos a seguir, o funcionamento do método rrLM, porém ndo apresentare-
mos todos os detalhes. O leitor interessado, deve considerar ler o artigo original, Margotti
e Hafemann (2022), que descreve o algoritmo, faz uma analise completa da convergén-
cia do método proposto e apresenta experimentos numéricos, realizados em uma estrutura
bastante similar a esta aqui descrita.

O método LM se aplica a operadores definidos entre espagos de Banach regulares o
suficiente. Ao invés do funcional da norma, (x) = ||x||*/2, comumente usado em espa-
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Figura 4.8: Experimentos com os dados reais KIT4: valores do residuo para as solugdes
i s ers

¢os de Hilbert, esse método utiliza como termo de penalizagdo (termo que multiplica o,
em (B.22)), a chamada distdncia de Bregman, induzida por um funcional uniformemente
convexo.

Sob condi¢des adequadas, provamos, para os métodos classicos, que yn, —> vl
quando § — 0, sendo yT a solugdo de norma minima (veja Exercicio B.7). Modifi-
cando o termo de penalizagdo /1, por um funcional mais apropriado H, a familia (yp;)s>0
ira convergir, sob condi¢des apropriadas, para a solu¢do do problema inverso que tiver
o menor valor funcional em H. Desse modo, ¢ possivel incorporar informacgdes a priori
pela utilizagdo de um funcional conveniente, de modo que a familia (y,;)s>0 convirja a
solugdo mais apropriada.

A estratégia das projegdes relaxadas, também usada no algoritmo rrLM, consiste em
um método de determinagdo a posteriori para a sequéncia () em (B.22), visando a ace-
leragdo do algoritmo. Nesse caso, a determinagdo de o, ¢ dada de maneira implicita e
exige, em cada passo do método, a resolucdo de um problema auxiliar, o qual se baseia na
projecao do vetor atual y, em um determinado conjunto fechado e convexo, que separa as
solugdes do problema inverso do vetor yy,.

Como mencionado acima, a execuc¢do do método rrLM requer o uso de um funcional
uniformemente convexo. Nesse experimento, utilizamos como base o funcional convexo
chamado de Variacao Total (Total Variation - T'V'), que pode ser definido de uma maneira
simplificada nesse contexto por

TV(V)=/QIVV(x)Idx= VY-

Como ¢ bem sabido, esse ¢ um funcional apropriado para a detecg¢@o de descontinuidades
(veja e.g. Chambolle e Lions (1997)). Infelizmente o funcional 7'V ndo é uniformemente
convexo em nosso espaco de interesse e, por conta disso, foi necessario utilizar uma com-
binagdo desse funcional com a norma de L?(£2), resultando em

H(y) = (1 =MTV@) + AMyliz)
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com 0 < A < 1. Desse modo, o funcional H ¢ uniformemente convexo em L2?(£2), ¢ a
distancia de Bregman induzida por H foi o termo de penalizagdo escolhido para realizar
o experimento aqui descrito.

Esse experimento foi conduzido utilizando a mesma triangulagio, bem como as estima-
tivas de condutividade, impedancias de contato e nivel de ruidos descritas na Segdo 4.2.3.
Os resultados obtidos estdo exibidos na Figura 4.9, em que na primeira linha se vé a ima-
gem real do experimento realizado; na segunda, a reconstrucéo obtida pelo método rrLM.

Inclusdes

rrLM

0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

Figura 4.9: Experimentos com dados reais utilizando o KIT4: reconstrugdes y,; do al-

goritmo rrLM, combinado com o funcional da Variagdo Total, conforme Margotti ¢ Hafe-
mann (2022).

E visualmente claro que, nas reconstrugdes, obtidas pelo método rrLM, as formas e
o posicionamento das inclusdes sdo melhor detectadas do que naquelas obtidas pelos mé-
todos NLW e NTK, apresentados na Figura 4.7. Percebe-se também uma variagdo muito
menor no background, quando se considera a reconstrucao obtida pelo método rrLM.
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Neste apéndice, estudaremos a teoria classica de regularizacao, utilizada para obter-se
solugoes estaveis de problemas inversos mal postos. Apesar de grande parte das ideias aqui
expostas poder ser adaptada a problemas ndo lineares definidos em espacos mais gerais,
para facilitar a compreensdo, vamos nos concentrar em problemas lineares em espagos de
Hilbert, incluindo apenas ideias basicas da teoria para problemas ndo lineares ou espagos
de Banach mais gerais.

O matematico francés Hadamard (1902) propds a seguinte defini¢ao de Problema bem
posto.

Defini¢do A.0.1 (Hadamard). Sejam X e Y espagos normados e A: X —> Y um opera-
dor linear limitado. Diremos que a tripla (A, X, Y) é um problema bem posto se:
i. (Existéncia) Para cada y € Y, existe pelo menos um elemento x € X tal que Ax = y;

il. (Unicidade) Para cada y € Y, existe no maximo um elemento x € X tal que Ax = y;

iii. (Estabilidade) Se Ax = y, entdo, para qualquer sequéncia (xx) C X que satisfaga
Axp —> y, vale xp —> x.
Se (A, X, Y) ndo é bem posto, diremos que é um problema mal posto.

Hadamard, assim como muitos de seus contemporaneos, acreditava que se um pro-
blema real fosse corretamente modelado, entdo ele deveria ser bem posto (“a natureza
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ndo faz saltos”). Caso isso ndo ocorresse, 0 problema era considerado incorretamente
modelado e, por isso, chamado de mal posto.

Claramente os itens (i) e (ii) da defini¢do de Hadamard significam que o operador .4
¢ bijetivo e, portanto, invertivel. O item (iii), por sua vez, significa que a inversa de A é
continua. Perceba que o item (iii) ndo é totalmente independente de (i) e (ii), pois se X
e Y sfo espagos de Banach, entdo, como .4 ¢é continua, o item (iii) serd automaticamente
satisfeito pelo Teorema da Aplicagdo Aberta, veja Kreyszig (1991).

O terceiro item ¢ certamente o mais delicado dos trés que aparecem na defini¢do. Per-
ceba que (i) e (ii) dependem apenas das caracteristicas algébricas do operador A e sdo,
portanto, independentes da topologia fixada nos espacos X e Y. Além disso, os proble-
mas de injetividade e sobrejetividade do operador .4 podem ser tratados utilizando-se o
conceito de solugdes generalizadas, como teremos a oportunidade de ver na proxima se-
¢ao.

A ndo verificag@o do item (iii) inevitavelmente acarreta problemas de instabilidade,
fazendo com que solugdes obtidas a partir de um vetor levemente perturbado no lado
direito da equagdo Ax = y estejam arbitrariamente distantes da solu¢do procurada.

Exemplo 1 (operador integral). Sejam X := %[0, 1], o espago das fungdes reais continuas
definidas nointervalo [0, 1],e Y := €[0,1] := {f € €[0,1] : f' € €[0,1] e f(0) = O}.
Considere o operador integral A: X —> Y definido por

(Af)(x) = /Ox fydr, 0<x<1.

Entdo A esta bem definido, ¢ linear e bijetivo (veja Exercicio A.6). Ainda, munindo os
espagos X e Y com a norma do supremo,

£l = supil f(x)] = x € [0, 1]},

o operador A ¢ limitado, pois, para toda f € X, temos

[ rwar] < [Cion < s 1ro [ de= 1o
0 0

0=<r<l1

e, portanto,

1471 = sup | [ swar] <171

0<x<1

Sendo assim, os itens (i) e (ii) da defini¢do de Hadamard sdo satisfeitos. Porém o item (iii)
¢ violado, pois para a sequéncia f,(x) = x" temos que

n+1
A = ,
(Afu)(x) 1
€, portanto,
1
[Afull = sup —I |"*!= —_ — 0 quando n —> oo,

o<x<1 M n+1
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mas
| full = sup |x|" =1 paratodo n € N.
1

0<x<

Logo A f, — 0 = A0, mas f,, - 0.

Tomando a sequéncia f,(x) = n sin(x /n?*) no exemplo acima, obtemos que ||.A f; || —>
0, a0 mesmo tempo que || f» || —> oo (veja Exercicio A.6).

A.1 A Pseudoinversa de Moore—Penrose

Sejam X e Y espagos de Hilbert. Vamos usar a notagdo (X, Y) para nos referir ao
conjunto de todos os operadores A: X —> Y lineares e continuos. Nesta se¢do, vamos
assumir que A € £ (X,Y).

Nosso objetivo principal é relaxar a definigdo de Hadamard. Para isso, introduzire-
mos a nogdo de solugdo generalizada através do uso da pseudoinversa. Apresentaremos
os principais resultados, mas apenas alguns poucos serdo provados. As demonstragdes
podem ser encontradas em Rieder (2003, Se¢do 2.1) e Pauleti (2021, Apéndice A.1).

Nosso primeiro passo sera uma tentativa de relaxar a exigéncia sobre a sobrejetividade
do operador A. Para isso, vamos procurar um vetor X € X que satisfaga a seguinte
propriedade:

VxeX, [AX—y| < Ax—y]|. (A.1)
Se tal vetor existir, diremos que € uma solu¢do de minimos quadrados. O teorema a seguir

caracteriza essas solugdes.

Teorema A.1.1. Sejam X e Y espacos de Hilbert, A € #(X,Y) ey €Y. Considere o
subespago fechado M = % (A) de Y. Entdo sdo equivalentes:
I X € X satisfaz (A.1);

II. X € X étal que AX = proj 35 (¥);

IIl. X € X satisfaz a equagdo normal A*Ax = A* y.

No Teorema acima, A*: Y —> X ¢é a adjunta de A.

Considere o conjunto .7 (y) := {x € X : A*Ax = A* y} de todas as solugdes de
minimos quadrados, relativas ao vetor y € Y. Como A ¢ linear e continuo, segue que
< (y) é convexo e fechado (veja Exercicio A.2). Além disso, temos o seguinte resultado:

Teorema A.1.2. Sejam X e Y espacos de Hilbert, A € B(X,Y)ey €Y. Entdo
S £V yecZA)dRA?L.

O conjunto Z (A) ®Z (A) L & um subespago denso no espago vetorial ¥ . Além disso,
o conjunto Z (A) C Y é fechado se, ¢ somente se, Z (A) & Z (A)+ = Y, conforme re-
sultado do Teorema A.1.6 abaixo. Como A ¢ linear, temos, em particular, que uma solugdo
de minimos quadrados sempre existe caso X ou Y tenha dimensao finita (Exercicio A.5).
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De um modo geral, podemos garantir a existéncia de uma solu¢do de minimos quadra-
dos sempre que o lado direito do sistema .Ax = y pertencer a um subespago adequado,
denso em Y. Isso resolve parcialmente o problema da sobrejetividade de A. Analisemos
agora a injetividade. O conjunto .¥(y), quando ndo vazio, pode conter mais de um ele-
mento. Sendo assim, devemos impor uma condi¢do a priori para selecionar um elemento
de interesse.

Teorema A.1.3. Sejam X e Y espacos de Hilberte A € B (X,Y). Sey € Z(A) &
Z (A) L entdo o conjunto das solu¢oes de minimos quadrados, . (y), admite um unico
vetor de norma minima, isto é, existe X € . (y) tal que para todo x € . (y), distinto de
X, temos que ||X|| < ||x]|.

Sendo assim, para cada y € Z (A) & % (A)T C Y, existe uma tnica solugdo de
minimos quadrados de menor norma, a qual denotaremos por xT. A fungio que associa y
a xT & justamente a pseudoinversa de .A.

Definicdo A.1.4. Sejam X e Y espagos de Hilbert e A € A (X,Y). Defina o conjunto
2(AY) = #(A) & #Z(A)* e o operador AT: 2(AY) c ¥V — X,y > xT. O
operador AT ¢ chamado de pseudoinversa (ou inversa de Moore—Penrose) de A . O vetor
xT = ATy ¢ chamado de solucdo de norma minima (ou solugéio generalizada) para o
sistema Ax = y.

Como se vé, a fungdo AT associa cada vetor y € Z(A%) ao unico vetor de norma
minima, solugdo da equagdo normal A*Ax = A*y. Em particular, o Teorema A.1.1
implica que AATy = pProjzay(v) paratodo y € D(AT).

Teorema A.1.5. Sejam X e Y espacos de Hilbert, A € B(X,Y), y € 2(AT) exT =
ATy, Entio xT € N (At e S (y) = xT + N (A). Em particular, x* é a iinica
solugdo de minimos quadrados que pertence ao subespaco N (A) L

O teorema a seguir revela importantes propriedades da pseudoinversa em espagos de
Hilbert.

Teorema A.1.6. Sejam X e Y espacos de Hilbert e A € % (X,Y). Entdo AT possui as
seguintes propriedades:

I AT estd definido em todo o espaco Y se, e somente se, Z (A) é um subespago fechado,
I % (AN = ¢ (A
aL v (AY =z (AL
. A% élinear;

V. AT é continuo se, e somente se, Z (A) é um subespaco fechado.

Prova (dos itens IV e V):
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(IV) Pelo segundo item, temos que % (A ') é um subespago de X e Z (AT) N .4 (A) =
{0}. Seja M = Z(A) e tome vetores y, 7 € Z(AT) e um escalar A. Ento

A(AATHAW) =2AATy + AATY
= Aproj ur () + proj pr )
=proj, Ay +7)
=AAT Ay +7)

=A(AT(Ay+?)).

Dessa forma, obtemos que (A Aty + ATy ATy + 7)) eZ(ANHNAN (A) =
{0}. Ouseja, temos AT(Ay +5) =2 ATy + ATy,

(V) Assuma que AT é continuo. Do item anterior, temos que AT ¢ um operador linear e
continuo definido num subespaco denso de Y. Assim existe uma extensao linear e continua
T:Y — X de AT. Como A também ¢é continuo, temos que A7 : ¥ —> Y ¢ continuo.

Considere o subespaco fechado M = Z (A). Lembre que o operador proj,,: ¥ — Y
¢ continuo. Além disso, perceba que:

Vye @(AT), ATy = AATy = proj 3y ().

Entdo AT e proj ;s sdo operadores continuos que coincidem num subconjunto denso.
Logo coincidem em todo o espago. Dai AT = proj 54, obtendo que:

H(A) =M =% (proj ) = Z(AT) C Z(A).

Segue que Z (A) € um subespago fechado.

Reciprocamente assuma que Z (A) é um subespago fechado. Pelo primeiro item, te-
mos Z(AT) = Y. Queremos mostrar que AT: ¥ —> X ¢ continuo. Como ja sabemos
que AT ¢ linear, entdo basta mostrar que AT ¢ limitado. Perceba que .4 (A)* C X e
Z (A) C Y sdo ambos subespacos fechados e, portanto, ambos sdo completos. Defina o
operador:

A: N (AT — 2 (A)

x+— Ax

Dai :4\1 estd bem definido, ¢ bijetivo, linear e continuo. Pelo Teorema da Aplicacdo
Aberta, temos que A~ ¢ limitado. Além disso, como sabemos que Z (AT) = 4 (A4) 1,
entdo, para y € Y, fica bem definida a expressdo A AT y . Considere o subespago fechado



74 A. Teoria Classica de Regularizagdo de Problemas Inversos

M = % (A). Entéo, para qualquer y € Y, temos que

|4ty =2 @aty)| <[] [2ars]
= [z laars] = [ oo o < |47 1o

Logo || AT| < H:Zl_IH < 0. O

O ultimo teorema garante que se Z(A) é fechada em Y, entdo uma solugo generali-
zada sempre existird e dependera continuamente dos dados. Por outro lado, caso Z(.A)
ndo seja fechada em Y, nenhum dos dois resultados sera valido. Sendo assim, observamos
que os itens (i), (ii) e (iii) da defini¢do de Hadamard serdo validos (para uma solugdo ge-
neralizada) se, e somente se, Z(A) = #Z(A). Isso motiva a proxima defini¢ao, proposta
originalmente por Nashed (1987):

Defini¢do A.1.7. Sejam X e Y espagos de Hilberte A € % (X, Y). Dizemos que a tripla
(A, X,Y) éum problema bem posto (no sentido de Nashed) se Z (A) é um subespago
fechado de Y. Caso contrario, essa tripla ¢ chamada de problema mal posto.

Daqui em diante, sempre que mencionarmos que (A, X, Y') é um problema mal posto,
tal afirmac@o deve ser interpretada no sentido de Nashed.

Terminamos esta secdo mostrando que, mesmo sob condigdes pouco restritivas, os
problemas inversos associados a operadores compactos (c.f. Defini¢do A.3.3) sdo sempre
mal postos.

Teorema A.1.8. Sejam X e Y espagos de Hilberte A € A (X,Y ) um operador compacto.
Entdo % (A) é um subespago fechado se, e somente se, Z (A) é de dimensdo finita.

Prova:

Se Z (A) é de dimenséo finita, entdo sabemos que é um subespago fechado. Reciproca-
mente suponha que Z (A) é um subespago fechado. Neste caso, observe que .4 (A) L C
X e Z (A) C Y sdo ambos subespacos fechados e, portanto, ambos sdo completos. Con-
sidere o operador:

A: N (AT — Z (A)

x+— Ax

como na prova do ultimo teorema. Entdo A esta bem definido, ¢ bijetivo, linear e com-
pacto. Pelo Teorema da Aplicagio Aberta, temos que A ! ¢ limitado. Assim o operador
identidade 7 4(4) = Ao A1 é compacto, pois é a composigdo de um operador compacto

com um limitado. Sendo Z 44y compacto, segue que Z (A) ¢ de dimensao finita.
O
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Corolario A.1.8.1. Sejam X e Y espacgos de Hilberte A € % (X,Y) compacto. Suponha
que X (A) é de dimensao infinita. Entdo, a tripla (A, X,Y) é um problema mal posto.

O

A.2 Problemas Inversos Lineares

Sejam X e Y espagos de Hilberte A € # (X, Y). Estamos interessados em aproximar a
solugdo generalizada x™ = ATy € X do problema inverso

Ax =y, (A.2)

em que y € Z(AT) é um vetor fixado. Em situagdes praticas, o vetor y ¢ o resultado de
medicdes e, por isso, ¢ inevitavel que esse esteja contaminado por ruidos. Vamos, entdo,
assumir que apenas uma versio perturbada y® € Y satisfazendo

Iy —»%| <6, (A.3)

esta disponivel.

Se a tripla (A, X, Y) é um problema bem posto, isto é, se a imagem do operador A é

fechada em Y, entdo o vetor x;r := A"y% aproxima a solug¢io generalizada no seguinte

sentido
Ixf — xT)l = 14T G% = »)Il < AT — 0, quando § —> .

Por outro lado, se estivermos tratando de um problema mal posto, ndo teremos garantias
de que o vetor y? pertenga ao dominio da pseudoinversa, uma vez que Z(A") # Y. Além
disso, mesmo que y € Z(AT), a convergéncia acima ndo estd garantida, visto que A" é
descontinua e, portanto, ndo possui uma norma bem definida.

A principal ideia da teoria de regularizagdo € substituir a pseudoinversa de A por um
operador de reconstrugdo. Por defini¢do, esse deve ser um operador continuo (ndo neces-
sariamente linear) R: ¥ —> X satisfazendo R (0) = 0. Uma vez que dispomos de um
operador de reconstrugdo R , podemos tomar x4 = R y% como uma solugio aproximada
do problema inverso. Nesse caso, teremos

Ix* = xT = IR y* = ATy < IRV =Ryl + IRy — ATy

Perceba que o primeiro termo no lado direito da desigualdade sera “pequeno”, uma
vez que y? esta proximo de y, e o operador de reconstrugdo é continuo. Para garantir a
estabilidade da reconstrugao, precisamos de algum modo manter também o segundo termo
sob controle.

Nossa estratégia serd aproximar AT por uma familia (R4), - o de operadores de re-
construgdo. Para y € Z(AT) e uma versio com ruidos y® € Y satisfazendo ||y — y ¥ <
8, queremos ser capazes de extrair uma familia de elementos do conjunto (R4 y %)y >0
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que se aproxime de AT y assintoticamente com o nivel de ruidos decrescente. Ou seja, que-
remos selecionar um subconjunto (¢ = «(8, y%))s~ ¢ do conjunto de parametros o > 0
para o qual se aplica || R 4, ,9) y% — A%y — 0 quando § — 0. A escolha de pa-
rametros deve ser possivel para todo y € Z(AY), e a convergéncia do erro deve ocorrer
uniformemente na bola fechada de raio § e centro em y.

Definicio A.2.1. Sejam X e Y espacos de Hilberte A € Z(X,Y). Seja (Ry)y > Uma
familia de operadores de reconstrug@o. Se existir uma fungdo «: (0,00) x Y —> (0, 00)
tal que para todo y € Z(AT) tivermos:

sup {a(8,y%):yd ey,

’y_y‘SHsS}—>O, quando § — 0 (A.4)

y—ySH <46} — 0, quando § — 0,

(A.5)
entdo o par (Rq)y= o) ¢ chamado de método!de regularizagdo para o operador AT.
Falamos de regularizagdo linear se todos os R ,, forem lineares. A fungo o ¢ chamada
de escolha de pardmetro, e o valor numérico « (8, y %) é chamado de pardmetro de regula-
rizagdo. Se a depende apenas de 6, entdo falamos de uma escolha de pardmetros a priori
e, caso contrario, de uma escolha de parametros a posteriori.

Sup{”Ra(s,ys)ys —ATJ’H ylev,

Observagio A.2.2. Podemos restringir os valores que o parametro o > 0 atinge. Isto é,
podemos assumir que @ € S C (0, 00), onde S é tal que zero é um ponto de acumula¢do
deste conjunto, de forma que faga sentido tomar o limite « —> 0. Por exemplo, pode-
mos considerar o conjunto discreto S = {1,1/2,1/3,...}. Em geral, vamos formular
definigées e enunciar resultados para S = (0, 00), mas que fique implicito que sempre é
possivel fazer tal restri¢do.

Uma consequéncia de (A.5) é que V y € Z(AT) vale a convergéncia:
Jim HRW(M) y— At y” — 0. (A.6)

Defina o conjunto A = {(8,y) : § > 0, y € Z(AT)} que coleta todos os pardametros de
regularizagdo, que desempenham um papel no limite em (A.6). Por causa de (A.4), temos
que zero € ponto de acumulagdo de A. Além disso, temos (A.6) implicando em

lim HR”—AUH —0, (A7)
A—0
AeA

para todo y € Z(AT). Com isso, provamos o seguinte resultado:

Proposiciio A.1. Sejam X e Y espacos de Hilberte A € B (X,Y). Seja (Ra)y>0 o)
um método de regularizacio para A, Entdo a subfamilia (R ) 1€ A converge pontual-
mente em 9 (AY) para AT quando » — 0F.
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No caso de um problema mal posto, a familia (||R «||), - o 180 pode ser limitada.

Proposiciao A.2. Sejam X e Y espagos de Hilberte A € (X.Y). Seja (Ra)y>0+®)
um método de regularizacio para A'. Se a imagem de A néo é fechada em Y, entdo o
conjunto (|Rall)y > o nAo é limitado superiormente.

Prova: Essa ¢ uma consequéncia da ultima proposi¢do em conjunto com o Teorema de
Banach—Steinhaus, veja Rieder (2003, p. 54).

O

O erro de reconstru¢io |Rq y® — AT y| de uma regularizagio linear é composto pelo
erro de dados e pelo erro de aproximagdo:

R N s

erro de dados erro de aproximagao ( A. 8)
<8IRall +|[Ray—ATy|

Quando o pardmetro o > 0 tende a zero, o erro de aproximacdo também tende a
zero. Por outro lado, o erro de dados fica arbitrariamente grande. Em geral, o erro de
reconstrugiio explode tanto para @ —> 07 quanto para @ —> oo. A questio que se
coloca ¢ a escolha do pardmetro de regularizag@o 6timo, que se caracteriza por minimizar
o erro de reconstrucdo a medida que atinge o equilibrio entre os erros de aproximagao e
de dados.

Note que no Defini¢io A.2.1 mencionamos a possibilidade de o ndo depender de y 9.
Dai ¢ natural nos perguntarmos: Seria possivel @ ndo depender de § ? No caso em que o
problema ¢ mal posto, a resposta € negativa, como mostra o teorema a seguir.

Teorema A.2.3 (Veto de Bakushinskii). Sejam X e Y espagos de Hilberte A € % (X,Y).
Entao existe um método de regularizacdo (Rq)y > ¢ » @) para AT tal que o néo depende

de § se, e somente se, Z (A) = Z (A).

Prova:
(=) Assuma a existéncia de tal método de regularizagdo. Como « ndo depende de §,

escrevemos o = a(y?). Fixe uma sequéncia (8%) satisfazendo §; —> 0. Segue de
(A.5) que, para todo y € Z(AT), temos que:

Sup{HRa(yS)y(g —AUH yley,

y—y3H <8 —> 0 quando § —> 0. (A.9)
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Em particular, para todo y € Z(AT), obtemos Ramy = Aty. Sejay € 2(AT)
arbitrario e tome uma sequéncia (y,) C Z(A") tal que y, — ». Queremos mos-
trar que ATy, — ATy para concluir a continuidade de A T. Tome uma subsequéncia
(At Yn) tal que Hy — Vg ” < 8y paratodo k = 1. Segue de (A.9) que Ra@n) Yne =
ATy, e > A%y quando k —> oo . Repetindo esse procedimento, mostramos que toda
subsequéncia de (AT y,) possui ela propria uma subsequéncia convergindo para AT y.
Logo ATy, — ATy. Assim A" ¢ continua e, portanto, Z (A) = % (A) pelo Teo-
rema A.1.6.

(<) Assuma que Z (A) = Z(A). Nesse caso, sabemos que Z(A') = Y e que
AT:Y — X é continua (Teorema A.1.6). Para qualquer fun¢io o que nio dependa
de 8, faga Ry = AT que temos um método de regularizacio.

O

Uma caracteristica interessante ¢ que ndo ¢é possivel provar taxas de convergéncia uni-
forme para métodos de regularizacdo (ou qualquer método) que se dispde a resolver o
problema inverso Ax = y.

Teorema A.2.4. Sejam X e Y espacos de Hilbert e A € AB(X,Y). Seja (Ry), )
um método de regularizagio para A'. Entdo ndo existe fun¢io f: Rt — R*, com
limg_, o+ f(8) = 0, tal que a desigualdade

IRas.y5 9" = ATyl < £8)
seja valida para todo 8 > 0 e para todo y € D(AY) com ||y < 1.
Prova:

Veja Engl, Hanke e Neubauer (2000, Prop. 3.11). O

A convergéncia de um método de regularizagdo, quando aplicado a um problema mal
posto, €, portanto, arbitrariamente lenta. Sendo assim, taxas de convergéncia podem ser
obtidas apenas sob restri¢des adicionais impostas sob a solugio generalizada x¥ do pro-
blema inverso. Tais restri¢des sdo chamadas de condi¢des de fonte ¢ envolvem a compa-
racdo de diferentes método de regularizagdo com o chamado erro do pior caso, veja Engl,
Hanke e Neubauer (ibid., Sec¢do 3.2) ou Rieder (2003, Secdo 3.2).

A.3 Problemas Inversos Nao Lineares

Muitos problemas inversos de interesse pratico sdo nao lineares como, por exemplo, a
Tomografia por Impedancia Elétrica, estudada neste livro. Nesta se¢do, apresentaremos
de maneira resumida alguns dos principais resultados sobre a caracterizag@o de problemas
mal postos ndo lineares e suas conexdes com os problemas lineares. Iniciemos com a
defini¢do de problema localmente mal posto.
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Definiciio A.3.1. Sejam X e Y espacos de Banache F: Z2(F) C X — Y um opera-
dor (possivelmente ndo linear) continuo. Diremos que a tripla (F, X, Y') é um problema
localmente bem posto em x € Z(F) se existe r > 0, tal que, para qualquer sequéncia
(xn) C B, (X) N 2(F), vale a implicagdo

lim [|[F(xy) — F®)| =0=> lim [x, — || = 0.
n—>oo n—>00

Se a tripla (F, X, Y) ndo for um problema localmente bem posto em X € Z(F), diremos
que esta € um problema localmente mal posto nesse ponto.

Note que:
* Na defini¢do acima, usamos a nota¢do B, (X) para nos referir a bola com centro
emXeraior,istoé, B,(xX) :={x e X :||x =X| <r};

* A definigdo de localmente bem posto (e de localmente mal posto) depende também
de Z(F), no entanto omitimos esse conjunto na tripla (F, X, Y), assumindo que
esta embutido na defini¢do de F';

* (F, X,Y) éum problema localmente mal posto em X € Z(F) se, paracadar > 0,
existe uma sequéncia (x,) C B, (x) N Z(F) tal que

F(x,) — F(x), mas x, » X. (A.10)

Segue imediatamente da definigdo que se X ndo é um ponto isolado da pré-imagem de
y € Y, entdo (F, X, Y) é localmente mal posto em x.

Sabemos que em espacos de Hilbert X e Y, com A € A(X,Y), atripla (4, X,Y) é
um problema bem posto se, e somente se, Z(A) = Z(A). Observe que a definigdo de
malposi¢o local se aplica em particular a problemas lineares. De fato, é facil perceber
que a tripla (A, X, Y) é um problema localmente bem posto num ponto particular X € X
se, e somente se, ¢ localmente bem posto em qualquer ponto de X. Sendo assim, podemos
afirmar simplesmente, sem problemas de ambiguidade, que (A, X, Y) é localmente bem
posto (caso seja localmente bem posto em algum ponto e, portanto, em todos os pontos)
ou localmente mal posto (caso seja localmente mal posto em algum ponto, ¢ portanto em
todos os pontos).

Temos ainda, a seguinte caracterizacdo para problemas lineares em espagos de Hilbert,
veja Rieder (ibid., Exercicio 7.2): a tripla (A, X, Y) é um problema localmente bem posto
se, e somente se, A ¢ injetiva e Z(A) = Z(A). Logo

(A, X,Y) élocalmente mal posto <= A (A) # {0} ou Z(A) # Z(A).

Em particular, as nogdes de problema localmente mal posto ¢ mal posto (no sentido de
Nashed) coincidem se A ¢ injetivo.

No que se segue, vamos supor que o operador nao linear F é Fréchet-diferenciavel
em X € int(Z(F)) (veja Defini¢do B.1.1 abaixo) e analisar as relagdes existentes entre a
ma-posicdo local de (F, X, Y) em X e a ma-posicdo local de (A, X, Y), onde A := F'(X).
Temos o seguinte resultado:



80 A. Teoria Classica de Regularizagdo de Problemas Inversos

Proposicao A.3. Sejam X e Y espacos de Hilbert e suponha que F: 2(F) C X — Y
seja Fréchet-diferencidvel com derivada localmente Lipschitz continuaem X € int(2(F)),
isto é, existe uma constante L > 0 e um raio r > 0 tais que

|F'(x)— F'X)| < L||x —X||, paratodo x € B.(X) C 2(F).

Se a tripla (F, X,Y) é um problema localmente mal posto em X, entdo (F'(X),X,Y) é
localmente mal posto, isto é, o operador linear F'(X) é ndo injetivo ou tem imagem ndo
fechada em Y .

Prova: Veja Rieder (2003, Teorema 7.3.5). O

A reciproca da proposicdo acima ¢ falsa, veja e.g. Rieder (ibid., Exemplo 7.3.6). No
entanto, na presenca da chamada Condi¢do do Cone Tangencial, temos a equivaléncia
entre a ma-posigéo local de (F, X,Y)emX eade (F'(X), X,Y).

Condi¢ao do Cone Tangencial (TCC): existe um vetor xo € X e constantes 0 < 5 <
1 e p > 0tais que

| F(x)—F(w)—F'(w)(x—w)| < n||F(x)—F(w)||, paratodox,w € By(xp). (A.11)

A condigdo do cone tangencial é amplamente utilizada como hipdtese para provar
a convergéncia de métodos de regularizagdo para problemas ndo lineares. Como se V€,
representa uma restri¢do na néo linearidade do operador F. De fato, ¢é facil perceber que
essa condicdo ¢ satisfeita com n = 0 e p > 0 qualquer se F ¢ linear. Reciprocamente,
se ela ¢ satisfeita com n = 0, entfio, na bola B,(xo), F ¢ uma funcdo linear mais uma
constante. De uma maneira informal, quanto menor € o valor de 7 em (A.11), mais proxima
de uma funcgdo linear estara F.

M¢étodos do tipo Newton inexato sdo métodos de regularizagdo que substituem um
problema ndo linear por uma sequéncia de problemas linearizados, e por conta disso, uma
condi¢do que controle o erro de linearizagdo ¢ necessaria (veja a Apéndice B.2.2). No
Exercicio A.7, algumas implicagdes de (A.11) sdo estudadas.

Teorema A.3.2. Sejam X e Y espagos de Hilbert e suponha que F: 2(F) C X — Y

satisfaga a Condi¢do do Cone Tangencial (A.11). Entdo:

» A tripla (F, X,Y) é um problema localmente bem posto em X € B,(x¢) se, e somente
se, (F'(X), X, Y) é localmente bem posto,

» A tripla (F, X,Y) é um problema localmente mal posto em X € B,(xo) se, e somente
se, (F'(X), X, Y) é localmente mal posto.

Prova: As afirmagdes sdo uma consequéncia das desigualdades apresentadas no Exerci-
cio A.7, veja Rieder (ibid., Teorema 7.3.7). O

A seguir, vamos analisar as relagdes entre operadores (ndo lineares) compactos e ma-
-posi¢ao local.
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Definicdo A.3.3. Um operador F: Z(F) C X — Y entre espagos normados X e Y ¢
compacto, se a imagem de conjuntos limitados é pré-compacta, isto €,

U C 2(F) limitado = F(U) compacto.
Um operador compacto e continuo ¢ chamado de fotalmente continuo.

Observe que se um operador linear ¢ compacto entdo ele ¢ limitado e, portanto, total-
mente continuo.

Definicdo A.3.4. Um operador F: Z(F) C X —> Y entre espagos de Hilbert X e Y
¢ fracamente sequencialmente fechado se para qualquer sequéncia (x,) C Z2(F) vale a
implicagdo

Xp—=~xeXeF(xy,)) ~yeY=xeP(F)eF(x)=y.

Uma propriedade importante de operadores F, que sdo totalmente continuos e fra-
camente sequencialmente fechados, é que transformam sequéncias fracamente conver-
gentes em sequéncias fortemente convergentes. Mais precisamente, se (x,) C Z(F)
ex € 9(F), entao

Xn =~ x = F(xp) — F(x), (A.12)

veja Exercicio A.8.
Similarmente ao que ocorre no caso linear, c.f. Teorema A.1.8, operadores compactos
estdo fortemente relacionados a problemas localmente mal postos:

Teorema A.3.5. Sejam X e Y espagos de Hilberte F: 2(F) C X — Y um operador
totalmente continuo e fracamente sequencialmente fechado. Assuma que X é separavel,
dim X = oo e que X € int(Z(F)). Entdo (F, X,Y) é localmente mal posto em X.

Prova:

Sejar > 0. Como X ¢ um espago de Hilbert separavel com dimensao infinita, X admite
uma base ortonormal (e;). Agora, como X € int(2(F)), existe s > 0 tal que Bs[x] :=
{xeX:|x—x| <s} C Y(F). Tome0 <t < min{s, r} e defina x,, := X + te,. Uma
vez que ||x, — X|| = ¢, segue que (x,) C B,(X) N Z(F) e (x,) ndo converge a x. Por
outro lado, como (e, ) ¢ uma base ortonormal, essa converge fracamente a zero ¢ x,, — X,
que em vista de (A.12) implica F'(x,) — F(X). Logo (F, X, Y) é localmente mal posto
em X (veja (A.10)). O

Para definir um método de regularizagdo para problemas lineares, c.f. Definigdo A.2.1,
utilizamos o conceito de solu¢do de norma minima. A seguir, definimos o analogo para
problemas ndo lineares.

Definicdo A.3.6. Sejam X e Y espagos normados, X € X e F: 9(F) C X — Y
um operador continuo. Fixe y € R(F) e considere a pré-imagem de y, . (y) 1= {x €
PD(F) : F(x) = y} # 0. Um vetor xT € .#(y) é chamado de X—solucdo de norma
minima em relagdo a y se

[x" —%| < |lx — %], paratodo x € ().
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Se F ¢ um operador linear e continuo e X e Y sdo espacos de Hilbert, entdo uma unica
X—solugéo de norma minima existe para cada x € X, veja Exercicio A.3. Como em geral
F ¢ ndo linear, o conjunto .’(y) pode ndo ser convexo e ndo ¢ possivel garantir que uma
X—solugéo de norma minima existird. Porém, assumindo a condi¢do do cone tangencial
(A.11), é possivel mostrar que o conjunto .’ (y) N B,(xp) ¢ convexo (veja Exercicio A.7),
e a existéncia dessa solugdo sera garantida sob algumas restricdes adicionais, veja e.g.
Rieder (2003, Lema 7.3.12).

A defini¢do seguinte generaliza o conceito de método de regularizacdo, dado pelo De-
finicdo A.2.1:

Definiciio A.3.7. Sejam X e Y espagos de Banache F: Z(F) C X — Y um operador
continuo. Um Método de Regularizagdo para F consiste em um par ((Ry)e>0, ), onde
(Ra)a>0 ¢ uma familia de operadores continuos Ry: X XY — X ew: (0,00)xY —
(0, o0) é uma fungdo satisfazendo (A.4), tais que para cada y € R(F)

sup{llx" = Res,p8) (%, )1 : ¥ € Yolly =y <8} — 0, quando § — 0.

Aqui xT é uma X —solugdo de norma minima, em relagio a y.

A.4 Exercicios

Nessa secdo de exercicios, a menos que o contrario seja explicitamente afirmado, assumi-
remos que X e Y sdo espagos de Hilbert reais e A € Z(X,Y).

Exerc. A.1. Fixe y € Y e mostre que x € X satisfaz a equagdo normal A* Ax = A*y se,
e somente se, o residuo do sistema .Ax = y é “normal” ao niicleo de A, isto ¢, (Ax —y) €
N (AL

Exerc. A.2. Fixe y € Y e mostre que o conjunto das solu¢des de minimos quadrados
L) ={xeX: A*Ax = A%y} (A.13)
¢ convexo e fechado.

Exerc. A3. Sejam y € Z (A) & Z (A) L e % € X. Mostre que existe um unico vetor
xt e Z(y) (c.f (A.13)) tal que

[ —xT|| < || = x|, paratodo x € .#(y).

Exerc. A4. Sejam M = Z (A) e W = 4 (A)L. Mostre que AT é caracterizada como
sendo o Unico operador que satisfaz as quatro equagoes de Moore—Penrose:

« AAT = proj
proj p 2(AT)

« ATA = projy,
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c AATA=A
s ATAAT = AT

Exerc. A.5. Sejam X e Y espagos normados e A: X — Y linear. Mostre que se
dimX < cooudimY < oo, entdo dimZ(A) < oco. Conclua que nesse caso Z(A) =

Z(A).

Exerc. A.6. Sejam X = %[0, 1] o espago das fungdes reais e continuas definidas no
intervalo [0, 1]e Y = €10,1] := {f € €[0,1]: f' € €[0,1] e f(0) = 0}. Considere o
operador integral A: X —> Y definido por

(AS)(x) = /0 Fdi, 0<x <1,

a. Mostre que A esta bem definido, € linear e bijetivo. (Dica: para mostrar que A ¢ injetiva,
prove que .4 (A) = {0}, usando o Teorema Fundamental do Calculo.)

b. Prove que a sequéncia f,(x) = nsin(x/n?),0 < x < 1, satisfaz || Af,|| — 0, a0
mesmo tempo que || f» || —> oo.

Exerc. A.7. Assuma a condi¢@o do cone tangencial (A.11) e mostre que:
a. [Existem constantes positivas K1, K> € K3, dependentes de 7, tais que

IF(x) = Fw)|l < K1[| F'(x)(w — x)| < K[| F(x) — F(w)]|

IF(x) = Fw)|l < K3]|F(x) — F(w) — F'(w)(x —w)],
para todo x, w € B,(xp).

b. Paracaday €Y, o conjunto S(y) = {x € B,(xo) : F(x) = y} ¢é convexo. (Dica: use
os resultados do item a.)

Exerc. A.8. Seja F': Z(F) C X — Y um operador totalmente continuo e fracamente
sequencialmente fechado (c.f. Definigdes A.3.3 e A.3.4). Prove que se (x,) C Z(F) e
x € 9(F), entdo

Xn =X = F(xp) — y.
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B.1 Meétodos de Regularizacao para Problemas Lineares

A presente se¢do ¢ dedicada a apresentagdo de exemplos concretos de métodos de regulari-
zac¢do. Vamos iniciar nossa analise considerando apenas problemas lineares, sendo o caso
ndo linear estudado posteriormente na Apéndice B.2. Dessa forma, vamos considerar que
X e Y sdo espacos de Hilbert reais e A € £ (X, Y). Mais uma vez, gostariamos de apro-
ximar a solugdo generalizada xT = ATy do problema inverso ((A.2)), sendo y € Z(AT)
um vetor fixado e y® € Y satisfazendo ((A.3)). Tendo em vista o Teorema A.2.3, vamos
supor que o nivel de ruidos § > 0 é conhecido.
Iniciemos a nossa andlise definindo diferentes tipos de derivadas:

Definicéio B.1.1. Sejam X ¢ Y espagos normados e F: Z(F) C X — Y uma fungdo
(possivelmente ndo linear). Sejam x € int(Z(F)) e v € X. A derivada direcional de F,
no ponto x e na dire¢do de v, € definida por

F(x 4+ tv) — F(x)

DF(x,v) = lim ,
t—0+ t

caso esse limite exista.
Se a derivada direcional de F' no ponto x existir em qualquer diregao e, além disso, existir
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um operador linear e limitado 7: X — Y tal que
DF(x,w) =Tw, paratodow € X, (B.1)

diremos que F ¢ Gdteaux-diferencidvel em x e escrevemos F'(x) = T. No caso parti-
cular Y = R, chamaremos a derivada de F de gradiente de F e denotaremos F'(x) =
VF(x).

Por fim, se existe um operador linear e continuo S: X — Y tal que

[FCx +71) = F(x) = Shl| _

O’
Ik]—0 Al

entdo diremos que F é Fréchet-diferencidvel em x e denotamos F'(x) = S.

Para que a derivada de Gateaux esteja bem definida, ¢ preciso mostrar que existe no ma-
ximo um operador linear e continuo 7 : X — Y, satisfazendo (B.1), veja Exercicio B.1.
E claro que se F ¢é Fréchet-diferenciavel em x, entio F é também Géteaux-diferenciavel
nesse ponto ¢ as duas derivadas coincidem.

Exemplo 2. Sejam X um espago de Hilbert real ¢ F: X —> R o funcional definido

por F(x) = %||x||2. Entdo F ¢é Gateaux-diferenciavel em qualquer ponto x € X e
VF(x) >~ x, isto ¢, o gradiente de F no ponto x pode ser identificado com o proprio
X no seguinte sentido: Sejam x,v € X. Como ||x + tv|?> = ||x||? + 2{x,tv) + |tv|?,
temos que

2rev) + 2 T
DF(x,v) = 1 =1 , — = (x,v).
(o) = fim =2 Jim (00 + 31007 ) = 6.0l

Portanto, definindo o operador linear e continuo 7: X — R, v +— (x,v) obtemos
VF(x) =T,ouseja, VF(x)v = {x,v), paratodov € X.

Se X € um espaco de Hilbert, entdo segue do Teorema de Riesz, veja Kreyszig (1991),
que podemos identificar qualquer elemento f', do dual de X, com um unico elemento v,
do proprio espago X, de modo que f(x) = (v, x), para todo x € X. Dessa forma, no
exemplo acima, podemos escrever apenas V F(x) = x em vez de VF(x) ~ x.

Se no exemplo acima tivermos

1
F(x) = 5|l Ax = 57|17, (B2)

entdo VF(x) = A*(Ax — y%), veja Exercicio B.3.

Diversos métodos de regularizag@o consistem em aproximar (de maneira estavel), um
minimizador do funcional definido em (B.2). Talvez o mais conhecido de todos seja o
método de Tikhonov.
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B.1.1 Método de Tikhonov

Na versdo mais classica desse método, o minimizador do funcional
1 1
Tu(x) = 5 1A = 7|2 + o5 5|2, o >0, (B3)

¢ utilizado como aproximagao para a solug@o do problema inverso (A.2). Aqui, o nimero
real @ desempenha o papel do pardmetro de regularizagao.

Perceba que, como A ¢ linear e a norma é um funcional estritamente convexo em
espagos de Hilbert, o funcional de Tikhonov 7y, ¢ também estritamente convexo. Além
disso, T, ¢é Gateaux-diferenciavel em qualquer ponto de x com VT,(x) = A*(Ax —
%) 4+ ax (veja Exercicio B.5). Sendo assim, o vetor

xg = argmin{Ty(x) : x € X} (B4)

estd bem definido, sendo o inico minimizador de T, que satisfaz VT, (xg) = 0. Com
isso, obtemos que xé = Ra y‘s, sendo

Re = (A*A+aT) 1 A*. (B.5)
Com uma escolha a priori apropriada, temos um método de regularizacao.

Teorema B.1.2. Considere xg como definido em (B.4). Sejam y € #(A) e y? € Y
satisfazendo (A.3). Se a« = a(8) é tal que

82

li 8)=0 lim — =0 B.6

sl—rﬂ)a( ) ¢ 50 a(d) ' (B-6)
entdo 5

lim x5 = Ay,

Ou seja, o par (Ry)a>0, ), com (Ry)a>0 definido em (B.5) e a em (B.6), é um método
de regularizagdo, c.f. Defini¢do A.2.1.
Prova:

Sejam 8, —> 0, @ 1= a(8p), yp = ¥, xp, 1= x:?,;g e
1 2 Lo
To(x) i= Sl Ax = all® + e ]2 B.7)

Como X, é o tnico minimizador de T, ¢ xT = ATy é uma solugio do problema inverso
(ja que y € Z(A)), obtemos

1 1 1 1 1
Ecxnllxnll2 < Talon) < Tu(x") = EII«‘th — vl + anEHXTHZ < 553 + O‘nEHXT”zv
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o que implica

2
el < 22 4 . (B.3)
(67]

Juntando essa desigualdade com (B.6), obtemos que a sequéncia (x, ) é limitada e, como X
¢ um espago reflexivo, essa sequéncia admite uma subsequéncia fracamente convergente,
digamos x,, — z € X. Agora, como .4 ¢ um operador linear e continuo, Ax,, — Az.
Usando que x,, € o Gnico minimizador de 75, , obtemos

1 1 1
5”-’4xnk — Vny ”2 < Tnk(xﬂk) < Tnk(xT) < 58;%]( +aﬂk§||xT||2 — 09

quando k — oc. Como y,, —> y, temos que Ax,, —> y e, como Ax,, — Az,
concluimos que Az = y.

Observe que o minimizador de 7}, pertence a .4 (A)L, pois uma componente nio nula
em .4 (A) aumentaria o segundo termo em (B.7), deixando o primeiro inalterado. Entdo
(xn) C A (AL, o que implicaem z € A (A)*, mas xT é a tnica solugio do problema
inverso nesse subespago (veja Teorema A.1.5) e, portanto, z = xT. Logo x, 0 xt. Apli-
cando o mesmo argumento a cada subsequéncia de (x,), obtemos que cada subsequéncia
de (x,) admite ela propria uma subsequéncia que converge fracamente a xT e, portanto,

xp — xT. (B.9)

Vamos provar agora que lim|[x,| = |xT|| que, em conjunto com (B.9), provara que
x, —> xT. De fato, de (B.6) e (B.8), segue que limsup ||x,| < ||xT|| e, de (B.9), segue
que ||xT|| < liminf | x, ||, o que prova o resultado desejado. O

O Método Classico de Tikhonov é considerado um método de passo unico, pois um
parametro de regularizacdo «(§) é escolhido e, em seguida, o vetor xg ¢ computado. Nesse
caso, ndo existe um processo iterativo para determinar a aproximagao de x. No entanto,
muitas variagdes desse método utilizam processos iterativos, sendo uteis para determinar
0 parametro « a posteriori, para melhorar a aproximagéo xg em cada passo ou ambos.

No método conhecido como Tikhonov—Phillips, o funcional em (B.3) ¢ novamente
considerado. Porém agora o parametro de regularizagdo « ¢ determinado a posteriori,
utilizando a seguinte regra: Escolha uma sequéncia (ax) C RY tal que

. Ok+1
limop =0 e y< +
k—o00 (0973

<1,

sendo 0 < y < 1 uma constante. Seja xi := argmin Ty, e defina
ks := inf{k € N : | Axx — y*|| < 76}, (B.10)

sendo T > 1 uma constante pré-fixada. O vetor xg, €, entdo, utilizado como aproximagao
para x. Procedendo dessa maneira, percebe-se que o parametro de regularizagio ¢é esco-
Ihido como sendo o primeiro elemento na sequéncia () tal que || Axx — y%| < 8. A
regra (B.10) é chamada de Principio da Discrepdncia.
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Existem ainda, métodos de Tikhonov que utilizam uma iteragdo para melhorar a apro-
ximagdo de x* em cada passo. Esse tipo de variagdo é chamado de método de Tikhonov-
-iterado, que a partir de uma aproximagdo inicial xo € X, atualiza no k—ésimo passo, a
aproximagao xj pela iteragao

Xg41 = argmin{Tg (x) : x € X}, (B.11)

sendo | |
Tie(x) = 5l Ax = Y22 + o5 1 — x|,

onde a sequéncia (ax) C R pode ser escolhida de diversas formas. Se ela for constante,
temos o chamado método de Tikhonov-iterado estaciondrio. Caso contrario, temos o mé-
todo ndo estacionario. Para o método ndo estacionario, temos ainda a possibilidade de
utilizar uma escolha a priori ou a posteriori. Por fim, a escolha a posteriori pode ser de-
terminada de maneira explicita (como, por exemplo, ax = || Axx — ¥®|)), ou de maneira
implicita (por exemplo, de modo que o minimizador de T} satisfaga uma equagéo do tipo
I Axk 41 = ¥ Il = 0.7] Axg — y2|).
Perceba que, de (B.11) segue que VT (xr41) = 0 e dai

(A* A + D) xp 1 = A*Y® + ogex.

Provamos, usando inducdo, que se xo = 0, entdo xx = Ry y‘s, sendo
k .
Re=) o (A"A+aul) ™ A",
j=1

veja Exercicio B.5. Além disso, usando Ty (xr4+1) < Tr(xx), obtemos a monotonia do
residuo:
A4 = ¥ < [ Axe = y°. (B.12)

Nesse método ou em qualquer outro tipo de método iterativo, o nimero de iteragdes é
interpretado como sendo o pardmetro de regularizagdo. Usualmente o Principio da Discre-
pancia (B.10) ¢ utilizado como regra de parada para o método de Tikhonov-iterado. Com
ele, em conjunto com uma escolha apropriada da sequéncia (o ), € possivel mostrar que
esse método rende um método de regularizacdo, ou seja, xg, — x¥ quando § — 0,
veja Engl, Hanke e Neubauer (2000).

B.1.2 Meétodo do Gradiente

Como ¢ bem sabido, num espago de Hilbert X, o oposto do gradiente de um funcional
Gateaux-diferenciavel F: X — R, noponto x € X, ¢ adire¢do em que F decresce mais
rapidamente a partir desse ponto. Esse fato motiva a defini¢do do Método do Gradiente,
que se aplica esse resultado a uma iteragdo apropriada, visando aproximar um minimizador
de (B.2).
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Mais precisamente, o método do gradiente inicia com uma aproximacao inicial xo € X
e, no passo k, segue na dire¢do oposta ao gradiente do funcional F em x; (veja (B.2)), ou
seja,
X1 = Xk — AV F (xg)

B.13
= xp — A A" (Axg — D), B4

sendo A; > 0 um escalar.

Cada escolha da sequéncia (1) rende uma variagdo do método do gradiente. Vejamos
algumas delas a seguir. Por um momento, vamos imaginar que ndo ha ruidos nos dados,
isto é, § = 0. Entdo, utilizando a identidade

i = X1 = vk = 2P0 = llxeen = 2l + 20041 — xe, xx — x7),

percebemos que o erro de iteracdo ey = ||xx — xT||? serd monotonamente decrescente,
caso o lado direito da equacdo acima seja negativo. Em vista de (B.13), obtemos primeiro

err1 — ek = A A (Axg — »)I17 = 2Ak ((Axk — ), Alxk —x7)
= AllA* (Axie = »)1? = 22| Axie — ¥ |7,

e, em seguida, impondo a condig@o de que o termo apds a ultima igualdade seja negativo,
conseguimos a monotonia do erro de iteracao:

Ieggn = <1 < oo — xFJ1? (B.14)
sempre que Ax < AF™, sendo
max . 5 A% = yI?
, [A*(Axe — y)|1
Mais ainda, se A;*** for substituido por
> | Ax, — |12
A7 =1 =—co)A™ =2(1 —¢co) ——————,
g k [ A* (Ax — y)II?
com 0 < ¢g < 1 constante, obtemos o ganho
Ien = 12 = oo = xFI1> < —2codn | Axe — y|1%, (B.15)

sempre que Ax < A
Observe agora que se co < 1/2, entdo

A?ax > 2(1 — C()) _ 2(1 — C()) > 1
[[A*]12 IIAlI? II.AlI?

= le.
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O método do gradiente que utiliza o passo constante A = A w é chamado de Método
de Landweber, que, de acordo com o raciocinio acima, satisfaz (B.15) com¢p < 1/ 2.1

Outra variagdo do método do gradiente ¢ chamada de Método da Mdaxima Descida
(Steepest Descent), definida pelo seguinte procedimento: defina

X) = xx —AVF(xg)
e o funcional G : R — R por
Gr(A) = [ Axy — |

Agora escolha A = Agp de modo que Gj seja minimizado. Note que, nesse caso, o
ponto Xg41 = X;, ird minimizar o residuo ao longo da diregdo oposta ao gradiente de
F em x;. Em particular, valera a desigualdade: || Axg4, — y[|* = Gr(Asp) < Gx(0) =
[ Axx — y||*. B facil comprovar que Gy é convexo, ¢ impondo a condigio G,(Asp) =0,
obtemos o minimizador (veja Exercicio B.8):

IVFi) > A" (Axe — )11

ST JAVEI? ~ JAA* (Axg — )P

Uma terceira variagdo do método do gradiente ¢ o chamado Meétodo do Erro Minimo
(Minimal Error), que utiliza como passo o minimizador, Ay, do funcional Hy : R — R,
definido por

Hi(A) = [z = "2,

Dessa forma, o iterado xzx1 = x,,,, serd aquele que minimiza o erro de itera¢do na
direcdo oposta ao gradiente de F' em xg.

Perceba que, a principio, a determinagio do passo Az depende da solugdo xT, que ¢
desconhecida. No entanto, supondo que y € R(A), vemos que AxT = y e, portanto,

He) = [|(xx —xT) = AVF(xp) |2
= Ik —xDI? =22 (e = xT VF(xp)) + [AVF () |17
= [|(xk — x) % = 22 (A(xk — xT), Axg — y) + [AVF(xe) |12
= || (xx — xN[I> = 24| Axg — yII> + A2 VF (xe) |12
Impondo a condigdo Hy (ApEg) = 0, obtemos
T G . 1
IVExI?  [A*(Axe — »)II?

"Muitos autores consideram o passo do método de Landweber como sendo uma constante satisfazendo

0<Arw <2/|I4 ||2 ou simplesmente uma constante positiva pequena o suficiente. Nesse texto, considerare-

mos, por simplicidade, que Az = 1/]|4 ||2, no entanto, em experimentos numéricos, € frequentemente mais
apropriado ter maior flexibilidade para a escolha desse passo.
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Como se vé claramente, Ay g < A7™ caso ¢o < 1/2. De fato, temos

0<Arw <Asp SAmE < /A\fax, (B.16)

onde a tltima desigualdade vale para ¢y < 1/2 (veja Exercicio B.9).

O método do gradiente normalmente utiliza o principio da discrepancia (B.10) como
critério de parada. No entanto, para o caso sem ruidos (§ = 0), ndo é possivel provar
que o algoritmo termina ap6s um ntiimero finito de passos, isto é, que ks < oo em (B.10).
Observe, porém que, para o caso 6 = 0 e ks = oo, segue da desigualdade (B.15) com

co = 1/2 que, para qualquer A € [ALW, ifa"], vale

n—1

1
; T2 = _ 2
Jim, 3 (ks =117 = e =TI

ALw

o
D A — ) <
k=0
= |||l tim (lxo — x1? = [lxa — xT[2) < | A] [0 — xT|? < o0,
n—o0

0 que mostra que Axy —> y quando k —> oo.

A desigualdade (B.15) também pode ser usada para mostrar que a sequéncia (xz) ¢
de Cauchy (Exercicio B.12) e, portanto, convergente. O limite dessa sequéncia serd uma
solugdo de Ax = y, ja que Axxy —> y. Mais do que isso, se xo = 0, entdo xz —> xT,
pois, nesse caso, xx e x| pertencem ao subespago .4 (A)* (veja Exercicio B.4).

A estabilidade do método do gradiente consiste, a grosso modo, em provar que, para
cada k fixo, xi —> x quando § —> 0 (veja Exercicio B.11). A propriedade da regulari-
zacdo decorre, entdo, da monotonia do erro de iteragdo (B.14), juntamente com a conver-
géncia sem ruidos e a estabilidade. Vamos provar essa afirmacdo para o caso kg —> oo
quando § — 0.

Prova da propriedade de regularizaciio: Seja §; — 0 ¢ fixe € > 0. Pela conver-
géncia sem ruidos, temos que x;y —> x, quando k —> oo. Entdo, existe m; € N tal
que [[xm, —xT|| < €/2. Por outro lado, da estabilidade, segue que existe m, € N tal que

X5, — Xm, | < €/2 sempre que j > my. Por fim, como ks; —> oo, quando j —> oo,
existe m3 € N tal que ks, > m para todo j > m3. Usando a monotonia do erro de
iteracdo (B.14), obtemos para j > max{m,,m3} que

8 §; §;
s, — xT < ety = X< ey = X 1+ [loem, — T < e
Logo x,fs — xT quando § — 0.
B.2 M¢étodos de Regularizacio para Problemas Nao Line-
ares

Sejam X e Y espacos de Hilberte F: Z(F) C X — Y um operador (possivelmente ndo
linear) continuo. Nesta se¢do, vamos analisar métodos de regularizacao para aproximar a
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solugdo do problema inverso
F(x) =y, (B.17)

supondo que y pertenca a imagem de F e sendo conhecidos apenas um vetor com ruidos
y® e Y, satisfazendo ||y — y®| < § e o nivel de ruidos § > 0.

B.2.1 Meétodos de Tikhonov e do Gradiente

Os métodos de Tikhonov e do gradiente, apresentados para problemas lineares nas Apén-
dices B.1.1 e B.1.2 respectivamente, possuem versdes para problemas ndo lineares.

O método classico de Tikhonov para problemas ndo lineares é definido por xf{ €
argmin{7Ty (x) : x € Z(F)}, sendo

1 1
To(x) = | F(x) = y°I* + a5 |Ix|?. >0,

Como F ¢ ndo linear, o funcional Ty é em geral ndo convexo. Sendo assim, 7, pode
admitir diversos minimizadores, podendo inclusive ter minimizadores locais. Se F ¢ Fré-
chet-diferenciavel em seu dominio, entdo, usando a regra da cadeia, obtemos que

VTy(x) = F'(x)*(F(x) — »°) + ax.

No entanto, mesmo que um vetor X € int(D(F')) satisfaca a equagdo ndo linear VT, (X) =
0, ndo ¢ possivel garantir que esse seja um minimizador global de 7.

De um modo geral, o problema de determinar um minimizador de 7;, pode ser bas-
tante complicado na pratica e usualmente exige a aplicagdo de técnicas sofisticadas de
otimizag¢do, além do requerimento de hipdteses restritivas sobre a fungdo F'.

Nesse contexto, o método de Tikhonov—Phillips ¢ definido pela iteragao:

xﬁ € argmin{T,(x) : x € Z(F)}, (B.18)
sendo

1 1
Ta () = SIFE) = y° I + an X,

onde (a;) C R* é uma sequéncia apropriada de pardmetros. O critério de parada usual é
novamente o principio da discrepancia, que, nesse caso, ¢ dado por

ng :=infin € N : | F(x,) — y°| < 8}, (B.19)

sendo 7 > 1 uma constante pré-definida, e desse modo espera-se que se tenha x,; —> xt
quando § —> 0, c.f. Defini¢do A.3.6 com x = 0.

O método de Tikhonov-iterado, por sua vez, ¢ definido para problemas ndo lineares
pela iterago definida em (B.18), porém com

1 1
To(x) = SIF () =y I + a5 I = a1,
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a partir de uma aproximacdo inicial xo € 2(F). Aqui, (o;) C R é uma sequéncia
apropriada.
Com relagdo aos métodos do gradiente, esses sdo definidos pela iteragdo:

Xnt+1 = Xn — AnVH(xp)

, N p (B.20)

= Xn = An F'(xn) " (F(xn) — y°),
a partir de uma aproximacdo inicial xo € Z(F). Aqui H: 2(F) C X —> R ¢ definida
por H(x) = %H F(x)—y%|? e F’ é aderivada de Fréchet de F. Mais uma vez, cada regra
especifica para a sequéncia de passos (A,) define uma variagdo especifica do método do
gradiente. Usando a condi¢do do cone tangencial (A.11), obtemos variagdes dos métodos
de Landweber, maxima descida e erro minimo, veja Margotti (2018). Em particular, o
Método de Landweber ndo linear ¢ dado por:

X1 = Xp — AF (x0)* (F(xn) — ¥%), (B.21)

sendo A > 0 uma constante pequena o suficiente.

B.2.2 Meétodos de Newton Inexato

Como o proprio nome sugere, esses métodos sao baseados no método de Newton. Lembre
que o n—ésimo passo do método de Newton lineariza a equagdo ndo linear F(x) = y?
em torno do ponto corrente x,. Entdo encontra uma solugdo para o sistema linearizado
Apsp = bﬁ, sendo A, = F'(x,) e bﬁ =y — F(x,). A solugio desse sistema &, entdo,
usada para atualizar do vetor corrente: X, 41 = X, + Sp.

M¢étodos de Newton inexato aplicam um procedimento similar, porém o sistema li-
near A,s = bf, deve ser resolvido de maneira inexata. De fato, se o problema inverso
associado a (B.17) ¢ localmente mal posto em x,, entdo sob condi¢des razoaveis, o sis-
tema linearizado sera localmente mal posto (veja a Proposicdo A.3 ¢ o Teorema A.3.2).
Desse modo, ¢ preciso aplicar um método de regularizagdo para aproximar uma solugo
do sistema linear A, s = bﬁ de maneira apropriada.

Se a regularizagdo de Tikhonov ¢ usada para aproximar a solug@o do sistema linear em
questdo, o método resultante ¢ chamado de Método de Levenberg—Marquardt (LM). Assim
esse método inicia com um vetor xo € Z(F) e segue com a iteracdo x,+1 = X, + Sy,
sendo

. 1 1
sp = argmin T, (s), com T,(s) = §||Ans — bﬁ||2 + an§||s||2, (B.22)

onde (a,) C R é uma sequéncia que pode ser definida tanto a priori quanto a posteriori.

O método de LM termina com o Principio da Discrepancia (B.19). Caso a sequéncia
(an) seja escolhida apropriadamente, temos que lims_.g X3 = xT. Escolhas comuns
de sequéncias (a;;) definidas a priori incluem a sequéncia constante &, = @ > O e a
sequéncia geométrica: oy = oor™ comoag > 0e0 <r < 1.
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Outros métodos de regularizagdo podem ser aplicados ao sistema linear A,s = bﬁ,
cada um deles gerando um método diferente. Rieder (1999) unifica a ideia de métodos de
Newton inexato e introduz o chamado REGINN (REGularization based on INexact Newton
method), uma classe de algoritmos que funciona com duas iteragdes, uma interna ¢ uma
externa. Similarmente ao método de Newton, a iteragdo externa é dada por x,4+; =
Xn+Sn, sendo s, uma aproximacéo para a solu¢éo do sistema linear A, s = bfl. A iteragdo
interna, por sua vez, aplica um método de regularizagdo iterativo ao sistema linear e gera
uma sequéncia em k, (s, )k, a partir de 5,0 = 0. A iteracdo interna termina quando o
indice

kn = inftk € N 2 | Ausnk — ball < pallb 1} (B.23)
¢ alcangado e, entdo, definimos s, = s, k,, .- Aqui (i) C (0, 1) ¢ uma sequéncia apropri-
ada de tolerancias.

A convergéncia do algoritmo REGINN ja foi provada utilizando diferentes iteragdes in-
ternas tais como: métodos do tipo Tikhonov, do tipo gradiente, métodos mistos, método
do gradiente conjugado, etc. veja Margotti (2015) e Rieder (1999, 2006). Além disso,
taxas de convergéncia foram provadas em Rieder (2001) e diversas modificagdes e aper-
feicoamentos foram propostos em espacos de Banach e com penalizagdes convexas em
Margotti (2018) e Margotti (2015).

Utilizando a condigdo do cone tangencial (A.11), a analise de convergéncia do algo-
ritmo REGINN utiliza técnicas similares aquelas usadas na analise dos métodos lineares,
apresentadas na se¢éo anterior. Por exemplo, vamos imaginar que néo ha ruidos (6 = 0)
e que o método do gradiente ¢ utilizado como iteragdo interna. Entdo se torna:

Snk+1 = Snk — An,kA:(Ansn,k —by). (B.24)
Agora aplicamos a definigdo e, := xT — x,, para obter a identidade:
”Sn,k+1 - en”z - ”Sn,k —é€n ”2 = ||Sn,k+l - Sn,k”z + 2<5n,k+1 —Sn,ksSn,k — en)-

Observe que, de (B.24), segue que

(Snk+1 = SnksSnk — en) = —An i (AnSnk — bn, An(Sn ke — €n))
—Anie [(AnSn i — bno AnSn ke — bn)
—(AnSn ke — bn. Anen — by)]
< Angcl Ansnk — bl [IAnen — ball — | Ansn i — ball] .

onde a ultima estimativa segue da desigualdade de Cauchy—Schwarz. Mas, enquanto k <
kn, cf. (B.23), temos que ||b,| < ML,I”AnSn,k — by|| e, usando a condigdo do cone

tangencial (A.11), juntamente com F(x") = y, obtemos
lAnen = bull = IIF'(xn)(xn = xT) = F(xn) + F(x)]
n
<l F () = FN| = nllball < M_”Ansn,k — bal.

n
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Por fim, restringindo a tolerancia yu, ao intervalo (7, 1), obtemos em vista de (B.24) que
5041 = enll> = Isnk = enll® < A% 4 17 (Ansnk = ba) I = 240k Call Ansn k. — ba 1%,

com C,, := 1—n/u, > 0. Desse modo, para obter a monotonia do erro na iteragdo interna,
exigimos que o lado direito da desigualdade acima seja negativo. Assim

Isn k1 —enl® < lsng —enll®s k=0, kn—1, (B.25)

sempre que A, x < AJY, sendo

max . _ 2Cn||-AnSn,k - bn||2
mk ”AZ (-Ansn,k - bn)”2 '

Similarmente ao que foi feito na Gltima segdo, se A;'9* for substituido por A% =
(1 = co)A%, com0 < ¢o < 1, entdo

||sn,k+1 - en”2 - ”Sn,k - en||2 < _/\n,kpn”Ansn,k - bn”Zs (B.26)

parak =0,...,k, — 1, sempre que A, x < /Alf;a,? Aqui

Pn = 2¢0Cy = 2¢o (1 — i) > 0. (B.27)
Mn

Agora observe que

~
max

kZ TR
" A7

Nesse contexto, o método de Landweber sera a iterag@o interna do algoritmo REGINN,
se o método do gradiente com o passo A, x = A, seja utilizado. Perceba que A, ¢ cons-
tante em k e, portanto, ndo varia durante a iteragdo interna.

Perceba que, para qualquer j < k,, vale a desigualdade u, ||b,|| < ||.Ansn,j — by |,
c.f. (B.23). Segue, entdo, de (B.26) com ¢y = 1/2, que para qualquer j natural menor do

que k,, e para qualquer A, x € [)L,,, ;\f‘};‘], vale a desigualdade

> M=l _ (B.28)

2

. G, . j-1
J PRE (l/«n”bn“)2 = jAnDn (ﬂn”bn”)z < Z)Ln,kpn”-Ansn,k _bn||2
" k=0

ji—1
< (”sn,k - 8,,”2 - ”sn,k-'rl - en“z)
k=0
= ||Sn,0 — en”z - ||Sn,j - en”z < Isno0 — en“z = |lxn _XTHZ < 00,

(B.29)
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0 que mostra que j < oo e, portanto, k, < oco. Isso significa que a iteragdo interna termina
apds um numero finito de passos.
Veja que, da monotonia do erro na iteragdo interna (B.25), obtemos a monotonia da
iteracdo externa, pois
2 2 2
il I? = llxn —xTII.

lXn4e1 —x = ||Sn,kn - en”z <... S ”sn,O —€n

B.3 Exercicios

Nesta secdo de exercicios, a menos que o contrario seja explicitamente afirmado, assumi-
remos que X e Y sdo espagos de Hilbert reais e A € #(X,Y).

Exercicios referentes ao Apéndice B.1

Exerc. B.1. Sejam X e Y espagos normados, F: Z(F) C X — Y e x € int(Z(F)).
Suponha que existam operadores lineares 7,S: X —> Y tais que

DF(x,v) =7v =8v paratodov € X.

Prove que 7 = S. Conclua que a derivada de Gateaux é Uinica. Prove também que se
2(F) = X e F ¢ linear e limitado, entdo F’'(x)v = F(v), paratodo x,v € X.

Exerc. B.2. Sejam X e Y espagos normados, F: Z(F) C X — Y e G: 2(G) C
X — Y fungdes Gateaux-diferenciaveis num ponto x € int(Z(F)) N int(Z(G)) e
A um escalar. Mostre que F + AG é Gateaux-diferenciavel em x e (F + AG)'(x) =
F'(x) + AG'(x).

Exerc. B.3. Fixe y € Y e prove que o funcional F: X — R, definido por F(x) =
21IAx — y|?, satisfaz

DF(x,v) = (Ax — y, Av), paratodo x,v € X.

Conclua que F ¢ Gateaux-diferenciavel em qualquer ponto x € X ¢ que VF(x) =

A*(Ax — y).

Exerc. B.4. Fixe y € Z#(A). Suponha que xo = 0,3 = 0e ks = oo. Prove que
todas as variagdes dos métodos de Tikhonov e do gradiente apresentadas no Apéndice B.1
satisfazem x; € .4 (A)L, para todo k € N. Mostre ainda que se (x) converge a uma
solugio X € X de Ax = y, entdo £ — xT € A (A)+ N A (A). Conclua que, nesse caso,
xx —> xT. (Dica: para mostrar que os métodos iterativos satisfazem x; € A4 (A)*,
prove antes que x; — xx_; € .4 (A)L e depois use uma soma telescopica.)

Exerc. B.5. Fixe vetores xo € X e y% € Y e uma sequéncia (ax) € R*. Defina
Xg4+1 = argmin{7Ty(x) : x € X}, onde Ty : X —> R ¢ o funcional definido por

1 1
Te(x) = 3 1Ax = 37 + a3 [lx = el
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Prove que Ty é convexo e Gateuax-diferenciavel em todos os pontos de X. Mostre ainda
que o minimizador de T satisfaz

(A* A+ aD)xp1 = A*y® + ax.

Prove também que se xo = 0, entdo x; = Ry y8 , onde
k .
Ri =Y o (A" A+ a D)~ A",
j=1

Exerc. B.6. Considere o método de Tikhonov-iterado (c.f. (B.11)).
a. Mostre que
1
X1 — X = —— A" (Axg g1 — »0).
07

b. Use o resultado do item a. em conjunto com a identidade

k1 = xTIP = llxe = xTI% = =lovieer = Xl + 20041 — xpeo X1 — x7).
para provar o ganho
112 112 2 2 2
o1 = X" = llxe = xT1° = —llxer — xxll” — £”Axk+l =l (B.30)

no caso sem ruidos (6 = 0).

c. Prove quesed = 0, ks = oo e a sequéncia (a,:l) ndo é somavel, entdo Axy —> y,
quando k — oo.

d. Fixe ¢ > 1. Mostre que se o niimero positivo ||.A||>/(c — 1) é uma cota inferior para a
sequéncia (o), entdo

P
(Dica: use a desigualdade
i =3 = [ Axicrr = »*) < 1ACH = xicrn)

em conjunto com o item a.)

e. Provequesed > 0,7 > c¢ > leag = ||A|?/(c — 1), entdo para todo k < kg (c.f.
(B.10)) vale

2 c
e e e e e U | MR R G
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f. Mostre que se § > 0, ap = ||.A||2/(c —1)e (oe,:l) ndo ¢ somavel, entdo o método de
Tikhonov-iterado termina com a discrepancia (B.10) ap6s um niimero finito de iteragoes,
isto é, ks < oo. (Dica: assuma o contrario. Entdo t6 < ||Axgy1 — y®||, para todo
k € N. Aplique uma soma em (B.31) para derivar uma contradigdo.)

Exerc. B.7. Considere o método de Tikhonov-iterado (c.f. (B.11)) sem ruidos (§ = 0).
Assuma que Y po, # = oo e que Axg # .
a. Mostre que a iteracdo ndo termina, isto ¢, que kg = oo. (Dica: assuma que kg € N.

Use (B.10) para concluir que Axg, = y. Aplique indugio, juntamente com o item a.
do Exercicio B.6, para concluir que Ax; = y,parak =0,...,ks.)

b. Mostre que (xx) é uma sequéncia de Cauchy. (Dica: fixe nimeros naturais m > n e
use a identidade

xm = 1% = [0 = XTI = lxm = xTI2] + 203 — . X0m — xT)
m—1
= [l = XTI = loom = xTIP1+ 2 (xj11 = %7 xm — xT),

j=n

em conjunto com (B.30) ¢ a monotonia do residuo (B.12). Repare que o termo nos
colchetes converge a zero devido a monotonia do erro de iteracdo.)

c. Prove que (x;) converge a uma solu¢do do problema inverso Ax = y. (Dica: use o
item c. do Exercicio B.6.)

d. Mostre que xx —> x T quando k — oo. (Dica: use o Exercicio B.4.)

Exerc. B.8. Fixe vetores x € X e y € Y e defina x, := x — A A*(Ax — y). Mostre que
o funcional G: RT — R definido por

— 2
GA) = [Axz =yl
¢ arestri¢do de um polindmio de segundo grau, que seu tnico minimizador €

L A A =2

[AA* (Ax — y)II?
Exerc. B.9. Fixe w € Y e prove que se ¢p < 1/2, entdo
AW el 20 = co)|[w]
Al [AA ] [ A*w] | A*w]
Em particular,se y € Y, xx € X e w = Ax; — y, entdo (B.16) vale.

0<

Exerc. B.10. Prove por indugdo que, para o método de Landweber (c.f. (B.13) com
Ar = constante = A > 0) com a aproximagdo inicial xo = 0, vale x; = Ry y, sendo
k—1
Rie =AY (T—AA*A) A%,

J=0
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Exerc. B.11. Fixe y € Z(A) e seja (y%/) C Y uma sequéncia satisfazendo ||y%/ — y|| <
d;, em que a sequéncia de ruidos positivos (§;) converge a zero. Considere o método de

Landweber, definido por

§; _ 8 ), 8;
Xl =X = AAN(Ax —yY),

em que A > 0 ¢ uma constante. No caso sem ruidos (§ = 0), considere a iteragdo
X1 = X — AA® (Axg — ).

Mostre por indugdo que se xgj = Xo, paratodo j € N, ento, para cada k € N, vale a
estabilidade: 5.

lim x” = xg.

j—oo
Exerc. B.12. Use a desigualdade (B.15), em conjunto com uma identidade apropriada,
similar aquela no item b. do Exercicio B.7, para mostrar que, no caso sem ruidos (§ = 0
e ks = 00), a sequéncia gerada por (B.13) ¢ de Cauchy.

Exercicios referentes ao Apéndice B.2

A menos que o contrario seja explicitamente afirmado, assumiremos nos exercicios a
seguir que X e Y sdo espagos de Hilbert reais e F': D(F) C X —> Y é um operador
continuo.

Exerc. B.13. Neste exercicio, consideramos o algoritmo REGINN sem ruidos (§ = 0),
com a iteragdo interna usando o método do gradiente (B.24). Assuma que F satisfaca a
condigdo do cone tangencial, c.f. (A.11) e que y pertenga a imagem de F'.

a. Use (B.26) para mostrar que

kn—1
nr = xTI% = %0 = XTI < = 3~ pudn il Ausn e = ball?,
k=0
sendo k; definido em (B.23).
b. Conclua que se ng = oo (c.f. (B.19)), entdo

oo kp—1

S skl Ausu i = ball® < llxo — x| < oo,

n=0 k=0

c. Escolha pmi, € (1, 1) e restrinja as tolerancias i, ao intervalo (fmin, 1). Prove que

0<p::2c0(1— i )<p,,,
Mmin

para todo n € N, c.f. (B.27).
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d. Assuma que | F'(x)|| £ M paratodo x € Z(F) e mostre que

9 max 2(1 B CO) (1 B ”Zi">
)Ln,k = M2 = Amin > 0,

c.f. (B.28). Conclua que se A, k € [Amin., /A\‘:l“,?], entdo para o caso 715 = 0o temos

o0
> " llbal* < oo,
n=0

e, portanto, F(x,) — y, quando n — oo.

Exerc. B.14. Neste exercicio, considere o algoritmo REGINN com a iteragdo interna
usando o método do gradiente (B.24): assuma que os dados possuem ruidos (§ > 0) e
suponha que F satisfaca a condi¢do do cone tangencial, c¢.f. (A.11). Suponha ainda, que
y pertenca a imagem de F e y® € Y seja um vetor, satisfazendo ||y — y®|| < 8. Defina
Ay = F'(xp), bﬁ = y8 — F(xp) eep = xp — xT, c.f. Definigdo A.3.6.
a. Mostre que
| Anen = byl < (1 +m)8 + nllby]l.

b. Suponha que a constante T em (B.19) satisfaga

1
c> Lt
1—n
Prove que, para todo n < ng vale
(1 +n)é
Mmin,n =1 + T <1
1651

Além disso, mostre que, paran < ng e k < k, (c.f. (B.23)), vale

Jin,
| Anen — b3 < %IIA,,S,,,;C — b3
n

c. Restrinja a tolerancia i, ao intervalo (tmin,n, 1), COM fmin,» definido no item anterior.
Defina um tamanho de passo maximo )L:R}:"S > 0 de modo que uma desigualdade ana-
loga a (B.26) seja valida para o caso com ruidos.

d. Derive uma desigualdade analoga a (B.28) para obter um tamanho de passo minimo

/\f, > 0. Mostre que se 0 passo )t‘fl & pertence ao intervalo [Afl, A;"j‘}:’s], entdo k, < oo,

isto é, a iteragdo interna termina apos um niimero finito de iteragdes. (Dica: assuma o
contrario ¢ aplique uma soma em k a desigualdade obtida no item anterior para derivar
uma desigualdade analoga a (B.29) e, entdo, obter uma contradicdo.)
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Seja t definido como no item b. acima e tome 1 + (1 4+ 1)/T < min < 1. Restrinja as
tolerancias W, ao intervalo [fmin, 1) € assuma que || F'(x)|| < M, paratodo x € Z(F).
Mostre que, com a mesma restricdo no tamanho do passo dada no item d., temos que
ng < 00, isto é, a iteragdo externa termina apds um numero finito de iteragdes. (Dica:
assuma o contrario. Entdo ||bﬁ | > ©68, paratodon € N. Aplique uma soma em n para a
soma utilizada no item anterior e derive uma contradi¢do. Perceba que, nessa situagdo,
o tamanho minimo do passo pode ser escolhido independentemente de 7, veja o item d.
do Exercicio B.13.)

Exerc. B.15. Se o método de Tikhonov-iterado (c.f. (B.11)) for utilizado como iteragéo
interna do algoritmo REGINN, entdo teremos a iteragdo externa X, x4+1 = X, + Sy k,,» COM
a iteragdo interna s,,0 = 0 € S, k1 1= argmin{7, x(s) : s € X}, sendo

T (5) = Il Ans — B3I + ot lls — smicl|-

Aqui (@, ) C R é uma sequéncia apropriada.

Siga os mesmos passos dos Exercicios B.13 e B.14 para obter resultados analogos
para o algoritmo REGINN, utilizando o método de Tikhonov-iterado na iteragdo interna.
Sera necessario impor uma restri¢do apropriada a sequéncia (o, k). (Dica: observe os
resultados dos Exercicios B.6 ¢ B.7.)

Exerc. B.16. Considere o algoritmo REGINN com k,, = 1, ou seja, apenas uma iteragdo
interna ¢ executada em cada iteragdo externa. Mostre que se o método linear do gradiente
(B.13) éutilizado na iteragdo interna, entdo o método resultante sera o método do gradiente
ndo linear (B.20). Mostre também que se o método linear de Tikhonov-iterado (B.11)
¢ utilizado na iteracdo interna, entdo o método resultante serd o método de Levenberg—
Marquardt (B.22) com o, = constante = «p.
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