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Prefácio

A Tomografia por Impedância Elétrica, Electrical Impedance Tomography (EIT) em in-
glês, é uma técnica de imagem que aplica correntes elétricas e mede os potenciais resul-
tantes na superfície de um corpo, visando a reconstrução da condutividade (ou condutivi-
dade e permissividade) elétrica no interior desse corpo. A EIT é amplamente empregada
em diversas áreas como medicina (monitoramento da função dos pulmões ou detecção de
câncer de pele ou mama), geofísica (localização de depósitos subterrâneos) e em testes
não destrutivos (determinação de falhas em materiais), veja Kirsch (2011) e as referên-
cias lá indicadas. No entanto, a reconstrução da condutividade elétrica no interior de um
corpo, a partir de medições em sua superfície, é um problema matemático desafiador, de-
vido principalmente à dependência não linear das medições em função da condutividade,
bem como da dependência não contínua da condutividade em função das medições, veja
Margaret Cheney e Newell (1999). Essas características dificultam a determinação precisa
da condutividade, resultando em imprecisões ou inconsistências que tornam mais difícil a
interpretação das imagens geradas pela EIT.

A primeira modelagem matemática para o problema da EIT foi proposta por Alberto
Calderón, em seu trabalho intitulado On an inverse boundary value problem, Calderón
(1980). Em sua abordagem, o autor sugeriu a descrição do problema direto da EIT pela
solução de uma equação diferencial parcial (EDP) apropriada, a qual determina os po-
tenciais elétricos na superfície, resultantes da aplicação de correntes elétricas conhecidas.
Nessa situação, a condutividade elétrica é uma função, usada como parâmetro na EDP
a ser resolvida. O problema inverso associado é, então, definido pela determinação da
condutividade por meio do conhecimento da relação existente entre as correntes elétricas
aplicadas e os potenciais elétricos resultantes.

Em geral, os problemas inversos buscam determinar a causa de um efeito observado.
Por outro lado, o processo de determinar o efeito, conhecendo a sua causa, consiste no
chamado problema direto. No caso particular da EIT, a resolução do problema direto con-
siste na determinação da solução da equação diferencial parcial que modela o problema.



Dependendo das condições envolvidas e do modelo, pode não ser possível determinar a
solução exata de uma maneira simples, tornando necessário o emprego de métodos com-
putacionais, como, por exemplo, o chamado método dos elementos finitos. De maneira
similar, a resolução do problema inverso da EIT exige uma série de cuidados, uma vez que
é o que chamamos de um problema mal posto, o qual se caracteriza pela dependência des-
contínua da solução em função dos dados. Esses problemas mal postos são tratados com
os chamados métodos de regularização, os quais usualmente substituem a resolução do
problema mal posto pela resolução de uma sequência de problemas bem postos. Em par-
ticular, para métodos de regularização iterativos, o problema direto precisa ser resolvido
várias vezes até a obtenção de uma solução aproximada do problema inverso.

O método dos elementos finitos é utilizado para determinar uma aproximação da solu-
ção de uma equação variacional (podendo essa representar a solução fraca de uma EDP)
em um subespaço apropriado de dimensão finita. A implementação computacional do
método é complexa e dispendiosa, sendo, então, razoável o emprego de bibliotecas com-
putacionais a fim de agilizar o processo. FEniCS é uma plataforma open-source, licença
GNU Lesser General Public License (LGPLv3), para resolver equações diferenciais parci-
ais empregando elementos finitos em Python. Ela permite que o usuário traduza modelos
científicos em um código eficiente, de alto nível, entre Python e C++, veja Logg, Mar-
dal, Wells et al. (2012). A biblioteca será usada como base do código-fonte apresentado e
estudado no presente livro.

Esse texto tem como objetivos principais estudar os aspectos matemáticos da EIT em
duas dimensões (2D) e obter aproximações computacionais para o problema direto e sua
derivada, além de resolver o problema inverso usando técnicas de regularização. Busca-
mos fornecer ao leitor uma fundamentação teórica sólida, abrangendo os principais as-
pectos da EIT e detalhar o método de elementos finitos empregado para a resolução do
problema direto, descrevendo e estudando o comportamento de métodos de regularização
clássicos para a resolução do problema inverso. Por fim, com o objetivo de testar os resul-
tados teóricos, realizamos experimentos numéricos para a resolução do problema inverso
da EIT, a partir da utilização de dados sintéticos e experimentais.

No contexto da EIT, existem diversos modelos matemáticos disponíveis para repre-
sentar o problema direto. No Capítulo 1 deste livro, apresentamos alguns desses modelos
e discutimos os principais resultados associados a cada um deles. O primeiro e mais sim-
ples é o Modelo Contínuo, apresentado originalmente em Calderón (1980), cujo nome faz
referência às condições de contorno utilizadas na EDP que modela o problema. Entre-
tanto, em algumas situações, essas condições de contorno precisam ser modificadas a fim
de melhor representar o problema real. Assim é apresentado também, no Capítulo 1, a
evolução dos modelos da EIT até o chamado Modelo Completo de Eletrodos, Complete
Electrode Model (CEM) em inglês. Além disso, no Capítulo 1, também apresentamos a
formulação variacional tanto do Modelo Contínuo quanto do CEM e estudamos a existên-
cia e a unicidade de soluções, sendo essas condições necessárias para a definição precisa
dos problemas direto e inverso.

As soluções das equações que modelam a EIT no Capítulo 1 são geralmente aproxi-
madas com o auxílio de um computador, uma vez que, no caso mais geral, não possuem



solução analítica conhecida. Por conta disso, o Capítulo 2 destina-se a apresentar estraté-
gias de discretização dos modelos, tendo em vista sua implementação computacional. O
código-fonte que emprega as discretizações, resolve os problemas direto e inverso e gera
as figuras deste trabalho, estando disponível, juntamente com a sua documentação, em um
repositório do GitHub1.

O Capítulo 3 tem como objetivo a realização de testes numéricos, utilizando o código
acima mencionado, a fim de determinar se as aproximações obtidas satisfazem as equações
que modelam o problema. Os testes contemplam tanto o Modelo Contínuo quanto o CEM.
Nesse capítulo, analisamos também a qualidade das aproximações obtidas por meio da
aplicação de diferentes técnicas para a computação da derivada do operador direto.

O problema inverso é estudado no Capítulo 4, por testes numéricos realizados com
o CEM. Nesse capítulo, a solução do problema inverso da EIT é aproximada utilizando
dados sintéticos e experimentais. Os dados sintéticos são gerados com o mesmo código
que resolve o problema direto, utilizando, porém, uma malha mais fina e introduzindo ar-
tificialmente ruídos em um nível controlado. Nesse caso, são estudados a performance de
diferentes métodos clássicos de regularização, bem como a influência dos níveis de ruídos
na reconstrução da solução do problema inverso. Já os dados experimentais, por sua vez,
são coletados a partir de um recipiente contendo água salina e inclusões de metal e plástico,
em diferentes posições e formatos. Para esse caso, são apresentadas técnicas para estimar
os parâmetros necessários para inicializar o algoritmo de resolução do problema inverso,
tais como as impedâncias de contato e o nível de ruídos. Depois, a performance de dife-
rentes métodos de regularização é comparada, assim como a qualidade das reconstruções
obtidas.

A discussão abordada no Capítulo 4 requer conhecimentos básicos sobre a teoria e
métodos de regularização. Pensando nisso, os Apêndices A e B foram elaborados com
o objetivo de fundamentar os conceitos da teoria de regularização de problemas inversos
mal postos, bem como apresentar diferentes métodos de regularização para a resolução de
problemas inversos lineares e não lineares. No final de cada um desses apêndices, uma
série de exercícios, com diferentes níveis de dificuldade, é proposta para que o leitor tenha
a oportunidade de reforçar seus conhecimentos.

É importante ressaltar o fato de que muitos tópicos de interesse não foram estudados
neste livro, tais como a implementação computacional em três dimensões e a reconstru-
ção simultânea da condutividade e permissividade elétrica. Além disso, diversos detalhes
importantes para uma implementação eficiente do problema em questão não foram aborda-
dos, entre eles: técnicas de controle de malhas, métodos de regularização mais eficientes,
técnicas de resolução de sistemas lineares e decomposição de matrizes etc. A justifica-
tiva que usamos para não discutir esses assuntos pertinentes é que a EIT é intensivamente
estudada e possui uma teoria bastante abrangente, de modo que optamos por focar nos
temas que acreditamos ser mais relevantes, mantendo assim um nível razoável de deta-
lhes nas discussões. Dessa forma, acreditamos que este livro será útil para o leitor que
planeja iniciar um estudo sério ao problema da Tomografia por Impedância Elétrica e da

1Respectivamente, endereço para a documentação e repositório: https://hafemanne.github.io/FEIT_
CBM34/, https://github.com/HafemannE/FEIT_CBM34 .

https://hafemanne.github.io/FEIT_CBM34/
https://hafemanne.github.io/FEIT_CBM34/
https://github.com/HafemannE/FEIT_CBM34
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1 Modelos
Matemáticos

No presente capítulo, descreveremos as equações diferenciais parciais que modelam ma-
tematicamente o problema físico da Tomografia por Impedância Elétrica (EIT, na abrevia-
tura em inglês). Existem diversos modelos distintos, mas, daremos destaque aos chamados
Modelo Contínuo e Modelo Completo de Eletrodos. Para esses modelos, estudaremos a
existência e a unicidade de soluções da EDP associada, o que possibilitará a definição
formal dos problemas direto e inverso em cada um dos casos.

Seja˝ � R
2 um conjunto aberto que representa uma seção transversal de um corpo. A

superfície desta seção será representada pela fronteira do conjunto, a qual denotaremos por
@˝. Seja 
 W ˝ �! R a função que representa a condutividade elétrica em˝. Ao aplicar-
-se uma corrente elétrica g W @˝ �! R na superfície da seção, um potencial elétrico
u W ˝ �! R é gerado e, como consequência, um fluxo elétrico é formado. Esse fluxo
descreve a movimentação dos elétrons no interior de ˝, sendo, portanto, proporcional à
condutividade elétrica. Além disso, o fluxo elétrico segue na direção em que o potencial
decresce mais rapidamente, ou seja, na direção de �ru. Sendo assim, o fluxo elétrico é
descrito pela expressão:

�
ru:

Vamos assumir que não há fontes ou drenos elétricos no interior da seção, o que implica
que o divergente do fluxo elétrico é nulo. Logo

div .
ru/ D 0 em ˝: (1.1)

A equação (1.1) é a base dos modelos matemáticos que descrevem a EIT. Vamos agora



2 1. Modelos Matemáticos

analisar diferentes condições de fronteira, sendo que cada uma delas resulta num diferente
modelo da EIT.

1.1 Modelo Contínuo
No Modelo Contínuo, introduzido em Calderón (1980), assumimos que o fluxo elétrico é
totalmente transferido para a fronteira, resultando na equação



@u

@�
D g; em @˝; (1.2)

onde � é o vetor normal e unitário, que aponta para fora de ˝ em cada ponto de @˝.
Vamos assumir temporariamente que as funções 
 e u nas equações (1.1) e (1.2) sejam

suaves o suficiente e que o conjunto ˝ possui fronteira suave. Nesse caso, decorre da
Primeira Identidade de Green que, para toda função v W ˝ �! R suficientemente suave,

Z

@˝



@u

@�
v dS �

Z

˝


rurv dx D

Z

˝

div .
ru/v dx D 0:

Ou seja,
Z

˝


rurv dx D

Z

@˝

gv dS; para toda v W ˝ �! R suave: (1.3)

Em contrapartida, é possível provar que se as funções que aparecem na equação variaci-
onal (1.3) são suaves o suficiente, então a EDP (1.1), com condição de fronteira (1.2), é
satisfeita, veja Evans (2010). Observe, no entanto, que (1.3) pode admitir soluções que
não fazem sentido em (1.1). Chamamos tais soluções de soluções fracas para o Modelo
Contínuo.

Analisaremos agora com mais cuidado a equação (1.3). Gostaríamos de determinar,
sob quais condições essa equação variacional admite única solução. Para isso, vamos
utilizar o seguinte lema:

Lema 1.1.1 (Lax–Milgram). Seja H um espaço de Hilbert. Seja B W H �H �! R um
funcional bilinear que satisfaz as seguintes condições:
• limitação: Existe uma constante c1 > 0 tal que jB.u; v/j 6 c1kukkvk, 8.u; v/ 2
H �H ;

• coercividade: Existe uma constante c2 > 0 tal que jB.u; u/j > c2kuk2, 8u 2 H .
Então, para cada funcional linear e limitado F W H �! R, existe um único u 2 H tal
que

B.u; v/ D F.v/; 8v 2 H:

Prova: Veja Evans (ibid., Seção 6.2.1).



1.1. Modelo Contínuo 3

Com base no lema acima e tendo em vista a equação variacional (1.3), vamos fixar os
funcionais B
 W H �H �! R e Fg W H �! R definidos respectivamente por

B
 .u; v/ D

Z

˝


rurv dx (1.4)

e
Fg.v/ D

Z

@˝

gv dS; (1.5)

onde H D H 1.˝/. Nesse caso, H é um espaço de Hilbert munido da norma

kuk2
H 1.˝/ D kuk2

L2.˝/ C kruk2
L2.˝/ D

Z

˝

juj2 dx C

Z

˝

jruj2 dx:

O leitor não habituado à Teoria dos Espaços de Sobolev pode consultar, por exemplo,
o livro Brezis (2010) para mais detalhes.

Supondo que o conjunto ˝ seja regular o suficiente, decorre do Teorema do Traço,
veja Brezis (ibid., página 315) que o traço da função v pertence ao espaço H 1=2.@˝/,
sempre que v pertença a H 1.˝/. Sendo assim, para que o funcional Fg esteja bem defi-
nido, vamos assumir que a função g pertença ao espaço dual de H 1=2.@˝/, ou seja, g 2
H�1=2.@˝/.1 Por sua vez, para que B
 esteja bem definido, assumimos que 
 2 L1.˝/.

Observe que se 
 é limitada inferiormente por uma constante positiva, então

jB
 .u; u/j D 0 () ru D 0 () u D constante:2

Logo a hipótese da coercividade no lema acima não é satisfeita porB
 . Para contornar
esse problema, vamos introduzir o espaço quociente

zH D H=R;

onde uma função u 2 H é equivalente à função v 2 H se, e somente se, u�v D constante,
veja Exercício 1.1.

Perceba queB
 W zH� zH �! R definida como anteriormente, ainda está bem definida,
já que se as funções u1; u2 2 H estão na mesma classe de equivalência de zH , então
u1 � u2 D c, para alguma constante c, e assim, ru1 D r.u2 C c/ D ru2. Ainda mais,
para que Fg W zH �! R fique bem definida, é necessário que se tenha Fg.v/ D Fg.vCc/,
para toda v 2 H e para toda c constante. Para isso, assumimos que

R
@˝
g dS D 0, o que

interpretamos fisicamente como a Lei da Conservação de Energia. Nessas condições, é
fácil checar que Fg (B
 ) é um funcional linear (bilinear) bem definido, veja Exercício 1.5.

Agora, zH munido da norma usual do espaço quociente dada por

kuk D inf
c2R

�
ku � ckH 1.˝/

�
; (1.6)

1Como H 1=2.@˝/ � L2.@˝/, alguns autores preferem assumir que g 2 L2.@˝/.
2Mais precisamente, u D constante, quase sempre em ˝. Por simplicidade, escreveremos apenas u D

constante.
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é um espaço de Banach. Além disso, a norma usual é equivalente à norma asterisco, dada
por

kuk� D krukL2.˝/ D

�Z

˝

jruj2 dx

�1=2

; (1.7)

a qual é induzida por um produto interno, fazendo de . zH; k � k�/ um espaço de Hilbert,
veja os Exercícios 1.3 e 1.4.

Temos que se 
 é limitada inferiormente e superiormente por constantes positivas,
então segue diretamente a limitação e a coercividade deB
 . Já a limitação de Fg segue do
Teorema do Traço. Portanto, aplicando o Lema de Lax–Milgram (Lema 1.1.1), obtemos
a existência e a unicidade de solução da nossa equação variacional em zH :

Proposição 1.1. Seja ˝ � R
2 um conjunto aberto com fronteira suave. Suponha que

a condutividade elétrica 
 pertença ao conjunto L1
C .˝/. Então, para cada corrente

elétrica g 2 H�1=2
˘ .@˝/, existe uma única u 2 zH tal que

B
 .u; v/ D Fg.v/; 8v 2 zH: (1.8)

Obs.: Aqui usamos as definições

H
�1=2
˘ .@˝/ WD fg 2 H�1=2.@˝/ W

Z

@˝

g dS D 0g (1.9)

e
L1

C .˝/ WD f
 2 L1.˝/ W 
 > c quase sempre em ˝g;

sendo c > 0 uma constante.3
Com essa proposição, obtemos a existência e a unicidade da solução em zH D H=R.

Já em H D H 1.˝/, obtemos infinitas soluções que se diferenciam duas a duas por uma
constante. Veja ainda que, entre essas soluções, existe apenas uma que satisfaz

Z

@˝

u dS WD

Z

@˝

uj@˝ dS D 0;

veja Exercício 1.2.

Observação 1.1.2. • A restrição à fronteira que aparece na segunda integral acima deve
ser entendida no sentido do Teorema do Traço, ou seja, a integral do traço de u é zero.
Ainda mais, se u é contínua em ˝, temos que o traço de u é de fato a restrição de u à
fronteira. Devido a isso, usaremos a notação uj@˝ para nos referir ao traço de u;

• A integral de u, na fronteira, ser igual a zero é interpretada fisicamente como um ater-
ramento do potencial;
3De maneira análoga ao sentido empregado aqui, o símbolo ˘, subscrito à notação do espaço vetorial, sempre

indicará que os elementos daquele espaço possuem integral nula em @˝.
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• Uma vez que cada classe de equivalência de zH possui um único elemento de H 1
˘.˝/,

veja Exercício 1.2, a equação variacional (1.8) é satisfeita para toda v 2 zH se, e
somente se, é satisfeita para toda v 2 H 1

˘.˝/.

Em vista dessas observações, obtemos o seguinte resultado:

Proposição 1.2. Sejam ˝ � R
2 um conjunto aberto com fronteira suave e 
 2 L1

C .˝/.
Então, para cada g 2 H�1=2

˘ .@˝/, existe uma única u 2 H 1
˘.˝/ tal que

Z

˝


rurv dx D

Z

@˝

gv dS; 8v 2 H 1
˘.˝/: (1.10)

1.1.1 Problemas Direto e Inverso
Seja˝ � R

2 um conjunto aberto com fronteira suave. Suponha que a função 
 , que repre-
senta a condutividade elétrica em ˝, esteja fixada e pertença a L1

C .˝/. Então, segundo
o resultado da Proposição 1.2, para cada corrente elétrica g 2 H

�1=2
˘ .@˝/, aplicada na

fronteira de ˝, obtemos um único potencial elétrico u 2 H 1
˘.˝/. Agora, de acordo com

o Teorema do Traço, a voltagem, f D uj@˝ , pertence ao espaçoH 1=2
˘ .@˝/. Dessa forma,

podemos definir o operador Neumann-para-Dirichlet (NpD), que associa a corrente elé-
trica g à voltagem resultante f :

�
 W H�1=2
˘ .@˝/ �! H

1=2
˘ .@˝/; g 7! f: (1.11)

O operador NpD é linear e contínuo, veja Exercício 1.7. Com o auxílio de �
 , defini-
mos os problemas direto e inverso da EIT:
Problema Direto: Dada 
 2 L1

C .˝/, determine o operador NpD�
 . Ou seja, determine
f 2 H

1=2
˘ .@˝/, para cada g 2 H

�1=2
˘ .@˝/. Assim o operador direto, que define a EIT

no Modelo Contínuo, é dado por

F W L1
C .˝/ � L1.˝/ �! L

�
H

1=2
˘ .@˝/; H

�1=2
˘ .@˝/

�
; 
 7! �
 :

Problema Inverso: Determine a condutividade elétrica 
 2 L1
C .˝/ a partir do operador

NpD �
 .
Astala e Päivärinta (2006) demonstraram, sob condições apropriadas, a injetividade do

operador direto F , o que garante a possibilidade teórica de reconstrução de 
 a partir de
�
 . No entanto, na prática, é impossível conhecer o operador�
 completamente. Sendo
assim, é preciso primeiramente aproximar�
 e, em seguida, reconstruir a condutividade 
 .
Para isso, aplicam-se ` 2 N correntes elétricasg.i/, i D 1; : : : ; ` e medem-se os potenciais
elétricos resultantes f .i/, obtendo-se assim uma aproximação para o operador NpD. Com
essa informação, deseja-se, então, reconstruir uma condutividade elétrica 
 2 L1

C .˝/ tal
que

�


�
g.i/

�
D f .i/; i D 1; : : : ; `:
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Há ainda um grande empecilho para a reconstrução da condutividade 
 a partir de uma
aproximação de�
 , o qual diz respeito à estabilidade. De fato, o problema inverso da EIT
é (exponencialmente) mal posto, o que significa que pequenas perturbações nos dados
implicam em grandes erros na solução do problema inverso, veja Alessandrini (1988).
Dessa forma, para a reconstrução de 
 a partir de �
 , é inevitável o uso de uma técnica
de regularização, veja os Apêndices A e B.

1.1.2 Derivada Direcional do Operador Direto
Uma vez que o problema inverso da EIT é mal posto, a utilização de uma técnica de re-
gularização é imprescindível para a sua resolução. Frequentemente isso implica na neces-
sidade da determinação da derivada do operador direto F , o qual é Fréchet diferenciável,
veja Lechleiter e Rieder (2008). Nessa seção, mostraremos, de uma maneira intuitiva e
um tanto informal, que a derivada direcional do operador direto é a solução de uma equa-
ção variacional apropriada. O cálculo de derivadas direcionais será útil na construção de
matrizes Jacobianas do operador direto discretizado, discutidas na Seção 2.1.2.

Seja ˝ � R
2 um conjunto aberto com fronteira suave. Fixe o conjunto linearmente

independente G D fg.1/; : : : ; g.`/g � H
�1=2
˘ .@˝/ de correntes elétricas. Para cada i 2

f1; : : : ; `g, defina o operador

Fi W L1
C .˝/ � L1.˝/ �! H

1=2
˘ .@˝/; 
 7! �


�
g.i/

�
D f .i/:

Defina também o operador

FG W L1
C .˝/ � L1.˝/ �!

�
H

1=2
˘ .@˝/

�`

; 
 7!

2
64
F1.
/
:::

F`.
/

3
75 D

2
64
f .1/

:::

f .`/

3
75 : (1.12)

Agora fixe 
 2 int
�
L1

C .˝/
�

e � 2 L1.˝/. Vamos computar a derivada direcional de
FG em 
 na direção �. Para isso, calculamos antes a derivada de cada Fi em 
 na direção
�. Fixe i 2 f1; : : : ; `g e note que Fi .
/ D f .i/ D u

.i/

 j@˝ , onde u.i/


 é a única solução da
equação variacional (1.10) com a corrente elétrica g D g.i/ e a condutividade elétrica 
 .
Defina o operador auxiliar

Gi W L1
C .˝/ � L1.˝/ �! H 1

˘.˝/; 
 7! u.i/

 :

Perceba que Fi .
/ é igual ao traço de Gi .
/. Agora

G0
i .
/� D lim

t!0C

Gi .
 C t�/ �Gi .
/

t
D lim

t!0C

u
.i/

Ct� � u.i/




t
DW !.i/;

onde, de (1.10),
Z

˝


ru.i/

 rv dx D

Z

@˝

g.i/v dS; 8v 2 H 1
˘.˝/
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e Z

˝

.
 C t�/ru.i/

Ct�rv dx D

Z

@˝

g.i/v dS; 8v 2 H 1
˘.˝/:

Então, fixando v 2 H 1
˘.˝/, a diferença das últimas duas equações acima resulta em
Z

˝

h
.
 C t�/ru.i/


Ct� � 
ru.i/



i
rv dx D 0;

ou seja,
Z

˝


r

 
u

.i/

Ct� � u.i/




t

!
rv dx D �

Z

˝

�ru.i/

Ct�rv dx:

Tomando t �! 0C, obtemos
Z

˝


r!.i/rv dx D �

Z

˝

�ru.i/

 rv dx; 8v 2 H 1

˘.˝/: (1.13)

A equação variacional (1.13) acima admite única solução !.i/ 2 H 1
˘.˝/, conforme resul-

tado provado em Lechleiter e Rieder (ibid.). Agora, denotando o operador do traço por
T W H 1.˝/ �! H 1=2.@˝/, temos que

F 0
i .
/� D lim

t!0C

Fi .
 C t�/ � Fi .
/

t
D lim

t!0C

T .Gi .
 C t�// � T .Fi .
//

t

D T

�
lim

t!0C

Gi .
 C t�/ �Gi .
/

t

�
D T .!.i// D !.i/j@˝ ;

já que o traço é um operador linear e contínuo. Portanto, obtemos o seguinte resultado.
Proposição 1.3. Seja ˝ � R

2 um conjunto aberto com fronteira suave e

G D fg.1/; : : : ; g.`/g

um conjunto linearmente independente de correntes elétricas. Tome FG o operador defi-
nido em (1.12). Então, para cada � 2 L1.˝/, temos que

F 0
G.
/� D !j@˝ WD

2
64
!.1/j@˝

:::

!.`/j@˝

3
75 ;

em que !.i/ é a única solução emH 1
˘.˝/ da equação variacional (1.13).

Vamos usar esse resultado nas Seções 2.1.1 e 2.1.2.

Perceba que, para computarF 0
G.
/�, é necessário primeiramente determinar os vetores

u
.i/

 D Fi .
/, para i D 1; : : : ; `, e em seguida determinar a solução da equação variacional

(1.13), para i D 1; : : : ; `. Isso significa que a computação da derivada direcional de FG

demanda a solução de 2` equações variacionais.
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1.1.3 A Adjunta da Derivada

Como mencionado anteriormente, a aproximação da solução do problema inverso da EIT
exige a aplicação de uma técnica de regularização. Muitas dessas técnicas, exigem a com-
putação da derivada do operador direto ou, então, a computação da adjunta da derivada
aplicada num vetor específico (veja o Método de Landweber não linear, c.f. (B.20)).

Caso o problema esteja discretizado (veja Capítulo 2), a derivada do operador direto,
F 0

G.
/, pode ser representada pela matriz Jacobiana. Se esta estiver disponível, então a
adjunta da derivada (referente ao produto interno usual) será representada simplesmente
pela transposta dessa matriz, o que não exige nenhum esforço computacional extra. No
entanto, a menos que seja estritamente necessário, o cálculo da matriz Jacobiana deve ser
evitado, visto que o custo computacional para sua determinação pode ser elevado.

Uma vez que alguns métodos de regularização exigem apenas o conhecimento da ad-
junta da derivada aplicada num vetor específico, gostaríamos de um procedimento para
determinar o resultado dessa aplicação de uma maneira mais barata computacionalmente.
No que se segue, mostraremos como é possível computar F 0

G.
/
�z pela determinação das

soluções de equações variacionais apropriadas.
Para i 2 f1; : : : ; `g fixado, tome � .i/ 2 H

�1=2
˘ .˝/ e seja  .i/

� 2 H 1
˘.˝/ a única

solução de (1.10) com g D � .i/, isto é,
Z

˝


r .i/
� rv dx D

Z

@˝

� .i/v dS; 8v 2 H 1
˘.˝/: (1.14)

Fixe � 2 L1.˝/ e seja !.i/

�
2 H 1

˘.˝/ a única solução de (1.13) com � D �, o que
significa que F 0

i .
/� D !
.i/

�
j@˝ . Consequentemente,

hF 0
i .
/

�� .i/; �i D h� .i/; F 0
i .
/�i D

Z

@˝

� .i/!
.i/

�

(1.14)
D

Z

˝


r .i/
� r!.i/

�

D

Z

˝


r!.i/

�
r .i/

�

(1.13)
D �

Z

˝

�ru.i/

 r .i/

� D h�ru.i/

 r .i/

� ; �i:

Como a igualdade acima vale para todo � 2 L1.˝/, segue que

F 0
i .
/

�� .i/ D �ru.i/

 r .i/

� :

Por fim, usando (1.12), obtemos para � D
�
� .1/; : : : ; � .`/

�
2 .H�1=2

˘ .˝//`,

F 0
G.
/

�� D
X̀

iD1

F 0
i .
/

�� .i/ D �
X̀

iD1

ru.i/

 r .i/

� :
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1.2 Modelos de Eletrodos
Em aplicações práticas, é impossível controlar a corrente elétrica em todos os pontos da
fronteira de ˝, como é assumido no Modelo Contínuo de Calderón. Da mesma forma, é
impossível ler o potencial elétrico resultante em toda a fronteira. No procedimento mais
comum, eletrodos são fixados em @˝ e informações sobre as correntes e potenciais elétri-
cos ficam limitadas a essas regiões. Sendo assim, em muitos casos, é razoável substituir
as hipóteses que as funções g e f devem satisfazer.1

Vamos supor que L 2 N eletrodos estão fixados sobre @˝. Denotamos a região de
contato do i-ésimo eletrodo com ˝, pelo subconjunto aberto Ei � @˝, onde 1 6 i 6 L,
jEi j > 0 para todo i , e Ej \ Ei D ; para j ¤ i . Aqui jEi j denota a medida do i -ésimo
eletrodo. Essa construção é a base dos modelos de eletrodos, sendo os mais importantes
a seguir.

1.2.1 Gap Model
No modelo chamado Gap Model supõe-se que, no i -ésimo eletrodo, uma corrente elétrica
constante Ii

jEi j
, é aplicada em cada um dos pontos de Ei . Já em @˝n

SL
iD1Ei , chamado

de gap, não é aplicada corrente elétrica. Dessa forma,



@u

@�
D g D

(
Ii

jEi j
; em Ei ;8i 2 f1; : : : ; Lg

0; em @˝n
SL

iD1Ei

: (1.15)

Assim (1.15) substitui a hipótese (1.2) do Modelo Contínuo.
Porém, a hipótese da corrente elétrica ser constante em cada eletrodo também não é

realista, sendo substituída nos demais modelos.

1.2.2 Shunt Model
Diferentemente do Gap Model, no chamado Shunt Model, não se supõe que a corrente
elétrica seja constante ou mesmo conhecida em cada um dos pontos do eletrodo Ei . Em
vez disso, apenas a integral, Ii 2 R, da corrente elétrica nesse eletrodo é controlada. Como
antes, não há corrente elétrica nos gaps @˝n

SL
iD1Ei . Dessa forma, obtemos as equações

Z

Ei



@u

@�
dS D Ii ;8i 2 f1; : : : ; Lg (1.16)

e



@u

@�
D 0; em @˝n

L[

iD1

Ei : (1.17)

1Mesmo não sendo o modelo padrão em alguns casos específicos, o Modelo Contínuo é importante e ampla-
mente utilizado na prática, sendo frequentemente objeto de pesquisa.
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Ainda assume-se que os eletrodos são condutores perfeitos, o que implica que o potencial
elétrico deve ser constante em cada eletrodo, ou seja,

ujEi
D Ui 2 R; 8i 2 f1; : : : ; Lg: (1.18)

O Shunt Model é, então, modelado pelas equações (1.1) e (1.16) a (1.18). Em muitas
aplicações práticas, o Shunt Model é o modelo padrão. Porém, a hipótese (1.18) descon-
sidera a chamada impedância de contato, presente nos eletrodos em algumas situações
específicas. Isso motiva o estudo do chamado Modelo Completo de Eletrodos (Complete
Electrode Model ou simplesmente CEM, na sua sigla em inglês).

1.2.3 Modelo Completo de Eletrodos – CEM
Conforme a argumentação apresentada em Somersalo, Cheney e Isaacson (1992), baseada
em experimentos reais, em algumas aplicações específicas, a existência de um determi-
nado fenômeno deve ser levada em consideração para a modelagem mais precisa da EIT.
Por exemplo, se eletrodos são fixados à superfície do corpo humano, a umidade presente
na pele pode criar uma fina camada de alta resistividade, a qual provoca uma diferença
entre o potencial elétrico da superfície do corpo e aquele medido nos eletrodos. A queda
do potencial, medido no eletrodo Ei , é proporcional à corrente elétrica, com uma cons-
tante de proporcionalidade zi > 0, chamada de impedância de contato. Com isso, (1.18)
é substituído por

ujEi
C zi


@u

@�
D Ui ; 8i 2 f1; : : : ; Lg: (1.19)

O Modelo Completo de Eletrodos é, então, modelado pela EDP (1.1) com as condições
de contorno (1.16), (1.17) e (1.19).

1.3 Formulação Variacional do CEM
Similarmente ao que foi feito para o Modelo Contínuo na Seção 1.1, descreveremos nesta
seção a formulação variacional do CEM. Depois aplicaremos o Lema de Lax–Milgram
(Lema 1.1.1) para obter a existência e unicidade de soluções fracas, o que possibilitará
a definição dos problemas direto e inverso do Modelo Completo de Eletrodos. O desen-
volvimento é similar àquele apresentado na Seção 1.1 e, por conta disso, alguns detalhes
serão omitidos. O leitor interessado nas provas das proposições apresentadas nesta seção
pode consultar Somersalo, Cheney e Isaacson (ibid.).

Vamos iniciar os estudos com a descrição da equação variacional. Fixe o espaço de Hil-
bert H D H 1.˝/˚ R

L, o vetor de correntes elétricas nos eletrodos I D .I1; : : : ; IL/ 2
R

L e o vetor de potenciais elétricos nos eletrodos U D .U1; : : : ; UL/ 2 R
L.

Proposição 1.4. Seja˝ � R
2 um conjunto aberto com fronteira suave. Fixe as impedân-

cias de contato zi > 0, i D 1; : : : ; L, e o vetor de correntes elétricas I 2 R
L. Suponha
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que a função 
 W ˝ �! R, que representa a condutividade elétrica, bem como os L ele-
trodos Ei e o par de potenciais .u; U / 2 H , satisfazem as equações da EIT-CEM: (1.1),
(1.16), (1.17) e (1.19). Então a equação variacional

Z

˝


rurv dx C

LX

iD1

1

zi

Z

Ei

.u � Ui /.v � Vi / dS D

LX

iD1

IiVi ; 8.v; V / 2 H; (1.20)

é satisfeita. Reciprocamente se o par .u; U / 2 H satisfaz (1.20) com 
 e u suaves o
suficiente, então .u; U / é solução do CEM, i.e., satisfaz as equações (1.1), (1.16), (1.17)
e (1.19).

Prova. Veja Somersalo, Cheney e Isaacson (ibid., Proposição 3.1).

A proposição acima garante que, assumindo regularidade suficiente das funções envol-
vidas e do conjunto˝, temos que a EDP que modela a EIT-CEM é equivalente à equação
variacional (1.20). Perceba, porém, que a equação (1.20) está bem definida e faz sentido
para funções pouco regulares, as quais não fazem sentido na EDP que define o CEM. Isso
significa que (1.20) pode admitir soluções generalizadas. Chamamos tais soluções de so-
luções fracas para o CEM.

Defina os funcionais B
 W H �H �! R e FI W H �! R respectivamente por

B
 ..u; U /; .v; V // D

Z

˝


rurv dx C

LX

iD1

1

zi

Z

Ei

.u � Ui /.v � Vi / dS (1.21)

e

FI .v; V / D

LX

iD1

IiVi :

Assim (1.20) é equivalente a

B
 ..u; U /; .v; V // D FI .v; V /; para toda .v; V / 2 H:

Agora se 
 é limitada inferiormente por uma constante positiva, então

jB
 ..u; U /; .u; U //j D 0 () u D U1 D � � � D UL D constante.

A exemplo do que foi feito com o Modelo Contínuo, para que a hipótese da coercividade no
Lema de Lax–Milgram (Lema 1.1.1) seja satisfeita por B
 , devemos introduzir o espaço
quociente

zH D H=R;

onde .u; U / é equivalente a .v; V / se, e somente se, u�v D U1 �V1 D � � � D UL �VL D
constante.

Perceba que o funcional B
 W zH � zH �! R, dado da mesma forma, ainda está
bem definido e é bilinear. Além disso, nesse modelo, a Lei da Conservação da Energia



12 1. Modelos Matemáticos

é traduzida por I 2 R
L
˘ WD fI 2 R

L W
PL

iD1 Ii D 0g. Com essa condição extra, o
funcional FI W zH �! R, definido como anteriormente, também está bem definido e é
linear, veja Exercício 1.5.

Agora, note que zH , quando munido da norma usual do espaço quociente, definida por

k.u; U /k D inf
c2R

�
ku � ck2

H 1.˝/ C kU � ck2
RL

�1=2

;

é um espaço de Banach (veja Exercício 1.3). Além disso, a norma usual é equivalente à
norma asterisco, definida por

k.u; U /k� D

 
kruk2

L2.˝/ C

LX

iD1

Z

Ei

ju � Ui j
2 dS

!1=2

;

veja Somersalo, Cheney e Isaacson (1992, Lema 3.2). Além do mais, essa última norma é
induzida por um produto interno, fazendo de zH um espaço de Hilbert. Com isso, provamos
que FI é limitado, e o mesmo vale para B
 , caso 
 seja limitada superiormente por uma
constante.

Proposição 1.5. Suponha que 
 2 L1
C .˝/. Então, para cada vetor I 2 R

L
˘ , existe um

único elemento .u; U / 2 zH satisfazendo

B
 ..u; U /; .v; V // D FI .v; V /; 8.v; V / 2 zH:

Prova. O resultado segue do Lema de Lax–Milgram (Lema 1.1.1), veja Somersalo, Che-
ney e Isaacson (ibid., Teorema 3.3).

Perceba que obtemos uma solução única .u; U / 2 zH e, portanto, infinitas soluções
em H , que se diferenciam uma da outra apenas por uma constante. Então, acrescentando
a hipótese de que

PL
iD1 Ui D 0, a qual é interpretada fisicamente como um aterramento

do potencial elétrico, obtemos uma única solução para a equação variacional emH .

Proposição 1.6. Suponha que 
 2 L1
C .˝/. Então, para cada vetor I 2 R

L
˘ , existe um

único par .u; U / 2 H 1.˝/˚ R
L
˘ satisfazendo

B
 ..u; U /; .v; V // D FI .v; V /; 8.v; V / 2 H 1.˝/˚ R
L
˘ :

Prova. Veja Somersalo, Cheney e Isaacson (ibid., Corolário 3.4).

1.3.1 Problemas Direto e Inverso
Seja˝ � R

2 um conjunto aberto com fronteira suave e suponha que a função 
 W ˝ �!
R, que representa a condutividade elétrica, esteja fixada e pertença ao conjunto L1

C .˝/.
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Suponha que também estejam fixados L eletrodos Ei � @˝ satisfazendo as condições
do CEM. Então, conforme resultado da última proposição, para cada vetor de correntes
elétricas I 2 R

L
˘ , aplicado nos eletrodos, obtemos um único vetor de potenciais elétricos

resultantes U 2 R
L
˘ . Dessa forma, podemos definir o operador Neumann-para-Dirichlet

(NpD), que associa o vetor das correntes elétricas I ao vetor dos potenciais elétricos U :

�
 W R
L
˘ �! R

L
˘ ; I 7! U

A exemplo do Modelo Contínuo, o operador NpD do EIT-CEM é linear (veja Exer-
cício 1.7). Como �
 opera entre espaços de dimensão finita, ele pode ser representado
por uma matriz, sempre que uma base para os espaços esteja fixada. Com o auxílio desse
operador, definimos os problemas direto e inverso da EIT-CEM:
Problema Direto: Dada 
 2 L1

C .˝/, determine o operador NpD�
 . Ou seja, determine
U 2 R

L
˘ , para cada I 2 R

L
˘ . Assim podemos definir o operador direto por

F W L1
C .˝/ � L1.˝/ �! L

�
R

L
˘ ; R

L
˘

�
; 
 7! �
 : (1.22)

Problema Inverso: Como esperado, no problema inverso, deve-se determinar a conduti-
vidade elétrica 
 2 L1

C .˝/, a partir do operador linear �
 .
Perceba que, como �
 opera entre espaços de dimensão finita, apenas um número

finito de graus de liberdade da solução do problema inverso pode ser recuperado a partir
do conhecimento do operador NpD. Mais precisamente, o número de graus de liberdade
que podem ser recuperados é igual aL.L�1/=2, já que o espaço R

L
˘ tem dimensãoL�1 e

�
 é simétrico, veja Somersalo, Cheney e Isaacson (ibid., Seção 4) ou Lechleiter e Rieder
(2008). Uma vez que 
 pertença a um espaço de dimensão infinita, isso implica que, em
geral, é impossível recuperar a solução 
 do problema inverso, a partir do uso apenas
de �
 , mesmo que esse operador seja conhecido exatamente. Sendo assim, entre todas
as soluções do problema inverso, devemos escolher uma que seja mais conveniente pela
imposição de algum tipo de informação a priori (selecionando, por exemplo, uma solução
de menor norma, veja Definição A.3.6 no Apêndice A).

Ainda porque�
 opera entre espaços de dimensão finita, esse operador será totalmente
caracterizado se for conhecida a sua imagem num conjunto finito e suficientemente grande
de vetores linearmente independentes I .i/. Sendo assim, na prática, aplicam-se ` 2 N

vetores de correntes elétricas I .i/ nos eletrodos e medem-se os potenciais elétricos U .i/

resultantes, também nos eletrodos. Com essas informações, deseja-se agora aproximar
uma condutividade elétrica 
 2 L1

C .˝/ tal que

�


�
I .i/

�
D U .i/; 8i 2 f1; : : : ; `g:

1.3.2 Derivada do Operador Direto
De maneira similar ao Modelo Contínuo, precisamos realizar o cálculo da derivada do
operador direto F , aplicada em certa condutividade elétrica 
 2 int .D.F // e em certa
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direção � 2 L1.˝/. Tal cálculo é útil na aplicação de métodos numéricos para a resolução
do problema inverso e também na construção das matrizes Jacobianas, que representam
a derivada do operador direto discretizado (veja Seção 2.2.2). O desenvolvimento desta
seção é semelhante ao que foi apresentado na Seção 1.1.2, portanto omitiremos os cálculos
e a demonstração do resultado final. Mais detalhes podem ser encontrados em Lechleiter
e Rieder (2008).

Fixe ˝ � R
2 com fronteira suave, L eletrodos satisfazendo as condições do CEM e

fz1; : : : ; zLg o conjunto das impedâncias de contato. Agora fixe um conjunto linearmente
independente de vetores de correntes elétricas G D fI .1/; : : : ; I .`/g � R

`
˘. Assim, para

cada i 2 f1; : : : ; `g, podemos definir o operador

Fi W L1
C .˝/ � L1.˝/ �! R

L
˘ ; 
 7! �


�
I .i/

�
D U .i/:

Também podemos definir o operador

FG W L1
C .˝/ � L1.˝/ �!

�
R

L
˘

�`
; 
 7!

2
64
F1.
/
:::

F`.
/

3
75 D

2
64
U .1/

:::

U .`/

3
75 :

Portanto, preservando a construção até aqui, obtemos o seguinte resultado.

Proposição 1.7. Seja 
 2 int
�
L1

C .˝/
�
a condutividade elétrica de˝. Então, para cada

� 2 L1.˝/, temos que

F 0
G.
/� D W WD

2
64

W.1/

:::

W.`/

3
75 ;

onde
�
!.i/;W.i/

�
2 H 1.˝/˚ R

L
˘ é solução de

Z

˝


r!.i/rv dx C

LX

j D1

1

zj

Z

Ej

�
!.i/ � W

.i/
j

�
.v � Vj / dS D �

Z

˝

�ru.i/rv dx;

(1.23)
para todo .v; V / 2 H 1.˝/˚ R

L
˘ .

Perceba que o lado esquerdo da equação variacional (1.23) é igual a

B


��
!.i/;W.i/

�
; .v; V /

�
;

com B
 definido em (1.21). Vamos usar esse resultado e também essa notação nas Se-
ções 2.2.1 e 2.2.2.
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Observação 1.3.1. É possível mostrar que o operador direto (1.22) é Fréchet-diferenciá-
vel. Porém, como F 0.
/ é linear e opera entre os espaços L1.˝/ e L

�
R

L
˘ ;R

L
˘

�
, sendo

o primeiro de dimensão infinita e o segundo de dimensão finita, esse operador não pode
ser injetivo. Lechleiter e Rieder (ibid.) mostraram que se o problema for corretamente
discretizado e o número de eletrodos for suficientemente grande, então, em sua versão dis-
cretizada, F 0.
/ não só será injetivo como deve satisfazer a chamada Condição do Cone
Tangencial, c.f. (A.11) no Apêndice A. Essa é uma condição utilizada para demonstrar a
convergência de diferentes métodos iterativos de regularização (veja Apêndice B.2).

1.3.3 A Adjunta da Derivada
Utilizando-se um procedimento similar àquele descrito na Seção 1.1.3, provamos que, para
� D

�
� .1/; : : : ; � .`/

�
2
�
R

L
˘

�`, vale:

F 0
G.
/

�� D �
X̀

iD1

ru.i/

 r .i/

� ;

em que u.i/

 D Fi .
/ e  .i/

� 2 H 1
˘.˝/ é a única solução de (1.20) com I D � .i/ (veja

Exercício 1.8).

1.4 Exercícios
Exerc. 1.1. Defina a relação � em H 1.˝/ da seguinte forma:

u � v () u � v D constante:

Mostre que � satisfaz as seguintes propriedades: para toda u; v; w 2 H 1.˝/, vale
(i) reflexividade: u � u;
(ii) simetria: u � v H) v � u;
(iii) transitividade: se u � v e v � w, então u � w.

Isso prova que � é uma relação de equivalência em H 1.˝/, sendo o conjunto quociente
zH , definido na página 3, formado por todas as classes de equivalências induzidas por �.

Exerc. 1.2. Mostre que, em cada classe de equivalência de zH , existe uma única função
u 2 H 1.˝/ satisfazendo

R
@˝
u dS D 0:

Exerc. 1.3. Mostre que a função u 7! infc2R ku � ckH 1.˝/ (c.f. (1.6)) é uma norma em
zH . Prove ainda que, munido dessa norma, zH é um espaço de Banach.

Exerc. 1.4. Mostre que a função u 7! krukL2.˝/ (c.f. (1.7)) é uma norma em zH . Prove
que essa norma é equivalente à norma dada no Exercício 1.3. Além disso, verifique que
essa norma é induzida por um produto interno. (Dica: veja Somersalo, Cheney e Isaacson
(1992, Lema 3.2).)
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Exerc. 1.5. Sejam 
 2 L1.˝/ e g 2 H
�1=2
˘ .@˝/ (c.f. (1.9)). Mostre que os funcio-

nais B
 W zH � zH �! R e Fg W zH �! R, em (1.4) e (1.5), estão bem definidos e são
bilinear e linear respectivamente. Além disso, mostre que se zH é munido com a norma
kuk� D krukL2.˝/ e 
 é limitada inferiormente por uma constante positiva, então todas
as hipóteses do Lema de Lax–Milgram (Lema 1.1.1) são satisfeitas. (Dica: para mostrar
a limitação de Fg , use o Teorema do Traço.)

Exerc. 1.6. Sejam u 2 H 1
˘.˝/ e f D uj@˝ o traço de u. Mostre que

kf kL2.@˝/ D inf
c2R

kf � ckL2.@˝/:

(Dica: defina a função H W R �! R por H.c/ D kf � c1k2
L2.@˝/, onde 1 é a função

constante igual a 1. Use a identidade kw � vk2 D kwk2 � 2hw; vi C kvk2 para calcular
H 0.c/. Conclua que H 0.c/ D 0 implica c D 0.)

Exerc. 1.7. Considere o operador Neumann-para-Dirichlet �
 em (1.11).
a. Mostre que �
 é linear; (Dica: para mostrar que �
 .�g/ D ��
 .g/, multiplique os

dois lados da equação (1.10) pelo escalar �. Para concluir que �
 .gC h/ D �
 .g/C
�
 .h/, substitua g em (1.10) por h e some a equação resultante com (1.10).)

b. Mostre que, visto como uma função de L2
˘.@˝/ para L2

˘.@˝/, o operador �
 é con-
tínuo. (Dica: sejam u 2 H 1

˘.˝/ a única solução de (1.10) e f D uj@˝ o traço de u.
Tome v D u e use 
 > c > 0 para obter

kruk2
L2.˝/ 6

1

c
kgkL2.@˝/kf kL2.@˝/:

Tome c 2 R tal que ku � ckH 1.˝/ D infc2R ku � ckH 1.˝/. Use a equivalência das
normas (1.6) e (1.7) em zH , juntamente com o Teorema do Traço, para obter uma cons-
tante Oc que satisfaça 


f





L2.@˝/

6 OckrukL2.˝/;

onde f D .u � c/j@˝ D f � c. Use o Exercício 1.6 para concluir que


�
 .g/



 6

Oc2

c
kgk.)

Exerc. 1.8. Sejam 
 2 int.L1
C .˝//, � D

�
� .1/; : : : ; � .`/

�
2
�
R

L
˘

�` e u.i/

 D Fi .
/. Seja

 
.i/
� 2 H 1

˘.˝/ a única solução de (1.20) com I D � .i/. Mostre que

F 0
G.
/

�� D �
X̀

iD1

ru.i/

 r .i/

� :



2 Implementação
Computacional

do Problema
Direto

Neste capítulo, apresentaremos como determinamos computacionalmente as soluções das
equações variacionais de cada modelo estudado no capítulo anterior, utilizando o método
dos elementos finitos. Para mais detalhes sobre esse método, consulte o livro de Reddy
(2018). Geralmente não é possível obtermos soluções analíticas de (1.3) ou de (1.20),
consequentemente usaremos uma aproximação computacional do operador direto. Além
disso, demonstraremos como aproximamos a derivada dos operadores diretos por meio de
suas matrizes Jacobianas correspondentes.

Na determinação da solução computacional, utilizamos uma malha triangular em˝ e,
com o auxílio dos triângulos e seus vértices, definimos bases para subespaços de dimensão
finita. Em seguida, utilizamos essas bases para definir as funções de interesse. Dessa
forma, podemos substituir nossas equações variacionais por problemas do tipo

Ax D b;

para matriz A e vetores x e b apropriados para cada subespaço e modelo abordado.
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2.1 Discretização do Modelo Contínuo
Tome ˝ � R

2 com condutividade elétrica 
 satisfazendo as condições do Modelo Con-
tínuo, bem como g, a corrente elétrica aplicada em @˝, u, o potencial elétrico resultante
em ˝ e f D uj@˝ no sentido do Teorema do Traço. Essas funções serão fixadas nesta
seção. A grande vantagem dos elementos finitos é a redução de um problema de dimensão
infinita para dimensão finita, necessitando simplificar os espaços em que nossas funções
se encontram.

Assim consideramos uma triangulação T WD fT1; : : : ; TKg do conjunto˝. Suponha
que existem K triângulos, com N vértices, sendo M deles localizados em @˝. Os vérti-
ces são denotados por P1, : : : , PN , e vamos enumerá-los de maneira que os pontos da
fronteira sejam os primeiros. Veja um exemplo na Figura 2.1.

Figura 2.1: Triangulação de um conjunto˝, em forma retangular, com N D 8,M D 6 e
K D 8.

Com essas quantidades estabelecidas, podemos, então, construir as bases para as fun-
ções em questão. Para cada i 2 f1; : : : ; Kg, tome XTi

W ˝ �! f0; 1g a função indicadora
do i -ésimo triângulo. Suponhamos que 
 2 V1 WD span fXT1

; : : : ;XTK
g � L1.˝/.

Então existe um vetor z
 D
�

j

�
2 R

K tal que


 D

KX

j D1


jXTj
:

Agora, para cada i 2 f1; : : : ; N g, tome �i W ˝ �! Œ0; 1� a função barraca, definida
por

�i .Pj / WD

(
1; i D j

0; i ¤ j
; 8j 2 f1; : : : ; N g
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e afim em cada triângulo. Para melhor entendimento, fixe um triângulo Tk com vértices
Pk1

,Pk2
ePk3

. Note que os pontos�j .Pk1
/, �j .Pk2

/ e�j .Pk3
/ definem um único plano

� no R
3 e também são vértices de um triângulo T 0

k
em �. Dessa forma, consideramos T 0

k
o gráfico de �j aplicada em Tk . Veja um exemplo na Figura 2.2.

Figura 2.2: Função �6 aplicada em ˝ da Figura 2.1.

Suponha que u 2 V2 WD span f�1; : : : ; �N g � H 1.˝/, então existe um vetor zu D�
uj

�
2 R

N tal que

u D

NX

j D1

uj�j :

Em particular, note que u.Pj / D uj , para cada j 2 f1; : : : ; N g:
Denote a restrição à fronteira das funções barracas por 	i D �i j@˝ , para cada i 2

f1; : : : ;M g. A Figura 2.3 exemplifica seu comportamento em @˝. Com isso, suponha que
g; f 2 V3 WD span f	1; : : : ; 	M g. Portanto existem vetores zg D

�
gj

�
; zf D

�
fj

�
2 R

M

tais que

g D

MX

j D1

gj	j e f D

MX

j D1

fj	j :

Lembre que fj se refere a j -ésima coordenada do vetor zf , e não ao j -ésimo potencial
medido, que foi denotado por f .j / nas seções anteriores. O mesmo vale para gj e uj .
Assim é fácil perceber que fj D uj , para cada j 2 f1; : : : ;M g.
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Figura 2.3: Função 	6 aplicada em ˝ da Figura 2.1.

Nas seções seguintes, discretizaremos as equações variacionais obtidas para o Modelo
Contínuo. A construção e a notação definida até o presente momento serão mantidas nas
subseções abaixo.

2.1.1 Discretização da Equação Variacional
Nesta subseção, vamos discretizar a equação variacional do Modelo Contínuo:

Z

˝


rurv dx D

Z

@˝

gv dS: (2.1)

Antes de deduzirmos a sua versão discretizada, a fim de facilitar a notação, fixemos a
matriz

A D
�
api

�
D

2
4

KX

j D1


j

Z

Tj

r�pr�i dx

3
5 2 R

N �N ; (2.2)

onde ap denota a p-ésima linha de A. Ainda mais, fixemos o vetor

b D
�
bp

�
D

2
4

MX

j D1

gj

Z

@˝

	p	j dS

3
5 2 R

N :

Observação 2.1.1. Note que
• cada api e cada bp dependem apenas de valores conhecidos, logo A e b são também

conhecidos;
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• se os pontos Pp e Pi não são ambos vértices do triângulo Tj , então api D 0. Portanto
A é esparsa, ou seja, possui um número considerável de coordenadas nulas. Similar-
mente se os pontos Pp e Pj não são pontos consecutivos na fronteira, 	p � 	j D 0;

• cada r�p é constante em cada Tj , portanto a integral que aparece em (2.2) reduz-se
a uma constante multiplicada por jTj j.
Observe que (2.1) será satisfeita apenas para as funções testes v 2 H 1.˝/, em parti-

cular, temos que V2 é um subespaço de H 1.˝/. Assim, fixando p 2 f1; : : : ; N g, para o
lado esquerdo da equação (2.1), temos

Z

˝


rur�p dx D

Z

˝

0
@

KX

j D1


jXTj

1
Ar

 
NX

iD1

ui�i

!
r�p dx

D

Z

˝

KX

j D1

 

jXTj

NX

iD1

ui r�i

!
r�p dx

D

KX

j D1


j

Z

˝

XTj

NX

iD1

ui r�i r�p dx

D

KX

j D1


j

NX

iD1

ui

Z

Tj

r�i r�p dx

D

NX

iD1

0
@

KX

j D1


j

Z

Tj

r�i r�p dx

1
Aui

D

NX

iD1

apiui

D ap � zu;

onde ap é a p-ésima linha deA. Agora, ainda com p fixado, para o lado direto da equação
(2.1), temos

Z

@˝

g�p dS D

Z

@˝

0
@

MX

j D1

gj	j

1
A�p dS

D

MX

j D1

gj

Z

@˝

	j	p dS D bp;

pois �p restrito à fronteira de ˝ é igual a 	p por definição. Logo

ap � zu D bp:
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Como isso vale para um p arbitrário, temos que

Azu D b: (2.3)

Repare que obtemos um sistema linear N � N que possui infinitas soluções, já que
não podemos garantir que cada �p tenha integral nula na fronteira (veja Proposição 1.1).
Dessa forma, as soluções de (2.3) se diferenciam duas a duas apenas por uma constante. Ao
longo deste trabalho, nos depararemos algumas vezes com esse problema e aplicaremos
o seguinte método para recuperar a unicidade: Tome zw D

�
wj

�
2 R

N uma solução
qualquer do sistema (2.3), assim obtemos

w D

NX

iD1

wi�i 2 V2

solução de (2.1). Em particular,wCc também é solução de (2.1), para qualquer constante
c. Portanto, como estamos interessados em encontrar u de modo que f WD uj@˝ possui
integral nula, tomamos a solução particular

u D w �
1

j@˝j

Z

@˝

w dS:

Dessa forma,

F.
/g D �
 .g/ D f D

MX

j D1

fj	j 2 V3;

com F o operador direto do Modelo Contínuo. Assim podemos discretizar o operador
direto pelo operador zF , onde zF .
/ é definido por

zF .
/ W R
M �! R

M ; zg 7! zf :

Note que zF .
/zg é o vetor de decomposição de F.
/g na base de V3, como sugere a
notação com o til introduzida anteriormente.

2.1.2 Discretização da Derivada do Operador Direto
Esta subseção é destinada a mesclar os resultados deste capítulo até aqui apresentados com
os resultados vistos em Seção 1.1.2. Então, de maneira similar à seção anterior, vamos
discretizar a equação variacional que modela o cálculo da derivada direcional do operador
direto do Modelo Contínuo.

Fixe G D fg.1/; : : : ; g.`/g � V3 um conjunto linearmente independente de correntes
elétricas e também � 2 V1. Pela Proposição 1.3, temos que

F 0
G.
/� D

2
64
F 0

1.
/�
:::

F 0
`
.
/�

3
75 D

2
64
!.1/j@˝

:::

!.`/j@˝

3
75 ;
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onde F 0
i .
/� D !.i/j@˝ e !.i/ é solução de

Z

˝


r!.i/rv dx D �

Z

˝

�ru.i/rv dx; 8v 2 H 1
˘.˝/; (2.4)

onde

u D u.i/ D

NX

nD1

u.i/
n �n

é solução de (2.1) para g D g.i/. Agora, para facilitar a notação, fixemos a matriz

W .i/ D
h
w.i/

pj

i
D

"
�

NX

nD1

u.i/
n

Z

Tj

r�pr�n dx

#
2 R

N �K : (2.5)

Fixemos também o vetor z� D .�j / 2 R
K tal que

� D

KX

j D1

�jXTj
:

Perceba que podemos discretizar a equação (2.4) de maneira similar ao que foi feito
na subseção anterior. Aqui obtemos

Az!.i/ D b.i/; (2.6)

onde b.i/ WD W .i/z� e z!.i/ D
�
!

.i/
1 ; : : : ; !

.i/
N

�
2 R

N tal que

!.i/ D

NX

j D1

!
.i/
j �j 2 V2;

e A é a matriz definida em (2.2). Assim, similarmente a subseção anterior, obtemos um
sistema linear de infinitas soluções que se diferenciam duas a duas apenas por uma cons-
tante. Dessa forma, repetindo o método aplicado, tomamos uma solução qualquer de (2.6)
e somamos uma constante apropriada de forma que !.i/j@! possua integral nula e, por-
tanto, aproximação da solução de (2.4) no subespaço V2. Logo basta repetir esse processo
para cada i , obtendo o valor de

F 0
G.
/� D !j@˝ D

2
64
!.1/j@˝

:::

!.`/j@˝

3
75 2 .V3/

` :



24 2. Implementação Computacional do Problema Direto

Cálculo da Jacobiana do Operador Direto

Preservando a construção feita até aqui, podemos discretizar cada operador F 0
i para obter

zF 0
i , onde zF 0

i .
/ é definido por

zF 0
i .
/ W R

K �! R
M ; z� 7!

2
64
!

.i/
1
:::

!
.i/
M

3
75 :

Desta maneira, similar à seção anterior, zF 0
i .
/z� é o vetor cujas coordenadas são os coefi-

cientes da expansão de F 0
i .
/� na base de V3. Agora seja fe1; : : : ; eKg a base canônica

de R
K . Então perceba que podemos tomar cada operador zF 0

i como

zF 0
i W int

�
L1

C .˝/
�

� L1.˝/ �! R
M �K ; 
 7!

�
zF 0
i .
/e1 : : : zF 0

i .
/eK

�
;

onde cada zF 0
i .
/ej é calculado como vimos acima.

Ainda mais, podemos discretizar o operador F 0
G para obter zF 0

G dado por

zF 0
G.
/z� D

2
64

zF 0
1.
/z�
:::

zF 0
`
.
/z�

3
75 2 R

M �`:

Logo podemos considerar zF 0
G.
/ como a matriz Jacobiana do operador FG discretizado

e aplicado em 
 , ou seja,

zF 0
G.
/ D

2
64

zF 0
1.
/e1 : : : zF 0

1.
/eK

:::
: : :

:::
zF 0
`
.
/e1 : : : zF 0

`
.
/eK

3
75 2 R

.M �`/�K

Assim, para calcular um número elevado de derivadas direcionais do operador direto
aplicado em uma mesma condutividade elétrica 
 , podemos calcular inicialmente a sua
Jacobiana. Após basta multiplicá-la pela decomposição vetorial de cada direção.

Porém perceba que o custo computacional do cálculo da Jacobiana é muito grande.
Note que é necessário resolver K C 1 equações variacionais para cada bloco

�
zF 0
i .
/e1 : : : zF 0

i .
/eK

�
2 R

M�K ;

totalizando `.K C 1/ equações variacionais. De fato, para o i -ésimo bloco, primeiro
resolvemos (2.1) e obtemos u D u.i/. Depois, para cada zF 0

i .
/ej , resolvemos (2.4) para
� D XTj

obtendo !.i/ e, consequentemente, o vetor de decomposição de !.i/j@˝ na base
de V3. Na Seção 2.2.2 discutiremos como é possível reduzir o custo computacional para
a determinação da matriz Jacobiana no CEM.
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2.2 Discretização do CEM
Nesta seção, será apresentado como discretizamos a equação variacional, que modela o
CEM e também a equação variacional que modela o cálculo da derivada direcional do
operador direto do CEM. O desenvolvimento será semelhante ao que foi apresentado em
Seção 2.1, portanto omitiremos boa parte dos cálculos. Será mantida a construção dos
espaços V1, V2 e V3, assim como a decomposição de nossas funções de interesse nas
respectivas bases.

2.2.1 Discretização da Equação Variacional
Seja˝ � R

2 com fronteira suave e condutividade elétrica 
 2 L1
C .˝/. FixeL eletrodos

satisfazendo as condições do CEM e seja fz1; : : : ; zLg o conjunto das impedâncias de
contato. Veja um exemplo na Figura 3.16, onde ˝ D B1.0/ WD fx 2 R

2I kxk < 1g e
L D 8, estando os eletrodos igualmente espaçados e cobrindo 50% da fronteira de ˝.

Agora fixe I 2 R
L
˘ um vetor de corrente elétrica e suponha que sejam satisfeitas as

condições do CEM. Lembre que, segundo a Proposição 1.4, existe uma única solução
.u; U / 2 H 1.˝/˚ R

L
˘ de

B
 ..u; U /; .v; V // D

LX

iD1

IiVi ; 8.v; V / 2 H 1.˝/˚ R
L
˘ ; (2.7)

onde B
 é o operador definido em (1.21).
Prosseguiremos com a discretização da equação variacional (2.7). Para mais detalhes
sobre os métodos que serão implementados, consulte Polydorides e Lionheart (2002).

Fixemos as matrizes

A.1/ D
h
a.1/

pn

i
D

2
4
0
@

KX

j D1


j

Z

Tj

r�pr�n dx

1
AC

0
@

LX

j D1

1

zj

Z

Ej

�p�n dS

1
A
3
5 2 R

N �N ;

A.2/ D
h
a

.2/
pj

i
D

"
�1

zj

Z

Ej

�p dS

#
2 R

N �L;

A.3/ D
h
a.3/

pn

i
D

"
�1

zp

Z

Ep

�n dS

#
2 R

L�N ;

A.4/ D
h
a

.4/

pk

i
D

�
1

zp

jEpj

�
2 R

L�L

e
A D

�
A.1/ A.2/

A.3/ A.4/

�
2 R

.N CL/�.N CL/: (2.8)
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Denote por a.i/
p a p-ésima linha de A.i/. Fixemos também os vetores

Ou D

�
zu
U

�
e OI D

�
E0
I

�

em R
.N CL/.

Agora podemos discretizar de maneira similar ao que foi feito em Seção 2.1.1. Para
cada p 2 f1; : : : ; N g, tome v D �p e V D E0. Assim obtemos

B
 ..u; U /; .v; V // D a.1/
p � zuC a.2/

p � U

e
LX

iD1

IiVi D 0;

logo, substituindo em (2.7), obtemos

a.1/
p � zuC a.2/

p � U D 0:

Como isso vale para um p arbitrário, obtemos

A.1/zuC A.2/U D E0:

Similarmente, para cada p 2 f1; : : : ; Lg, tome v D 0 e V D ep , onde ep é o p-ésimo
elemento da base canônica de R

L. Assim obtemos
B
 ..u; U /; .v; V // D a.3/

p � zuC a.4/
p � U

e
LX

iD1

IiVi D Ip;

logo, substituindo em (2.7), obtemos

a.3/
p � zuC a.4/

p � U D Ip:

Como isso vale para um p arbitrário, obtemos

A.3/zuC A.4/U D I:

Portanto concluímos que
A Ou D OI : (2.9)

Assim obtemos um sistema linear .N CL/ � .N CL/ com infinitas soluções que se
diferenciam duas a duas apenas por uma constante. Para obter a solução de nosso interesse,
basta determinar uma solução particular Ou de (2.9), e definir a constante s WD

PL
iD1 Ui .

Agora subtraindo-se s=L de Ou, obtemos um novo vetor Ou tal que zu 2 V2 eU 2 R
L
˘ . Dessa

forma,
F.
/I D �
 .I / D U;

com F sendo o operador direto do CEM.
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2.2.2 Discretização da Derivada do Operador Direto
Esta subseção é destinada a mesclar os resultados obtidos neste capítulo com os resultados
vistos em Seção 1.3.2. Então, de maneira similar à seção anterior, vamos discretizar a
equação variacional que modela o cálculo da derivada direcional do operador direto do
CEM.

Fixe G D fI .1/; : : : ; I .`/g � R
L um conjunto linearmente independente de vetores

de correntes elétricas e também � 2 V1. Pela Proposição 1.7, temos que

F 0
G.
/� D

2
64
F 0

1.
/�
:::

F 0
`
.
/�

3
75 D

2
64

W.1/

:::

W.`/

3
75 DW W;

onde
�
!.i/;W.i/

�
2 H 1.˝/˚ R

L
˘ é solução de

B


��
!.i/;W.i/

�
; .v; V /

�
D �

Z

˝

�ru.i/ � rv dx; (2.10)

com
�
u.i/; U .i/

�
solução de (2.7) para .u; U / D

�
u.i/; U .i/

�
e I D I .i/.

Agora a discretização da equação (2.10) é obtida de maneira similar ao apresentado
anteriormente, logo

A O!.i/ D b.i/;

onde b.i/ WD W .i/z�.

Observação 2.2.1. Note que
• A é a matriz definida em (2.8), já que o lado esquerdo de (2.10) é equivalente ao lado

esquerdo de (2.7);
• W .i/ é a matriz definida em (2.5), já que o lado direito de (2.10) é equivalente ao lado

direito de (2.4);
• O!.i/ é o vetor definido por

O!.i/ WD

�
z!.i/

W.i/

�
2 R

N CL:

Assim obtemos um sistema linear .N CL/�.N CL/ com infinitas soluções que se di-
ferenciam duas a duas apenas por uma constante. Dessa forma, repetindo o procedimento
aplicado na Seção 2.2.1, obtemos !.i/ 2 V2 e W.i/ 2 R

L
˘ onde

F 0
i .
/� D W

.i/: (2.11)

Portanto, basta repetir este processo para cada i que, obtemos o valor de

F 0
G.
/� D W :
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Cálculo da Jacobiana do Operador Direto

Preservando a construção feita até aqui, perceba que podemos repetir o método aplicado
em Seção 2.1.2 e calcular a matriz Jacobiana do operador direto. Portanto, para cada
operador F 0

i , tomamos o operador zF 0
i , onde zF 0

i .
/ é definido por

zF 0
i .
/ W R

K �! R
L; z� 7! W

.i/ D

2
64

W
.i/
1
:::

W
.i/
L

3
75 :

Perceba que, disto e de (2.11), obtemos zF 0
i .
/z� D F 0

i .
/�. Assim podemos tomar cada
operador zF 0

i como

zF 0
i W int

�
L1

C .˝/
�

� L1.˝/ �! R
L�K ; 
 7!

�
zF 0
i .
/e1 : : : zF 0

i .
/eK

�
;

onde ej é o j -ésimo elemento da base canônica de R
K e cada zF 0

i .
/ej é calculado como
vimos acima. Note também que zF 0

i .
/ej D F 0
i .
/XTj

.
Ainda mais, podemos discretizar o operador F 0

G obtendo zF 0
G dado por

zF 0
G.
/z� D

2
64

zF 0
1.
/z�
:::

zF 0
`
.
/z�

3
75 2 R

L�`:

Logo podemos tomar zF 0
G aplicado em 
 como a matriz Jacobiana do operador FG discre-

tizada e aplicada em 
 , ou seja,

zF 0
G.
/ D

2
64

zF 0
1.
/e1 : : : zF 0

1.
/eK

:::
: : :

:::
zF 0
`
.
/e1 : : : zF 0

`
.
/eK

3
75 2 R

.L�`/�K :

Perceba que o custo computacional para obtermos a matriz Jacobiana é o mesmo do
Modelo Contínuo, ou seja, é necessário resolver `.K C 1/ equações variacionais. Geral-
mente esse número é muito alto.

Pensando nisso, faz-se necessário um método mais barato para o cálculo da matriz
Jacobiana. Veremos o método apresentado em Polydorides e Lionheart (2002).

Antes, lembre que, para calcular

F 0
i .
/XTj

D zF 0
i .
/ej DW W.i;j / 2 R

L;

precisamos primeiramente obter u.i/ onde

B


��
u.i/; U .i/

�
; .v; V /

�
D I .i/ � V; 8.v; V / 2 H; (2.12)
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comH D H 1.˝/˚R
L
˘ e I .i/ �V D

PL
j D1 I

.i/
j Vj , o produto interno usual do R

L. Após
obtemos W.i;j / de

�
!.i;j /;W.i;j /

�
, onde

B


��
!.i;j /;W.i;j /

�
; .v; V /

�
D �

Z

Tj

ru.i/ � rv dx; 8.v; V / 2 H: (2.13)

Com isso, seja dj o j -ésimo elemento da base canônica de R
L. Vamos denotar por�

y.j /; Y .j /
�

2 H a solução de (2.12) para I .i/ D dj , ou seja,

B


��
y.j /; Y .j /

�
; .v; V /

�
D dj � V; 8.v; V / 2 H: (2.14)

Logo calculemos F 0
i .
/XTj

D W.i;j /, fazendo:

F 0
i
.
/XTj

D W
.i;j / D

�
W

.i;j /
1 ; : : : ;W

.i;j /
L

�

D
�
d1 � W.i;j /; : : : ; dL � W.i;j /

�

(2.14)
D

�
B


��
y.1/; Y .1/

�
;
�
!.i;j /;W.i;j /

��
; : : : ; B


��
y.L/; Y .L/

�
;
�
!.i;j /;W.i;j /

���

.�/
D
�
B


��
!.i;j /;W.i;j /

�
;
�
y.1/; Y .1/

��
; : : : ; B


��
!.i;j /;W.i;j /

�
;
�
y.L/; Y .L/

���

(2.13)
D �

 Z

Tj

ru.i/ � ry.1/ dx; : : : ;

Z

Tj

ru.i/ � ry.L/ dx

!
;

onde a igualdade .�/ é dada pela simetria do operador B
 . Portanto, basta obtermos
cada u.i/ em (2.12) e cada y.j / em (2.14) para obter todos os dados necessários para os
cálculos de cada entrada da matriz. Perceba que o custo computacional desse método é
muito menor, pois precisamos resolver apenas `C L equações variacionais.



3 Testes de
Consistência

Nos Capítulos 1 e 2, apresentamos a discretização das equações variacionais do Modelo
Contínuo e CEM para a EIT, bem como a discretização das equações usadas para computar
suas derivadas. Neste capítulo, será abordada a implementação numérica desses modelos
pelo método de elementos finitos. Além disso, serão realizados testes de consistência, a
fim de verificar se as soluções encontradas satisfazem as condições impostas pelo modelo.

A implementação numérica do método de elementos finitos para duas ou mais dimen-
sões demanda uma série de rotinas numéricas que costumam ser dispendiosas em tempo.
Portanto, é razoável empregar bibliotecas de elementos finitos para focar apenas na formu-
lação variacional e nos principais aspectos da modelagem. Assim, usaremos a linguagem
de programação Python com o auxílio da biblioteca FEniCS. Os códigos desta seção em-
pregam a biblioteca FEIT (FEniCS-EIT), desenvolvida pelos dois primeiros autores desse
livro, cuja documentação, em conjunto aos códigos, está disponibilizada em um repositó-
rio do GitHub1.

3.1 Testes Numéricos no Modelo Contínuo
Esta seção destina-se aos testes numéricos do problema direto da EIT do Modelo Contínuo,
utilizando a biblioteca FEIT. Será analisada a diferença entre a solução exata u e a solução
computada u?, bem como a diferença entre as restrições à fronteira, i.e. as voltagens
resultantes, f e f ?, respectivamente. Nesta seção, denotaremos com o sobrescrito ? as
soluções numéricas.
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Seja ˝ D B1.0/ WD fx 2 R
2I kxk < 1g com condutividade elétrica 
 constante

e igual a 1. Lembre-se que as equações diferenciais parciais que descrevem o Modelo
Contínuo são

div.
ru/ D 0 em ˝ (3.1)
e



@u

@�
D g em @˝: (3.2)

Então, de (3.1), obtemos

div.
ru/ D �u D
@2u

@2x
C
@2u

@2y
D 0: (3.3)

Suponha que, para uma determinada corrente elétrica g, aplicada em @˝, o potencial
elétrico gerado u seja dado por

u.x; y/ D x2 � y2; 8.x; y/ 2 ˝:

Tal potencial satisfaz (3.3). Note que, pelo Teorema do Traço, obtemos

f D uj@˝ W @˝ � R
2 ! R

.x; y/ 7! x2 � y2:

A Figura 3.1 ilustra o potencial elétrico u e a função f definidos acima. Ainda mais, por
(3.2), obtemos

g.x; y/ D �.x; y/ � ru.x; y/ D .x; y/ � .2x;�2y/ D 2.x2 � y2/;

para cada .x; y/ 2 @˝. Note que g D 2f . A Figura 3.2 ilustra a corrente elétrica g
definida acima.

Considere o operador direto F do Modelo Contínuo da EIT. Queremos que f seja
a imagem do operador NpD (1.11) em g, i.e. F.
/g D f . Observe que f e g devem
possuir integral nula. Seja ' definida por

' W Œ0; 2�/ �! @˝; t 7! .cos t; sen t /

uma parametrização de @˝. Então, de fato, temos que
Z

@˝

f dS D

Z 2�

0

f .'.t//


'0.t/



 dt

D

Z 2�

0

f .cos t; sen t/
p
.� sen t/2 C .cos t /2 dt

D

Z 2�

0

.cos2 t � sen2 t / � 1 dt

D
h

cos t sen t
i2�

tD0
D 0:
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Figura 3.1: Potenciais elétricos u na cor ama-
rela e f na cor verde.

Figura 3.2: Corrente elétrica g.

Logo, Z

@˝

g dS D 2

Z

@˝

f dS D 0:

Portanto, temos que de fato F.
/g D f é a solução exata do problema direto da EIT para
o Modelo Contínuo.

A seguir, será utilizado o método de elementos finitos, apresentado no capítulo anterior,
para obter a solução numérica deF.
/g D f ?, a qual será comparada com a solução exata
f .

A solução numérica u? é calculada a partir da triangulação T de ˝, definida na Fi-
gura 3.3, considerando a condutividade elétrica 
 constante e igual a 1, bem como a
mesma corrente elétrica g apresentada anteriormente. Espera-se, portanto, que u? seja
uma aproximação de u. Além disso, espera-se que f ? seja uma aproximação de f .

Ao aplicar o algoritmo para solucionar o problema direto do sistema montado acima,
obteve-se a solução numérica u?, apresentada na Figura 3.4. A partir dessa solução, tam-
bém foi possível obter f ?, cujo gráfico da composição com ' é ilustrado na Figura 3.5.
Todos os testes de consistência serão realizados empregando u?.

3.1.1 Testes de Consistência
Esta seção tem como objetivo verificar se a solução numérica u?, veja Figura 3.4, satisfaz
as condições impostas pelo Modelo Contínuo, bem como sua proximidade com a solu-
ção exata u. Para isso, serão realizados testes de consistência sobre o sistema definido
anteriormente, a fim de avaliar a precisão da solução obtida.



3.1. Testes Numéricos no Modelo Contínuo 33

Figura 3.3: Triangulação T de ˝, com N D 2666, M D 700 e K D 4630.

Figura 3.4: Potencial elétrico computado u?.
Figura 3.5: Potencial elétrico computado na
fronteira f ?.

Primeiramente, podemos verificar se a condição de divergência nula, i.e. (3.1), é sa-
tisfeita para u D u?. A princípio, a solução computada u? não possui regularidade para o
cálculo do divergente. A partir da biblioteca de elementos finitos, podemos interpolar u?

em uma base de regularidade maior a fim de calcular o divergente e verificar se a condi-
ção é satisfeita. A Figura 3.6 ilustra o resultado obtido com o algoritmo interpolando em
uma base de regularidade superior. Concluímos que de fato o divergente do fluxo elétrico
obtido é praticamente nulo. Também investigamos se u � u? na Figura 3.7, onde vemos
que a diferença entre u � u? é próxima a zero, como esperado.

Conforme a seção anterior, espera-se que f ? � f , ou equivalentemente, f �f ? � 0.
Analogamente, se espera o mesmo comportamento para a corrente elétrica,

g? WD 

@u?

@�
� g;

ou equivalentemente, g � g? � 0. A Figura 3.8 ilustra o gráfico de .f � f ?/ ı ', e a
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Figura 3.6: Gráfico de div.
 � ru?/ obtido
em ˝.

Figura 3.7: Gráfico de u � u?.

Figura 3.9 ilustra o gráfico de .g�g?/ı'. Em ambos os casos, a diferença entre a solução
exata e a computada está próxima de zero.

Figura 3.8: Diferença entre f e f ?. Figura 3.9: Diferença entre g e g?.

Fisicamente, temos que �
.x; y/ru.x; y/ representa a movimentação dos elétrons
no interior do conjunto ˝. Para ilustrar esse fenômeno, plotamos na Figura 3.10 o fluxo
elétrico, dado por

�
.x; y/ru.x; y/ D �.2x;�2y/ D 2.�x; y/; 8.x; y/ 2 ˝:

Note que, como esperado, os elétrons se deslocam das regiões de maior potencial elétrico
para as regiões de menor potencial, seguindo na direção oposta à ru (c.f. Figura 3.4).
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Figura 3.10: Fluxo elétrico resultante em ˝.

3.1.2 Cálculo da Derivada do Operador Direto
Esta subseção tem como objetivo realizar e avaliar o cálculo da derivada do operador direto
para a EIT, utilizando os dois métodos diferentes apresentados na Seção 2.1.2. Ambos os
cálculos serão efetuados pelo algoritmo mencionado no início deste capítulo. Vale ressal-
tar que a construção definida anteriormente será mantida: ˝ D B1.0/ com triangulação
T , 
 constante e igual a 1, e g.x; y/ D 2.x2 � y2/.

Primeiramente, iremos definir a direção na qual a derivada será calculada. Fixe a
direção � 2 L1.˝/ dada por

� D X˝ C
1

2
XB; (3.4)

onde B D B 4
10

�
3

10
; 3

10

�
é a bola de raio 4

10
e centrada em

�
3

10
; 3

10

�
2 R

2. Veja a Fi-
gura 3.11 para melhor entendimento.

Para aplicar o algoritmo FEIT, é necessário aproximar a função � por um vetor de V1.
Com esse objetivo, aplicaremos o seguinte procedimento: Seja v 2 H 1.˝/ fixado. Re-
presentaremos v? 2 V1 da seguinte forma: para um triângulo Tk qualquer na triangulação
T , denotamos seu baricentro por Bk . Então definimos v? constante em Tk de tal forma
que

v?jTk
WD v.Bk/;

para cada k 2 f1; : : : ; Kg. Dessa forma, a função � pode ser aproximada em V1 por

�?jTk
WD

(
3=2; se Bk 2 B

1; se Bk … B
:

Considerando a triangulação T da Figura 3.3, obtivemos o gráfico de �? ilustrado na Fi-
gura 3.12. É importante ressaltar que quanto maior o número de triângulos, ou seja, quanto
mais fina a malha, melhor será a aproximação de � (e das demais funções emH 1.˝/) em
V2.
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Figura 3.11: Gráfico da direção � definida em (3.4).

Visando aplicar a discretização vista na Seção 2.1.2, fixe também o conjunto (unitário)
de correntes elétricas G D fgg. Note que basta tomar ` D 1 e g.1/ D g para termos o
conjunto G que já estamos habituados. Dessa forma, denotando FG D F1 apenas por F ,
pretendemos calcular

F 0.
/�:

O cálculo de F 0.
/� pode ser feito de duas formas: pela resolução de uma equação vari-
acional ou com o auxílio da matriz Jacobiana. Para o método variacional apresentado na
Seção 2.1.2, resolvemos o seguinte sistema

Z

˝


r! � rv dx D �

Z

˝

�ru � rv dx; 8v 2 H 1
˘.˝/; (3.5)

e então, determinamos a solução numérica !?, ilustrada na Figura 3.13. Restringindo !?

à fronteira, tem-se F 0.
/�.
O segundo método para a determinação de F 0.
/� demanda primeiramente o cálculo

da matriz Jacobiana, que representa a derivada da discretização de F no ponto 
 e, em
seguida, a aplicação dessa matriz nos coeficientes da expansão de �? em V2, conforme
Seção 2.1.2. A Figura 3.14 ilustra o gráfico de F 0.
/� ı ' calculado através de ambos
métodos.

A Figura 3.14 indica que os resultados são praticamente indistinguíveis na escala usual.
No entanto, para evidenciar a diferença entre os métodos, observe a Figura 3.15, que ilustra
a diferença entre os resultados obtidos para a aproximação da derivada direcional pelos
dois métodos.
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Figura 3.12: Direção � discretizada pelo algoritmo.

Figura 3.13: Cálculo computacional de !? solução de (3.5).

3.2 Testes Numéricos no CEM
Esta seção se concentrará nos testes de consistência do CEM, de maneira análoga ao Mo-
delo Contínuo. As implementações numéricas se dão com a utilização da biblioteca FEIT
para o CEM.

Inicialmente, vamos definir as condições para gerar os potenciais U , usando o algo-
ritmo mencionado. Em seguida, vamos verificar se as soluções numéricas obtidas satisfa-
zem as equações que modelam o CEM por meio dos testes de consistência. Diferentemente
do Modelo Contínuo, não vamos trabalhar com soluções exatas para o CEM, pois elas são
consideravelmente mais complexas nesse caso. Portanto, denotaremos as soluções com-
putadas de (1.21) por .u; U / WD .u?; U ?/, i.e. iremos omitir o sobrescrito ?.

Seja ˝ D B1.0/ a bola centrada na origem e de raio 1. Tome L D 8 eletrodos
disjuntos, igualmente espaçados, de mesmo tamanho em @˝ e cobrindo 50% da fronteira.
Repare que essa configuração satisfaz as condições do CEM. Suponha que a impedância



38 3. Testes de Consistência

Figura 3.14: Cálculo de F 0.
/�.

de contato zi do i -ésimo eletrodo seja igual a 2;5� 10�5 para cada i 2 f1; : : : ; Lg. Tome
a triangulação T de ˝ definida na Figura 3.16, assim como a enumeração e posição dos
eletrodos apresentadas.

Defina a condutividade elétrica 
 como


 D X˝ C XB;

onde B D B 3
10

�
� 3

10
;� 3

10

�
é a bola de raio 3

10
e centrada em � 3

10
.1; 1/ 2 R

2. Analo-
gamente ao Modelo Contínuo na Seção 3.1.2, representamos 
 a partir da triangulação
T de ˝ por 
?, sendo a última ilustrada na Figura 3.17. Por simplicidade, denotaremos

 D 
?.

Agora iremos definir as correntes elétricas aplicadas para a geração dos dados. Seja
` D L� 1 D 7 o número de vetores de correntes elétricas que aplicaremos nos eletrodos.
Defina a matriz

I WD

2
66666664

1 �1 0 0 0 0 0 0
0 1 �1 0 0 0 0 0
0 0 1 �1 0 0 0 0
0 0 0 1 �1 0 0 0
0 0 0 0 1 �1 0 0
0 0 0 0 0 1 �1 0
0 0 0 0 0 0 1 �1

3
77777775

2 R
`�L (3.6)

e denote por I .i/ 2 R
L a transposta da i -ésima linha. Dessa forma, considere o conjunto

linearmente independente G D fI .1/; : : : ; I .`/g. A partir das quantidades definidas,
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Figura 3.15: Diferença entre as soluções obtidas para o cálculo da derivada direcional por
meio da resolução do sistema variacional (3.5) e da computação da matriz Jacobiana.

podemos aplicar o algoritmo e resolver a equação variacional

B
 ..u; U /; .v; V // D

LX

j D1

IjVj ; 8.v; V / 2 H 1.˝/˚ R
L
˘ ;

para cada I D I .i/. Lembre que o operador B
 é o mesmo definido em (1.21). Assim,
obtém-se o par .u.i/; U .i// D .u?.i/; U ?.i// como solução de (1.21) a partir de I .i/. Na
Figura 3.18, ilustramos os potenciais elétricos u.i/ W ˝ �! R para cada experimento
i 2 f1; : : : ; `g.

Na segunda entrada da solução .u.i/; U .i//, tem-se o vetor U .i/ 2 R
L, dado pela i -

ésima linha da matriz U 2 R
`�L. Após um arredondamento de cinco casas decimais em

cada entrada, essa matriz é dada por
2
6666664

0;608 76 �0;610 29 �0;182 60 �0;076 88 �0;018 46 0;021 49 0;076 09 0;181 89
0;182 36 0;610 04 �0;607 64 �0;179 82 �0;074 62 �0;025 51 0;017 91 0;077 28
0;076 69 0;182 41 0;610 22 �0;604 06 �0;171 96 �0;078 99 �0;031 20 0;016 89
0;013 15 0;071 57 0;176 77 0;608 87 �0;588 71 �0;164 25 �0;083 74 �0;033 67

�0;024 75 0;015 21 0;064 32 0;157 29 0;581 74 �0;568 46 �0;154 54 �0;070 81
�0;066 26 �0;011 65 0;031 76 0;079 55 0;160 06 0;573 98 �0;599 83 �0;167 62
�0;180 58 �0;074 79 �0;015 41 0;032 68 0;082 74 0;166 47 0;598 68 �0;609 78

3
7777775

Perceba que partimos de cada I .i/ 2 R
L
˘ e obtemos cadaU .i/ 2 R

L
˘ . Para uma melhor

visualização de cada vetor de potenciais U .i/ relativo a cada experimento de corrente I .i/,
veja a Figura 3.19, que ilustra o gráfico de cada U .i/ no intervalo Œi; i C 1/ em uma cor
distinta. Esta maneira de apresentar uma matriz se repetirá neste capítulo.
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Figura 3.16: Triangulação T de ˝ com N D 1681, M D 480, K D 2880 e L D 8.

Figura 3.17: Condutividade elétrica 
? de ˝.

3.2.1 Testes de Consistência

Esta subseção é destinada a verificar se as condições de contorno e modelagem do CEM
são satisfeitas para as soluções obtidas pelo algoritmo. Usaremos as mesmas soluções da
seção anterior.

Como vimos na Seção 1.2.3, o CEM é modelado pelas seguintes equações:

div.
ru/ D 0 em ˝; (3.7)

Z

Ej



@u

@�
dS D Ij ; 8j 2 f1; : : : ; Lg; (3.8)
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Figura 3.18: Potenciais elétricos u.i/ resultantes em ˝.

Figura 3.19: Potenciais elétricos U .i/ resultantes nos eletrodos.



@u

@�
D 0 em @˝n

L[

j D1

Ej ; (3.9)

ujEj
C zj 


@u

@�
D Uj ; 8j 2 f1; : : : ; Lg: (3.10)

Serão elaborados quatro testes numéricos, visando verificar se as quatro equações
acima são satisfeitas para as soluções computadas.

Teste 1

O teste 1 consiste em verificar se a única condição ao interior de ˝ é satisfeita, ou seja,
se a equação (3.7) é satisfeita para cada u D u.i/. Novamente temos o problema da regu-
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laridade da solução u, resolvido de maneira análoga ao Modelo Contínuo. A Figura 3.20
ilustra o resultado do cálculo do divergente do fluxo elétrico para cada u.i/.

Pela escala da Figura 3.20, percebe-se que o erro é praticamente irrelevante em todo
domínio˝. De fato, div.
ru/ � 1� 10�10 � 0 em todos os pontos de˝. Os pontos de
maior divergência estão exatamente na posição dos eletrodos, onde a corrente é aplicada.
Naturalmente há maior oscilação de u nessa região, ocasionando maior erro.

Figura 3.20: Gráfico de cada div
�

ru.i/

�
em ˝.

Teste 2

O segundo teste propõe-se a investigar a primeira condição de contorno, ou seja, se a
equação (3.8) é satisfeita para cada u D u.i/. A fim de prosseguir com o teste, defina a
matriz

I ? WD
h
I

?.i/
j

i
D

"Z

Ej



@u.i/

@�
dS

#
2 R

`�L:

Ainda mais, denote a transposta da i -ésima linha de I ? por

I ?.i/ WD
h
I

?.i/
1 : : : I

?.i/
L

iT

2 R
L:

Assim, se espera que
I .i/ � I ?.i/;

e
I � I ?:
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Com auxílio das rotinas computacionais, determinamos a matriz I ? e, considerando um
arredondamento de cinco casas decimais, obtemos a matriz I � I ? igual a

2
6666664

0;204 49 �0;197 79 0;007 03 0;001 27 0;000 86 �0;000 40 �0;000 63 �0;005 37
�0;001 59 0;206 99 �0;220 61 0;006 26 0;001 93 0;000 16 0;000 01 �0;000 92
0;000 67 �0;008 24 0;216 96 �0;224 53 0;007 36 0;001 19 0;000 38 �0;000 15
0;000 92 �0;002 27 �0;005 05 0;223 77 �0;208 54 0;006 91 0;001 17 0;000 24
0;001 15 �0;000 90 �0;000 73 �0;006 29 0;202 87 �0;216 12 0;006 77 0;001 12
0;002 83 �0;000 46 0;000 15 �0;000 82 �0;004 59 0;216 55 �0;209 46 0;006 73
0;009 93 �0;000 08 0;000 63 �0;000 04 �0;000 28 �0;006 82 0;206 13 �0;219 93

3
7777775

:

Para uma melhor visualização, observe a Figura 3.21, que ilustra o gráfico de cada
I .i/ � I ?.i/ no intervalo Œi; i C 1/ e numa cor diferente.

Figura 3.21: Diferença entre as matrizes de correntes elétricas I e I ?.

A Figura 3.21 mostra que os erros estão concentrados nos eletrodos onde correntes
elétricas foram aplicadas, que correspondem às regiões onde o potencial atinge seus extre-
mos, e, portanto, é natural que os erros sejam maiores. Convertendo para erro relativo, a
diferença nos emissores chega a cerca de 0;2, o que é relativamente alto.

Teste 3

O objetivo do terceiro teste é verificar se a corrente elétrica nos gaps é nula, ou seja, se
a equação (3.9) é satisfeita para cada u D u.i/. Para tal, é necessário calcular o fluxo
elétrico resultante em @˝ para cada experimento u D u.i/ e analisar o valor nos pontos
que não pertençam aos eletrodos.

A Figura 3.22 ilustra os gráficos de

 


@u.i/

@�

!
ı' aplicados em @˝. Os valores de in-

teresse, que indicam a presença ou ausência de corrente elétrica nos gaps, estão destacados
em azul.
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Perceba que os erros se concentram em pontos dos gaps próximos a eletrodos que
possuem valores de fluxo elétrico não nulo. Isso ocorre pelo salto de descontinuidade
existente entre o fluxo elétrico no eletrodo e no gap vizinho.

Figura 3.22: Gráfico de cada 

@u.i/

@�
em @˝.
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Teste 4

Por fim, o quarto teste se concentra em verificar se a equação (3.10) é satisfeita para cada
.u; U / D

�
u.i/; U .i/

�
. A análise será feita individualmente em cada eletrodo para avaliar

se o potencial elétrico de cada um deles satisfaz a equação apresentada. Ao final, será
apresentado o comportamento de toda a fronteira, de maneira análoga ao Teste 3. Defina,
para cada .i; j / 2 f1; : : : ; `g � f1; : : : ; Lg,

U
?.i/
j .x/ WD u.i/jEj

.x/C zj 

@u.i/

@�
.x/;

em que x 2 Ej . Espera-se que cada valor U ?.i/
j .x/ seja constante e próximo a U .i/

j .
Na Figura 3.23, é apresentado o gráfico de U ?.1/

1 . Observe que o potencial deixa de ser
constante nas extremidades, porém a diferença é pequena. É importante notar que 'jŒ0;�=8�

é a parametrização utilizada para representarE1, o que justifica a presença desse intervalo
no eixo x do gráfico.

Figura 3.23: Gráfico de U ?.1/
1 aplicado em

E1. Figura 3.24: Diferença entre as matrizes de
potenciais elétricos U e U ?.

Os gráficos dos demais potenciais nos eletrodos apresentam comportamento similar,
com valores praticamente constantes, porém com pequenos erros nas extremidades.

Para realizar uma comparação com os valores de U .i/, cada valor de U ?.i/
j é aproxi-

mado pela média aritmética dos valores encontrados nos pontos de Ej . Defina a matriz

U ? WD
h
U

?.i/
j

i
2 R

`�L

e denote a transposta da i -ésima linha de U ? por

U ?.i/ WD
h
U

?.i/
1 : : : U

?.i/
L

iT

2 R
L:

Então espera-se que U ?.i/
j � U

.i/
j e, consequentemente, é esperado que U ? � U .
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Com base nos resultados obtidos, foi possível traçar o gráfico deU .i/�U ?.i/ para cada
eletrodo, no intervalo Œi; i C 1/, similarmente ao que feito no segundo teste. O resultado
obtido está ilustrado na Figura 3.24. É possível observar que os erros se concentram apenas
nos eletrodos em que foram aplicadas correntes elétricas, o que é esperado, estando na
ordem de grandeza de 10�5.

Analogamente à Figura 3.22, avaliamos o comportamento da equação (3.10) em toda
a fronteira @˝ na Figura 3.25. Esperamos que os valores sejam constantes em cada um
dos eletrodos. Perceba que o CEM não faz qualquer imposição em relação ao valor dos
potenciais fora dos eletrodos. Dentro da escala apresentada, não é perceptível a diferença
das extremidades visualizada na Figura 3.24.

3.2.2 Cálculo da Derivada do Operador Direto
Nesta subseção, o cálculo da derivada direcional do operador direto do CEM, aplicado em

 , para a mesma direção � definida em (3.4), é realizado. Primeiramente vamos calcular
a derivada por meio da solução da equação variacional

B


��
!.i/;W.i/

�
; .v; V /

�
D �

Z

˝

�ru.i/rv dx; 8.v; V / 2 H 1.˝/˚ R
L
˘ ; (3.11)

conforme o cálculo apresentado na Seção 2.2.2. Depois vamos calcular a derivada dire-
cional com o auxílio da matriz Jacobiana da versão discretizada do operador direto, das
duas formas descritas na Seção 2.2.2. Serão, então, realizados testes para comparar a quali-
dade das soluções obtidas pelos três métodos propostos. Esses cálculos são aplicados pelo
algoritmo citado no início deste capítulo, sendo a construção feita até aqui preservada.

Como citado acima, fixe a direção � 2 L1.˝/, definida em (3.4), veja a Figura 3.11.
Usando o algoritmo e a triangulação definida na Figura 3.16, representamos � como na
Figura 3.26. Perceba que a triangulação definida na Figura 3.3 difere desta, logo obtemos
representações diferentes.

Visamos aplicar a discretização vista na Seção 2.2.2, então retome a configuração fi-
xada no início da Seção 3.2. Dessa forma, denotando FG apenas por F , pretendemos
calcular

F 0.
/� D

2
64
F 0

1.
/�
:::

F 0
`
.
/�

3
75 D

2
64

W.1/

:::

W.`/

3
75 DW W 2 R

`�L

Para esse cálculo, podemos resolver (3.11), em que cada u.i/ foi obtido na resolução do
problema direto (c.f. Figura 3.18). Dessa forma, obtemos os pares

�
!.i/;W.i/

�
apresenta-

dos nas Figuras 3.27 e 3.28. Note que a Figura 3.28 ilustra cadaW.i/ no intervalo Œi; iC1/
e numa cor diferente, de maneira similar ao visto anteriormente.

Vimos anteriormente que o cálculo da derivada direcional pode ser realizado compu-
tando primeiramente a matriz Jacobiana zF 0.
/ 2 R

.`�L/�K e, em seguida, multiplicando-a
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Figura 3.25: Gráfico do potencial calculado em @˝

pelo vetor z� 2 R
K , da decomposição de � na base de V1. A Seção 2.2.2 apresenta duas

maneiras para realizar o cálculo da Jacobiana. O método usual, que requer grande esforço
computacional, é aquele que determina explicitamente a matriz Jacobiana com o auxílio
do método variacional. Já o método que requer menos esforço é o método que foi apre-
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Figura 3.26: Direção �.

sentado originalmente em Polydorides e Lionheart (2002), que chamaremos de método de
Polydorides.

A Figura 3.29 ilustra W obtido pelo método usual, enquanto que a Figura 3.30 ilustra
W obtido pelo método computacionalmente mais barato. Visualmente podemos concluir
que os resultados estão bem próximos. A Figura 3.31 ilustra a diferença entre os resultados
apresentados nas Figuras 3.29 e 3.30. De fato, a diferença é pequena, na ordem de 10�12.

Comparamos também as aproximações obtidas pelo método usual para o cálculo da
Jacobiana e pelo método da equação variacional na Figura 3.32, tomando a diferença entre
as respostas encontradas nas Figuras 3.28 e 3.29. Percebe-se que a diferença no cálculo
de W é na ordem de 10�15. Portanto, o método usual e o método variacional produzem
resultados praticamente idênticos nesse caso.

Concluímos com esses experimentos que todos os métodos nos trazem soluções bas-
tante próximas. Lembre que o método variacional soluciona apenas duas equações varia-
cionais para cada combinação entre condutividade 
 e direção �, enquanto que o método
de Polydorides fixa uma condutividade 
 e calcula a Jacobiana ao resolver `CL equações
variacionais, sendo essa aplicável a qualquer número de direções �. Mais detalhes foram
apresentados na Seção 2.2.2. Dessa forma, é computacionalmente mais vantajoso usar
o método de Polydorides quando a derivada, aplicada numa condutividade fixa, é usada
diversas vezes, como por exemplo, em métodos do tipo Newton, veja Apêndice B.2.2.
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Figura 3.27: Soluções !.i/.

Figura 3.28: F 0.
/� D W calculado pela equação variacional (3.11).

Figura 3.29: W calculado pelo método
usual.

Figura 3.30: W calculado pelo método de
Polydorides.
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Figura 3.31: Diferença entre W do método
usual e de Polydorides.

Figura 3.32: Diferença entre as derivadas
W D F 0.
/� obtidas pelo método da equa-
ção variacional e pelo método usual.



4 Implementação
Computacional

do Problema
Inverso

Neste capítulo, discutiremos a implementação do problema inverso da EIT com foco no
CEM. Em primeiro lugar, realizaremos testes numéricos com dados sintéticos, gerando
o vetor de potenciais U e, em seguida, tentando reconstruir a condutividade elétrica 
 a
partir de U . Posteriormente, abordaremos um desafio maior, que consiste em reconstruir

 a partir de um conjunto de dados experimentais, disponível em Hauptmann et al. (2017).

4.1 Testes Numéricos com Dados Sintéticos
Esta seção é dedicada à resolução do problema inverso da EIT a partir de dados sintéti-
cos. O processo consiste em gerar os dados e adicionar ruídos, para então recuperar a
condutividade original. Devemos tomar o cuidado de utilizar uma malha mais fina para
gerar os dados evitando assim o chamado crime inverso. Mais precisamente, adotaremos
o seguinte procedimento:

1. Fixamos um refinamento � de uma triangulação T ;
2. Definimos uma solução 
C como uma combinação de funções características dos

elementos de �;
3. Geramos os dados (exatos)U .j / WD Fj .


C/ 2 R
L, para j D 1; : : : ; `, resolvendo

a equação variacional (2.7). Definimos então o vetor U por meio da concatenação
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dos vetores U .j /.

4. Geramos dados contaminados U ı , adicionando ruídos artificiais a U ;

5. Recuperamos 
C na malha original T a partir de U ı .

4.1.1 Geração dos Dados Sintéticos
Em todos os experimentos desta seção, serão adotados os seguintes parâmetros para a
geração dos dados: fixamos ˝ D B1.0/, a bola aberta de raio 1 e centrada na origem.
Na fronteira @˝, definimos L D 16 eletrodos, igualmente espaçados e cobrindo 50% da
fronteira. Fixamos o número de experimentos ` D 15 e aplicamos o padrão de corrente
adjacente, definido como o conjunto de vetores I .j / WD .0; : : : ; 1;�1; 0; : : : ; 0/>, com
1 na j -ésima coordenada, �1 imediatamente na próxima e zero nas demais. Tome I WD
fI .1/; : : : ; I .`/g 2 R

L�` em um processo análogo ao utilizado para a definição da matriz
(3.6). As impedâncias de contato são tomadas iguais: zi D 2;5� 10�5 para i D 1; : : : ; L.

A fim de evitar o crime inverso, duas malhas distintas são geradas: a malha grossa T

(Figura 4.1a) e o seu refinamento� (Figura 4.1b). A malha fina� é usada exclusivamente
para a geração de dados sintéticosU .j / e, então, descartada. Em sequência, apenas a malha
grossa será usada para a reconstrução da condutividade.

A partir da malha fina, definimos a condutividade elétrica 
 como sendo a função dada
por


 WD X˝ C XB;

onde B WD B 3
10
. 3

10
; 3

10
/ é a bola de raio 3

10
centrada em . 3

10
; 3

10
/ 2 R

2. A solução
do problema inverso, discretizada na malha �, é denotada por 
C, e está ilustrada na
Figura 4.1c (veja o procedimento descrito na Seção 3.1.2).

A partir de I , �, zi e 
C, geramos os vetores de dados sintéticos U .j / 2 R
L
˘ , para

j D 1; : : : ; `, resolvendo o problema direto do CEM, definido pela solução da equação
variacional (2.7). Tome U 2 R

`L, o vetor obtido pela concatenação dos U .i/ com i D
1; : : : ; `. Adicionamos, então, ruídos artificiais aos dados sintéticos U com o nível de
ruídos relativo ı > 0:

U ı D U C ı kU k2�; (4.1)

onde � 2 R
`L é um vetor contendo uma distribuição aleatória normal de variáveis, com

k�k2 D 1. Os vetores U , U ı e � estão ilustrados na Figura 4.2 para um nível específico
de ruídos. Observe que o nível de ruídos relativo ı satisfaz

ı D
kU ı � U k2

kU k2

: (4.2)
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(a) (b)

(c)

Figura 4.1: Experimentos com dados sintéticos: (a) Malha grossa T com N D 378,
M D 160 e K D 594; (b) Malha fina � com N D 2091, M D 480 e K D 3700; (c)
Condutividade 
C para geração dos dados sintéticos.

Figura 4.2: Esquerda: Vetor de potenciais simulados U (em azul) e sua perturbação U ı

(em vermelho). Direita: Distribuição uniforme de ruídos � com nível de ruídos relativo
de ı D 0;1%.

4.1.2 Reconstrução da Condutividade Elétrica
A partir dos dados contaminados U ı , conforme (4.1), buscamos reconstruir a condutivi-
dade elétrica 
C na malha mais grossa T . Entretanto, a EIT é um problema severamente
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mal posto, tornando métodos de regularização necessários.
Existem diversas técnicas de regularização para a reconstrução de 
C (veja Apên-

dice B.2). Neste estudo, foram selecionados quatro métodos iterativos para problemas
inversos não lineares. O primeiro deles é o método do tipo gradiente chamado de Landwe-
ber (LW), c.f. (B.21). Os demais métodos são métodos do tipo Newton inexato, apresen-
tados na Apêndice B.2.2. O primeiro dos métodos do tipo Newton estudados é o chamado
método de Levenberg–Marquardt (LM), definido pela iteração (B.22), Apêndice B. Para
os experimentos aqui utilizados, usamos apenas a sequência .˛n/ constante. Os dois mé-
todos remanescentes são casos particulares do método do tipo Newton inexato REGINN, o
qual utiliza uma iteração interna para aproximar as soluções de sistemas lineares auxili-
ares. Nos testes que apresentaremos a seguir, analisaremos as iterações internas geradas
pelos métodos de Landweber (NLW) e Tikhonov-iterado estacionário (NTK) (veja o Apên-
dice B.2.2 e os Exercícios B.13 a B.15).1

É importante notar que se usarmos apenas uma iteração interna nos métodos NLW
e NTK, obteremos exatamente os métodos LW e LM, respectivamente, veja o Exercí-
cio B.16.

A quantidade de iterações internas do REGINN deve ser finita. Para definir essa quan-
tidade, seguiremos o procedimento descrito por Rieder (2006): a iteração interna será
interrompida pelo uso do parâmetro � 2 .0; 1�, podendo este ser fixo ou atualizado em
cada iteração, isto é, � D �n (veja Apêndice B.2.2 e equação (B.23)). Nos experimentos
que realizaremos, o parâmetro � D �n será atualizado a posteriori por meio da seguinte
regra:

e�n WD

�
�max � max.1 � rn�2

rn�1
.1 � �n�1/ ; R�n�1/ W rn�1 > rn�2

��n�1 W Se não (4.3)

onde �max é o valor máximo permitido e rn é o número de passos na iteração interna n.
Já R é a proporção máxima de decréscimo, e � define o decréscimo no parâmetro �n.

Todos os algoritmos são interrompidos na primeira iteração n, em que a seguinte vari-
ação do Princípio da Discrepância de Morozov é satisfeito (c.f. (B.19) no Apêndice B):



U ı

n

� U ı




2

kU ık2

6 �ı; (4.4)

para uma constante � > 1 pré-definida. Aqui U ı

n

representa os potenciais obtidos a
partir da aplicação do operador direto na condutividade elétrica 
n. Denotaremos por nı

a primeira iteração n em que (4.4) é satisfeita.
Os métodos utilizados para a reconstrução da condutividade elétrica são iterativos e

requerem uma aproximação inicial, definida como 
0 D 1, a qual coincide com o valor
da condutividade fora da inclusão. Para comparar adequadamente os resultados obtidos,

1Para os métodos lineares de Landweber e Tikhonov-iterado estacionário, usados na iteração interna do
REGINN, consulte as Seções Apêndice B.1.2 e Apêndice B.1.1, respectivamente, e os exercícios lá sugeridos.
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definimos o erro relativo como

En WD 100 �



e
n � 
C




L2.˝/

k
CkL2.˝/

; (4.5)

ondee
n é a interpolação de 
n na malha refinada �. Note que o cálculo do erro relativo
só é possível, em geral, com dados simulados, já que a solução exata deve ser conhecida.
Também definimos o resíduo relativo como

resn WD 100 �



U ı

n

� U ı




2

U ı




2

: (4.6)

4.1.3 Resultados Numéricos
Serão executados dois experimentos numéricos nesta seção. Primeiramente iremos inves-
tigar diferentes métodos de regularização e suas reconstruções (Experimento 1), posteri-
ormente iremos selecionar o melhor método e, então, estudar o efeito do nível de ruídos
nas reconstruções (Experimento 2).

Experimento 1

Neste experimento numérico, avaliamos o desempenho de quatro diferentes métodos de
regularização para a reconstrução de 
C: LW, LM, NLW e NTK. Comparamos o resíduo
relativo e o erro relativo a cada iteração, bem como a qualidade visual da reconstrução. A
derivada do operador direto é calculada pelo método de Polydorides (veja Seção 2.2.2).

Os parâmetros para os experimentos numéricos (c.f. Apêndice B.2) foram seleciona-
dos da seguinte forma: � D 20 para o passo dos métodos LW e NLW; ˛ D 0;001 para
LM e NTK. A tolerância �n utilizada para encerrar a iteração interna do método REGINN
para os métodos NLW e NTK, c.f. (B.23), Apêndice B, foi determinada a posteriori com
o auxílio dos parâmetros �0 D 0;85, �max D 0;999, � D 0;97 e R D 0;97 (veja (4.3)),
limitando-se o número de iterações internas a 1000 iterações. Para todos os algoritmos,
tomamos � D 1;05 para controlar o término da iteração externa, c.f. (4.4), sendo limitada
a um número máximo de 100 iterações. O nível de ruídos relativo ı adicionado nos dados,
conforme (4.1), foi de 0;25.%/.

Em sequência, serão apresentadas as conclusões e discussões baseadas nos resultados
das reconstruções de 
C, conforme os dados referentes às Figuras 4.3 e 4.4 e à Tabela 4.1.

� (Formatos) Na Figura 4.3 observamos que os métodos do tipo Newton NLW, NTK
e LM atingiram formatos bem definidos e circulares, na região correta, enquanto que o
formato não é definido para o método LW. Certos artefatos e instabilidades são observados
na fronteira, especialmente em LM, NLW e NTK.

� (Valores de Condutividade) A condutividade da reconstrução variou entre 0;8 e
1;85. Valores mais altos são vistos para LM, NLW, NTK. Em geral, a condutividade
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Figura 4.3: Experimento 1 com dados sintéticos: Reconstruções 
nı
para os algorit-

mos: Landweber (LW), Levenberg–Marquardt (LM), REGINN com Landweber (NLW)
e REGINN com Tikhonov Iterado (NTK).

LW LM NLW NTK
resnı

0,58 0,26 0,25 0,26
Enı

21,02 16,62 16,14 16,53
Tempo (s) 72,00 23,00 23,00 9,00

Tabela 4.1: Resumo dos resultados numéricos dos métodos de regularização LW, LM,
NLW e NTK para a reconstrução da condutividade elétrica.

do background permaneceu constante ou próxima a 1, porém não foi possível alcançar
exatamente o valor da condutividade igual a 2, referente a inclusão.

� (Esforço Computacional) Observando a Figura 4.4a e a Figura 4.4c, concluímos
que, de um modo geral, houve aumento no número de iterações internas dos métodos
baseados no algoritmo REGINN, conforme o decréscimo do resíduo. Apesar desse fato, se
compararmos os métodos LM com NTK e LW com NLW, observa-se um menor número
de iterações externas, sendo a operação de maior demanda computacional para o algoritmo
REGINN, resultando no menor tempo de execução (visto na Tabela 4.1).

Observa-se o motivo da melhor performance dos métodos tipo Newton por meio das
curvas de resíduo e erro na Figura 4.4. Conforme a Figura 4.4a, os métodos LM, NLW
e NTK satisfizeram o princípio da discrepância de Morozov antes de excederem o limite
de iterações, enquanto que o método LW terminou precocemente. A consequência desse
término precoce é vista na Figura 4.4b, em que o erro relativo alcançado é inferior aos
outros métodos.

Há pouco espaço para melhoria da performance dos métodos LW e NLW, uma vez que
o aumento do tamanho do passo causa problemas de convergência aos algoritmos. Embora
LW inicie com uma queda rápida no resíduo relativo, como pode ser visto no primeiro
passo da Figura 4.4a, ele desacelera rapidamente, obtendo uma performance inferior aos
outros métodos.
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(a) (b)

(c)

Figura 4.4: Experimento 1 com dados sintéticos: comparação entre algoritmos. (a) Resí-
duo relativo, (b) Erro relativo e (c) Número de iterações internas

Experimento 2

No experimento 2, usaremos apenas o método NTK, que obteve a melhor performance
no experimento 1. Temos dois objetivos: investigar a influência do nível de ruídos na re-
construção da condutividade elétrica 
C e avaliar a eficiência do princípio da discrepância
como critério de parada. Novamente serão comparados o resíduo relativo e o erro relativo
a cada iteração, bem como a qualidade visual da reconstrução.

Avaliamos a reconstrução de 
C para quatro níveis de ruídos: 0;5%, 1;0%, 1;5% e
2;0%. Testamos duas situações: na primeira terminou-se a iteração externa com o prin-
cípio da discrepância (4.4), usando � D 1;05. Já na segunda, iteramos até a iteração de
número 30, independentemente dessa ser ou não igual a nı , c.f. (B.19), Apêndice B. Os
parâmetros usados para o algoritmo NTK foram os mesmos do experimento 1, ou seja,
˛ D 0;01; �0 D 0;85, �max D 0;999, � D 0;97 e R D 0;97, sendo porém, o número de
iterações internas limitada a 100. Apresentamos as conclusões e discussões dos resultados
das reconstruções de 
C, avaliando as Figuras 4.5 e 4.6 e a Tabela 4.2.
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Figura 4.5: Experimento 2 com dados sintéticos: reconstruções obtidas com o uso do
algoritmo NTK com diferentes níveis de ruídos. Diferentes colunas representam diferentes
níveis de contaminação.

ı D 0;5% ı D 1;0% ı D 1;5% ı D 2;0%
nı 16 8 6 5
resnı

0,52 1,04 1,54 1,98
Enı

18,41 21,07 21,87 22,01

Tabela 4.2: Resultados obtidos para o Experimento 2 na iteração nı (critério de parada
usando o Princípio da Discrepância) para diferentes níveis de ruídos.

A Figura 4.5 deixa claro que quanto maior o nível de ruídos, pior a qualidade da re-
construção, principalmente quando é iterado excessivamente, i.e. após o princípio da dis-
crepância estar satisfeito. A Tabela 4.2, por sua vez, mostra que, quanto maior o nível de
ruídos, menor é o índice da iteração de parada do princípio da discrepância nı . Ao mesmo
tempo, quanto menor o nível de ruídos, menor é o erro final e o resíduo, o que sugere, em
particular, que a propriedade de regularização é satisfeita: 
nı

�! 
C quando ı �! 0.
A partir da análise da Figura 4.6a, observa-se que o resíduo é decrescente para qual-

quer nível de ruídos fixado. Entretanto, na Figura 4.6b, nota-se que o erro de iteração
decresce até certo ponto e, então, começa a aumentar. Além disso, a iteração diverge mais
cedo, conforme o aumento do nível de ruídos. Esse é um fenômeno bastante comum aos
problemas inversos, chamado de semiconvergência, que indica que a iteração precisa ser



4.1. Testes Numéricos com Dados Sintéticos 59

(a) (b)

(c)

Figura 4.6: Experimento 2 com dados sintéticos e com 30 iterações externas. Comparação
de diferentes níveis de ruídos: (a) Resíduo relativo, (b) Erro relativo e (c) Número de
iterações internas

terminada no momento correto para evitar a amplificação do erro devido aos ruídos. Por
fim, a Figura 4.6c indica que o número de iterações internas cresce mais rapidamente com
o aumento do ruído.

Com base nos resultados desse experimento, podemos concluir que, quanto maior o
nível de ruídos, menor é o número de iterações externas necessárias para que a sequência
gerada pelo algoritmo comece a divergir. Além disso, o aumento do nível de ruídos piora
a qualidade da reconstrução de 
C. Nesse sentido, observa-se que o princípio da discre-
pância permite controlar o número de iterações, de modo que o índice de parada nı fique
próximo ao ponto em que o erro de iteração atinja seu mínimo.
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4.2 Testes Numéricos com Dados Reais

Nesta seção, será explorada a reconstrução da condutividade elétrica 
C a partir de dados
reais. A geração desses dados foi feita pelo sistema de medição KIT4, na Universidade
da Finlândia Oriental, estando os dados disponíveis em Hauptmann et al. (2017). Além
do sistema de injeção de correntes e medição de potenciais, o protótipo possui um sensor
formado por um tanque cilíndrico preenchido com água salina, (que chamaremos de back-
ground) onde uma ou mais inclusões, feitas de metal ou plástico, são adicionadas para
a determinação da condutividade elétrica. O tamanho, posição e formato das inclusões
variam.

4.2.1 Medição dos Potenciais
O raio do tanque é igual a 14 cm, sua fronteira é composta de 16 eletrodos igualmente
espaçados com 2;5 cm de comprimento cada. Essas informações são suficientes para criar
uma triangulação para o CEM análogo à Figura 4.1a, porém com N D 681, M D 160 e
K D 1200. Fixamos ` D 15. Os dados foram gerados usando o protocolo chamado de
Todos contra 1, definido por I .j / WD .1; 0; : : : ;�1; 0 : : :/>, com 1 e �1 nas posições 1 e
j C 1, respectivamente.

Fixado j 2 f1; : : : ; `g, assumimos que, para cada vetor de corrente elétrica I .j / D
.I1; : : : ; IL/

> 2 R
L, temos um vetor de potenciaisU .j / D .U1; : : : ; UL/

> 2 R
L medido.

Entretanto, na prática, o protocolo de aquisição de dados pode variar. De fato, isso acon-
tece com os dados gerados pelo sistema KIT4. Por exemplo, nossa modelagem reflete a
hipótese de que os dados são aferidos referentes a um ponto de aterramento. Porém, as
medições do KIT4 são executadas a partir da diferença de potencial entre eletrodos conse-
cutivos. Isto significa que o operador Neumann-para-Dirichlet �
 , que mapeia corrente
elétrica para potenciais, é reescrito nessa situação da seguinte forma

I .j / 7! V .j / D

0
BBBB@

U1 � U2

U2 � U3

:::
UL�1 � UL

UL � U1

1
CCCCA
: (4.7)

Existem duas abordagens possíveis para tratar os dados gerados pelo sistema KIT4.
Uma abordagem consiste em converter os dados para a base definida neste trabalho, que
reflete a hipótese de aferição referente a um ponto de aterramento. A outra abordagem é
converter o operador�
 para a base diferencial dos dados aferidos. No momento, optamos
pela primeira abordagem, por ser mais simples de implementar.

Para recuperar os vetores U D U .j / a partir de V D V .j /, basta executar o seguinte
procedimento: fixe o vetor auxiliar eU 2 R

L, de maneira que eU 1 D 0, para i 2 f2; : : : ; Lg,
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tem-se

eU i D

i�1X

kD1

Vk :

Defina agora a constante c a partir da soma das entradas desse vetor:

c WD

LX

iD1

eU i D

LX

iD2

i�1X

kD1

Vk :

Afirmarmos que

Ui D
c

L
� eU i ;

para todo i 2 f1; : : : Lg. De fato, note que, de (4.7) e da definição de zUi , obtemos

eU i D

i�1X

kD1

Vk D U1 � Ui ;

para todo i 2 f2; : : : ; Lg. Como
PL

iD1 Ui D 0, segue da definição de c que

c D

LX

iD2

.U1 � Ui / D .L � 1/ � U1 �

LX

iD2

Ui D L � U1:

Isso implica que
c

L
� eU 1 D

c

L
D U1

e
c

L
� eU i D

L � U1

L
� .U1 � Ui / D Ui ;

para i D f2; : : : ; Lg, o que prova a afirmação. Portanto cada vetor U D U .j / 2 R
L
˘ pode

ser recuperado a partir do vetor V D V .j / 2 R
L
˘ .

4.2.2 Inicialização do Algoritmo
Diferentemente dos dados sintéticos, os dados reais não fornecem, a princípio, informa-
ções necessárias para iniciar a reconstrução, tais como o nível de ruídos ı, as impedâncias
de contato zi e até mesmo o valor do background 
0 (utilizado como estimativa inicial).
Para estimar ı, zi e 
0, utilizamos os procedimentos apresentados por Winkler e Rieder
(2015, Seção 4.1).
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Estimativa do Nível de Ruídos

O nível de ruídos costuma ser inacessível para diversos problemas inversos. Particular-
mente para a EIT-CEM, os dados são redundantes e essa informação pode ser explorada
a fim de estimar o nível de ruídos.

Defina a matriz de potenciais U WD fU .1/; : : : ; U .`/g 2 R
L�` e a matriz de correntes

I D fI .1/; : : : ; I .`/g 2 R
L�`, que possui posto completo (lembre que dim R

L
˘ D L�1 D

`). Denote por I� a matriz pseudoinversa de I (c.f. Apêndice A.1) e Uı uma perturbação
da matriz U . Sabemos que a matriz

�
 D UI
�

é simétrica. Entretanto, no caso com ruídos, isso não é necessariamente verdade. Portanto,
defina

Ev WD U
ı
I

� � .Uı
I

�/> e ev WD kEvk2
F ro;

como sendo a matriz de erro simétrico e o erro de simetria, respectivamente, onde k�kF ro

é a norma Frobenius. Supondo uma distribuição aleatória normal de ruídos, Winkler e
Rieder (2015) determinam que o nível de ruídos absoluto nos dados é

ıCEM WD
p
`LvCEM ; (4.8)

com
vCEM WD

ev

2.L � 1/




I�





�2

F ro
:

Repare que ıCEM é um valor absoluto, ao invés do valor relativo de ı visto em (4.2).

Estimativa da Condutividade do background e das Impedâncias de Contato

Iremos introduzir dois métodos. O primeiro determina apenas o valor da condutividade
elétrica do background, supondo que as impedâncias de contato sejam pequenas. Já o
segundo, determina simultaneamente as impedâncias de contato e a condutividade elétrica
do background.

Para o primeiro método, fixe a função constante e
 D 1 e seja eU 2 R
`L, o vetor de

potenciais correspondente (obtido computacionalmente) a partir dee
 , referente ao padrão
de correntes I D fI .1/; : : : ; I .`/g e com impedâncias de contato conhecidasezi . A estima-
tiva de condutividade elétrica do background, 
CEM

0 , é determinada a partir do vetor de
dados experimentais Uı D fU .1/; : : : ; U .`/g 2 R

`L, produzido por medições realizadas
no tanque de água salino, sem inclusões, e com impedâncias de contato desconhecidas zi .
A partir da resolução de um problema de mínimos quadrados, obtemos a estimativa:


CEM
0 WD

P̀
j D1

 
LP

iD1

�
eU .j /

i � ezi

jEi j
I

.j /
i

�
I

.j /
i

!2

P̀
j D1

 
LP

iD1

�
.U ı/

.j /
i � zi

jEi j
I

.j /
i

�
I

.j /
i

! 
LP

iD1

�
eU .j /

i � ezi

jEi j
I

.j /
i

�
I

.j /
i

! ; (4.9)
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onde jEi j é o comprimento do i -ésimo eletrodo. Para os casos com 
0 � zi , os valo-
res de zi não interferem significativamente na estimativa acima e pode-se, portanto, usar
quaisquer valores pequenos.

Para a determinação de 
CEM
0 , é necessário assumir a hipótese de que os eletrodos são

pequenos e suficientemente espaçados entre si. Assim é razoável assumir que o potencial
u.j / em cada eletrodo é praticamente constante, isto é, u.j /jEi

� constante. Aproximando
a corrente elétrica no eletrodo pelo seu valor médio, obtemos:

U
.j /
i D u.j /jEi

C zi

@u.j /

@�
� u.j /jEi

C zi

I
.j /
i

jEi j
: (4.10)

Uma desvantagem desse método é que as impedâncias de contato devem ser conheci-
das ou desprezíveis.

No segundo método, assumimos que as impedâncias de contato dos eletrodos são apro-
ximadamente iguais. Assim

zi � z > 0 para i D 1; : : : ; L;

e podemos reescrever (4.9) como o seguinte conjunto de equações:

aj O�0 C bj Oz D cj ; j D 1; : : : ; `;

onde

aj D

LX

iD1

�
eU .j /

i �
ezi

jEi j
I

.j /
i

�
I

.j /
i ;

bj D

LX

iD1

jEi j
�1
�
I

.j /
i

�2

;

cj D

LX

iD1

.U ı/
.j /
i I

.j /
i

e O�0 WD 
�1
0 . Desse modo, chegamos ao seguinte problema de regressão linear sobrede-

terminado: 0
B@
a1 b1

:::
:::

a` a`

1
CA
�

O�0

Oz

�
D

0
B@
c1

:::
c`

1
CA ; (4.11)

o qual pode ser resolvido por mínimos quadrados.
Para valores baixos de impedância de contato, z � 
0, a solução do sistema pode re-

tornar valores negativos e, nesse caso, tomamos como solução um valor pequeno positivo:
fixe 0 < zmin � 1 e defina a estimativa de impedância de contato por

zCEM WD maxfOz; zming;
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onde Oz é a solução de (4.11) obtida a partir de eU comezi D zmin. Ainda mais, definimos
a correspondente estimativa de condutividade por


CEM;z WD

(
O��1
0 : se zCEM > zmin;


CEM ; com zi D zmin em (4.9) : caso contrário:
(4.12)

Embora a solução de (4.11) comezi D zmin forneça uma estimativa inicial para as
impedâncias de contato, nem sempre essa estimativa representa o valor ótimo. Em nossos
testes numéricos, percebemos que a qualidade da solução está ligada ao quão próximo está
ezi de z. Com base nessa observação, desenvolvemos um algoritmo iterativo para melhorar
essa estimativa, que funciona da seguinte maneira: usando o valor constanteez0 D zmin,
como aproximação inicial para todas as impedâncias de contato ezi , computamos o par
.


CEM;z
k

; zCEM
k

/, por meio da minimização do funcional kUk �Uık2, em que Uk 2 R
`�L

é o vetor de potenciais obtido a partir de .
CEM;z
k

; zCEM
k

/, sendo Uı o vetor de potenciais
medidos. Em seguida, atualizamosez para o valor encontrado para z na iteração anterior,
ou seja,ezkC1 WD zCEM

k
. Dessa forma, após um número razoável de iterações, digamos

m, obtemos as estimativas 
0 � 

CEM;z
m e z � zCEM

m para os valores da condutividade
do background e para as impedâncias de contato respectivamente.

Para resolver esse problema de otimização descrito, usamos o método quase Newton
de Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shanno (BFGS), descrito em Nocedal e Wright (2006,
p. 136) e implementado na biblioteca Scipy em Virtanen et al. (2020).

4.2.3 Resultados Numéricos
Nesta subseção, detalhamos dois experimentos numéricos realizados a partir dos dados ex-
perimentais descritos nas subseções anteriores. No primeiro experimento (Experimento
1), utilizaremos os métodos de regularização NLW e NTK para reconstruir as condutivi-
dades elétricas procuradas. Já para o segundo experimento (Experimento 2), usaremos
uma variação do método LM, proposto pelos autores em Margotti e Hafemann (2022),
chamado de Método de Levenberg–Marquardt com projeções relaxadas (range-relaxed
Levemberg–Marquardt, rrLM).

Em todos os casos, as funções procuradas representam o sistema de água salina des-
crito, contendo diferentes tipos de inclusões: um cilindro metálico oco (
C

1 ), dois cilindros
metálicos ocos de tamanhos diferentes (
C

2 ) e um cilindro metálico oco e um triângulo de
plástico (
C

3 ). Os tamanhos e posicionamentos da inclusões variam.
Para as reconstruções das condutividades, foi elaborada uma triangulação T contendo

1200 elementos e 681 vértices. Como não temos informações precisas sobre as impedân-
cias de contato zi e sobre a condutividade do background 
0, essas quantidades foram
estimadas a partir de uma medição sem inclusões utilizando a equação (4.11), conforme
descrito nas subseções anteriores. O nível de ruídos de cada experimento também é desco-
nhecido, assim estimamos cada ıj referente aos dados da inclusão 
C

j para j 2 f1; 2; 3g
a partir da equação (4.8). Os valores obtidos para as impedâncias de contato e para a con-
dutividade do background foram zi D 7;82 � 10�2, onde i D 1; : : : ; L, e 
0 D 0;93.
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Já para o nível de ruídos dos dados, estimamos ı1 D 2;68 � 10�2 (aproximadamente
0;42%), ı2 D 2;67 � 10�2 (aproximadamente 0;43%), ı3 D 3;00 � 10�2 (aproximada-
mente 0;44%). O método (4.11), iniciado com zmin, não foi capaz de retornar um resultado
ótimo, sendo necessário aplicar o algoritmo iterativo sugerido na Seção 4.2.2.

Experimento 1

Os parâmetros usados para o algoritmo NTK foram ˛ D 5 � 10�3 com um limite de 100
iterações internas. Já para o método NLW, tomamos � D 1 e limitamos a 500 iterações
internas. Ambas iterações internas foram controladas por (4.3) com os parâmetros: �0 D
0;85, �max D 0;999, � D 0;98 e R D 0;98. O critério de parada empregado para
a iteração externa foi o princípio da discrepância (4.4), com � D 1;1 ou 50 iterações
externas, o que ocorrer primeiro. Os resultados das reconstruções de 
C

j para j D 1; 2; 3,
são apresentadas nas Figuras 4.7 e 4.8. As conclusões e a análise dos resultados estão
apresentados a seguir.

� (Formatos) Na Figura 4.7, observamos que, para 
C
1 e 
C

3 , os formatos reconstruídos
por NTK e NLW são parecidos. Ambos tiverem dificuldades na forma triangular. Já para

C

2 , NTK obteve maior sucesso em separar as duas inclusões.
� (Valores de Condutividade) A reconstrução das condutividades apresentou valores

na faixa de 0;1 a 3;0. Em todos os casos, os valores obtidos pelo método NTK foram
superiores aos obtidos pelo método NLW. Além disso, a condutividade do background não
se manteve constante, apresentando instabilidades, principalmente nas regiões próximas
às inclusões e às bordas do tanque.

� (Esforço Computacional) O método NTK apresentou menor número de iterações
externas, o que indica menor esforço computacional em comparação ao NLW. Além disso,
o algoritmo NLW atingiu o número máximo de iterações externas. Ainda mais, maiores
valores de � para NLW causam a divergência da sequência gerada pelo algoritmo, princi-
palmente para 
C

3 , tornando inviável a aceleração do método pelo aumento desse parâme-
tro.

É importante destacar que ambos os métodos tiveram dificuldades na reconstrução de

C

3 . Uma possível causa é a baixa condutividade do plástico. Segundo a teoria, 
 precisa
ser limitada inferiormente por uma constante positiva (
 2 L1

C .˝/), mas, para 
C
3 , essa

função está muito próxima de zero dentro da região onde se encontra a inclusão de plástico.

Experimento 2

Para realizar este experimento, não usamos um método de regularização clássico, como
aqueles descritos no Apêndice B. Em vez disso, aplicamos um algoritmo proposto mais
recentemente, o qual pode ser considerado uma adaptação do método LM, c.f. (B.22). O
objetivo desse experimento é convencer o leitor de que melhores resultados, do que aque-
les apresentados no Experimento 1, podem ser obtidos usando métodos mais sofisticados.

O algoritmo que usamos nesse experimento foi proposto em Margotti e Hafemann
(ibid.), sendo chamado de Método de Levenberg–Marquardt com projeções relaxadas
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Figura 4.7: Experimentos com os dados reais KIT4: reconstruções 
nı
dos algoritmos

NLW e NTK para diferentes inclusões.

(rrLM). Explicaremos a seguir, o funcionamento do método rrLM, porém não apresentare-
mos todos os detalhes. O leitor interessado, deve considerar ler o artigo original, Margotti
e Hafemann (2022), que descreve o algoritmo, faz uma análise completa da convergên-
cia do método proposto e apresenta experimentos numéricos, realizados em uma estrutura
bastante similar a esta aqui descrita.

O método rrLM se aplica a operadores definidos entre espaços de Banach regulares o
suficiente. Ao invés do funcional da norma, h.x/ D kxk2=2, comumente usado em espa-
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Figura 4.8: Experimentos com os dados reais KIT4: valores do resíduo para as soluções
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3

ços de Hilbert, esse método utiliza como termo de penalização (termo que multiplica ˛n

em (B.22)), a chamada distância de Bregman, induzida por um funcional uniformemente
convexo.

Sob condições adequadas, provamos, para os métodos clássicos, que 
nı
�! 
�

quando ı �! 0, sendo 
� a solução de norma mínima (veja Exercício B.7). Modifi-
cando o termo de penalização h, por um funcional mais apropriadoH , a família .
nı

/ı>0

irá convergir, sob condições apropriadas, para a solução do problema inverso que tiver
o menor valor funcional em H . Desse modo, é possível incorporar informações a priori
pela utilização de um funcional conveniente, de modo que a família .
nı

/ı>0 convirja à
solução mais apropriada.

A estratégia das projeções relaxadas, também usada no algoritmo rrLM, consiste em
um método de determinação a posteriori para a sequência .˛n/ em (B.22), visando a ace-
leração do algoritmo. Nesse caso, a determinação de ˛n é dada de maneira implícita e
exige, em cada passo do método, a resolução de um problema auxiliar, o qual se baseia na
projeção do vetor atual 
n em um determinado conjunto fechado e convexo, que separa as
soluções do problema inverso do vetor 
n.

Como mencionado acima, a execução do método rrLM requer o uso de um funcional
uniformemente convexo. Nesse experimento, utilizamos como base o funcional convexo
chamado de Variação Total (Total Variation - T V ), que pode ser definido de uma maneira
simplificada nesse contexto por

T V.
/ D

Z

˝

jr
.x/j dx D kr
kL1.˝/:

Como é bem sabido, esse é um funcional apropriado para a detecção de descontinuidades
(veja e.g. Chambolle e Lions (1997)). Infelizmente o funcional T V não é uniformemente
convexo em nosso espaço de interesse e, por conta disso, foi necessário utilizar uma com-
binação desse funcional com a norma de L2.˝/, resultando em

H.
/ D .1 � �/T V.
/C �k
k2
L2.˝/;
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com 0 < � < 1. Desse modo, o funcional H é uniformemente convexo em L2.˝/, e a
distância de Bregman induzida por H foi o termo de penalização escolhido para realizar
o experimento aqui descrito.

Esse experimento foi conduzido utilizando a mesma triangulação, bem como as estima-
tivas de condutividade, impedâncias de contato e nível de ruídos descritas na Seção 4.2.3.
Os resultados obtidos estão exibidos na Figura 4.9, em que na primeira linha se vê a ima-
gem real do experimento realizado; na segunda, a reconstrução obtida pelo método rrLM.

In
clu

sõ
es
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0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Figura 4.9: Experimentos com dados reais utilizando o KIT4: reconstruções 
nı
do al-

goritmo rrLM, combinado com o funcional da Variação Total, conforme Margotti e Hafe-
mann (2022).

É visualmente claro que, nas reconstruções, obtidas pelo método rrLM, as formas e
o posicionamento das inclusões são melhor detectadas do que naquelas obtidas pelos mé-
todos NLW e NTK, apresentados na Figura 4.7. Percebe-se também uma variação muito
menor no background, quando se considera a reconstrução obtida pelo método rrLM.



A Teoria Clássica
de Regularização

de Problemas
Inversos

Em co-autoria com Marco Antônio Pauleti

Neste apêndice, estudaremos a teoria clássica de regularização, utilizada para obter-se
soluções estáveis de problemas inversos mal postos. Apesar de grande parte das ideias aqui
expostas poder ser adaptada a problemas não lineares definidos em espaços mais gerais,
para facilitar a compreensão, vamos nos concentrar em problemas lineares em espaços de
Hilbert, incluindo apenas ideias básicas da teoria para problemas não lineares ou espaços
de Banach mais gerais.

O matemático francês Hadamard (1902) propôs a seguinte definição de Problema bem
posto.
Definição A.0.1 (Hadamard). Sejam X e Y espaços normados e A W X �! Y um opera-
dor linear limitado. Diremos que a tripla .A; X; Y / é um problema bem posto se:

i. (Existência) Para cada y 2 Y , existe pelo menos um elemento x 2 X tal que Ax D y;
ii. (Unicidade) Para cada y 2 Y , existe no máximo um elemento x 2 X tal que Ax D y;
iii. (Estabilidade) Se Ax D y, então, para qualquer sequência .xk/ � X que satisfaça

Axk �! y, vale xk �! x.
Se .A; X; Y / não é bem posto, diremos que é um problema mal posto.

Hadamard, assim como muitos de seus contemporâneos, acreditava que se um pro-
blema real fosse corretamente modelado, então ele deveria ser bem posto (”a natureza
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não faz saltos”). Caso isso não ocorresse, o problema era considerado incorretamente
modelado e, por isso, chamado de mal posto.

Claramente os itens (i) e (ii) da definição de Hadamard significam que o operador A
é bijetivo e, portanto, invertível. O item (iii), por sua vez, significa que a inversa de A é
contínua. Perceba que o item (iii) não é totalmente independente de (i) e (ii), pois se X
e Y são espaços de Banach, então, como A é contínua, o item (iii) será automaticamente
satisfeito pelo Teorema da Aplicação Aberta, veja Kreyszig (1991).

O terceiro item é certamente o mais delicado dos três que aparecem na definição. Per-
ceba que (i) e (ii) dependem apenas das características algébricas do operador A e são,
portanto, independentes da topologia fixada nos espaços X e Y . Além disso, os proble-
mas de injetividade e sobrejetividade do operador A podem ser tratados utilizando-se o
conceito de soluções generalizadas, como teremos a oportunidade de ver na próxima se-
ção.

A não verificação do item (iii) inevitavelmente acarreta problemas de instabilidade,
fazendo com que soluções obtidas a partir de um vetor levemente perturbado no lado
direito da equação Ax D y estejam arbitrariamente distantes da solução procurada.

Exemplo 1 (operador integral). SejamX WD C Œ0; 1�, o espaço das funções reais contínuas
definidas no intervalo Œ0; 1�, eY WD C 1

? Œ0; 1� WD ff 2 C Œ0; 1� W f 0 2 C Œ0; 1� e f .0/ D 0g.
Considere o operador integral A W X �! Y definido por

.Af /.x/ D

Z x

0

f .t/dt; 0 6 x 6 1:

Então A está bem definido, é linear e bijetivo (veja Exercício A.6). Ainda, munindo os
espaços X e Y com a norma do supremo,

kf k D supfjf .x/j W x 2 Œ0; 1�g;

o operador A é limitado, pois, para toda f 2 X , temos
ˇ̌
ˇ
Z x

0

f .t/dt
ˇ̌
ˇ 6

Z x

0

jf .t/jdt 6 sup
06t61

jf .t/j

Z x

0

dt D kf k.x � 0/;

e, portanto,

kAf k D sup
06x61

ˇ̌
ˇ
Z x

0

f .t/dt
ˇ̌
ˇ 6 kf k:

Sendo assim, os itens (i) e (ii) da definição de Hadamard são satisfeitos. Porém o item (iii)
é violado, pois para a sequência fn.x/ D xn temos que

.Afn/.x/ D
xnC1

nC 1
;

e, portanto,

kAfnk D sup
06x61

1

nC 1
jxjnC1 D

1

nC 1
�! 0 quando n �! 1;
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mas
kfnk D sup

06x61

jxjn D 1 para todo n 2 N:

Logo Afn �! 0 D A0, mas fn ¹ 0.

Tomando a sequênciafn.x/ D n sin
�
x=n2

�
no exemplo acima, obtemos que kAfnk �!

0, ao mesmo tempo que kfnk �! 1 (veja Exercício A.6).

A.1 A Pseudoinversa de Moore–Penrose
Sejam X e Y espaços de Hilbert. Vamos usar a notação B.X; Y / para nos referir ao
conjunto de todos os operadores A W X �! Y lineares e contínuos. Nesta seção, vamos
assumir que A 2 B .X; Y /.

Nosso objetivo principal é relaxar a definição de Hadamard. Para isso, introduzire-
mos a noção de solução generalizada através do uso da pseudoinversa. Apresentaremos
os principais resultados, mas apenas alguns poucos serão provados. As demonstrações
podem ser encontradas em Rieder (2003, Seção 2.1) e Pauleti (2021, Apêndice A.1).

Nosso primeiro passo será uma tentativa de relaxar a exigência sobre a sobrejetividade
do operador A. Para isso, vamos procurar um vetor bx 2 X que satisfaça a seguinte
propriedade:

8 x 2 X ; kAbx � yk 6 kA x � yk: (A.1)
Se tal vetor existir, diremos que é uma solução de mínimos quadrados. O teorema a seguir
caracteriza essas soluções.

Teorema A.1.1. Sejam X e Y espaços de Hilbert, A 2 B .X; Y / e y 2 Y . Considere o
subespaço fechadoM D R .A/ de Y . Então são equivalentes:
I. bx 2 X satisfaz (A.1);
II. bx 2 X é tal que Abx D projM .y/ ;

III. bx 2 X satisfaz a equação normal A�A x D A� y .

No Teorema acima, A� W Y �! X é a adjunta de A.
Considere o conjunto S .y/ WD fx 2 X W A�A x D A� yg de todas as soluções de

mínimos quadrados, relativas ao vetor y 2 Y . Como A é linear e contínuo, segue que
S .y/ é convexo e fechado (veja Exercício A.2). Além disso, temos o seguinte resultado:

Teorema A.1.2. Sejam X e Y espaços de Hilbert, A 2 B .X; Y / e y 2 Y . Então

S .y/ ¤ ; () y 2 R .A/˚ R .A/? :

O conjunto R .A/˚R .A/? é um subespaço denso no espaço vetorial Y . Além disso,
o conjunto R .A/ � Y é fechado se, e somente se, R .A/˚ R .A/? D Y , conforme re-
sultado do Teorema A.1.6 abaixo. ComoA é linear, temos, em particular, que uma solução
de mínimos quadrados sempre existe caso X ou Y tenha dimensão finita (Exercício A.5).
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De um modo geral, podemos garantir a existência de uma solução de mínimos quadra-
dos sempre que o lado direito do sistema Ax D y pertencer a um subespaço adequado,
denso em Y . Isso resolve parcialmente o problema da sobrejetividade de A. Analisemos
agora a injetividade. O conjunto S .y/, quando não vazio, pode conter mais de um ele-
mento. Sendo assim, devemos impor uma condição a priori para selecionar um elemento
de interesse.

Teorema A.1.3. Sejam X e Y espaços de Hilbert e A 2 B .X; Y /. Se y 2 R .A/ ˚

R .A/?, então o conjunto das soluções de mínimos quadrados, S .y/, admite um único
vetor de norma mínima, isto é, existebx 2 S .y/ tal que para todo x 2 S .y/, distinto de
bx, temos que kbxk < kxk .

Sendo assim, para cada y 2 R .A/ ˚ R .A/? � Y , existe uma única solução de
mínimos quadrados de menor norma, a qual denotaremos por x�. A função que associa y
a x� é justamente a pseudoinversa de A.

Definição A.1.4. Sejam X e Y espaços de Hilbert e A 2 B .X; Y /. Defina o conjunto
D .A�/ D R .A/ ˚ R .A/? e o operador A� W D .A�/ � Y �! X , y 7! x�. O
operador A� é chamado de pseudoinversa (ou inversa de Moore–Penrose) de A . O vetor
x � D A� y é chamado de solução de norma mínima (ou solução generalizada) para o
sistema A x D y .

Como se vê, a função A� associa cada vetor y 2 D .A�/ ao único vetor de norma
mínima, solução da equação normal A�A x D A� y . Em particular, o Teorema A.1.1
implica que AA�y D proj

R.A/.y/ para todo y 2 D .A�/.

Teorema A.1.5. Sejam X e Y espaços de Hilbert, A 2 B .X; Y /, y 2 D .A�/ e x � D

A� y . Então x � 2 N .A/? e S .y/ D x � C N .A/. Em particular, x � é a única
solução de mínimos quadrados que pertence ao subespaço N .A/?.

O teorema a seguir revela importantes propriedades da pseudoinversa em espaços de
Hilbert.

Teorema A.1.6. Sejam X e Y espaços de Hilbert e A 2 B .X; Y /. Então A� possui as
seguintes propriedades:
I. A� está definido em todo o espaço Y se, e somente se, R .A/ é um subespaço fechado;

II. R .A�/ D N .A/?;

III. N .A�/ D R .A/?;
IV. A� é linear;
V. A� é contínuo se, e somente se, R .A/ é um subespaço fechado.

Prova (dos itens IV e V):
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.IV/ Pelo segundo item, temos que R .A�/ é um subespaço de X e R .A�/\ N .A/ D

f0g. Seja M D R.A/ e tome vetores y; y 2 D .A�/ e um escalar �. Então

A

�
�A� y C A

� y
�

D �AA
� y C AA

� y

D � projM .y/C projM .y/

D projM .� y C y/

D AA
� .� y C y/

D A

�
A

� .� y C y/
�
:

Dessa forma, obtemos que
�
�A� y C A� y � A� .� y C y/

�
2 R .A�/\N .A/ D

f0g. Ou seja, temos A� .� y C y/ D �A� y C A� y .

.V/ Assuma que A� é contínuo. Do item anterior, temos que A� é um operador linear e
contínuo definido num subespaço denso deY . Assim existe uma extensão linear e contínua
T W Y �! X de A�. Como A também é contínuo, temos que AT W Y �! Y é contínuo.
Considere o subespaço fechado M D R .A/. Lembre que o operador projM W Y �! Y
é contínuo. Além disso, perceba que:

8y 2 D .A�/ ; AT y D AA
� y D projM .y/:

Então AT e projM são operadores contínuos que coincidem num subconjunto denso.
Logo coincidem em todo o espaço. Daí AT D projM , obtendo que:

R .A/ D M D R .projM / D R .AT / � R .A/ :

Segue que R .A/ é um subespaço fechado.
Reciprocamente assuma que R .A/ é um subespaço fechado. Pelo primeiro item, te-

mos D .A�/ D Y . Queremos mostrar que A� W Y �! X é contínuo. Como já sabemos
que A� é linear, então basta mostrar que A� é limitado. Perceba que N .A/? � X e
R .A/ � Y são ambos subespaços fechados e, portanto, ambos são completos. Defina o
operador:

bA W N .A/? �! R .A/

x 7�! A x

Daí bA está bem definido, é bijetivo, linear e contínuo. Pelo Teorema da Aplicação
Aberta, temos que bA�1 é limitado. Além disso, como sabemos que R .A�/ D N .A/?,
então, para y 2 Y , fica bem definida a expressão bAA� y . Considere o subespaço fechado
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M D R .A/. Então, para qualquer y 2 Y , temos que



A� y
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bAA
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 kyk:

Logo
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 6
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 < 1.

O último teorema garante que se R.A/ é fechada em Y , então uma solução generali-
zada sempre existirá e dependerá continuamente dos dados. Por outro lado, caso R.A/
não seja fechada em Y , nenhum dos dois resultados será válido. Sendo assim, observamos
que os itens (i), (ii) e (iii) da definição de Hadamard serão válidos (para uma solução ge-
neralizada) se, e somente se, R.A/ D R.A/. Isso motiva a próxima definição, proposta
originalmente por Nashed (1987):

Definição A.1.7. Sejam X e Y espaços de Hilbert e A 2 B .X; Y /. Dizemos que a tripla
.A; X; Y / é um problema bem posto (no sentido de Nashed) se R .A/ é um subespaço
fechado de Y . Caso contrário, essa tripla é chamada de problema mal posto.

Daqui em diante, sempre que mencionarmos que .A; X; Y / é um problema mal posto,
tal afirmação deve ser interpretada no sentido de Nashed.

Terminamos esta seção mostrando que, mesmo sob condições pouco restritivas, os
problemas inversos associados a operadores compactos (c.f. Definição A.3.3) são sempre
mal postos.

Teorema A.1.8. SejamX e Y espaços de Hilbert eA 2 B .X; Y / um operador compacto.
Então R .A/ é um subespaço fechado se, e somente se, R .A/ é de dimensão finita.

Prova:

Se R .A/ é de dimensão finita, então sabemos que é um subespaço fechado. Reciproca-
mente suponha que R .A/ é um subespaço fechado. Neste caso, observe que N .A/? �
X e R .A/ � Y são ambos subespaços fechados e, portanto, ambos são completos. Con-
sidere o operador:

bA W N .A/? �! R .A/

x 7�! A x

como na prova do último teorema. Então bA está bem definido, é bijetivo, linear e com-
pacto. Pelo Teorema da Aplicação Aberta, temos que bA�1 é limitado. Assim o operador
identidade I R.A/ D bAıbA�1 é compacto, pois é a composição de um operador compacto
com um limitado. Sendo I R.A/ compacto, segue que R .A/ é de dimensão finita.
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Corolário A.1.8.1. SejamX e Y espaços de Hilbert eA 2 B .X; Y / compacto. Suponha
que R .A/ é de dimensão infinita. Então, a tripla .A; X; Y / é um problema mal posto.

A.2 Problemas Inversos Lineares
Sejam X e Y espaços de Hilbert e A 2 B .X; Y /. Estamos interessados em aproximar a
solução generalizada x� D A�y 2 X do problema inverso

Ax D y; (A.2)

em que y 2 D .A�/ é um vetor fixado. Em situações práticas, o vetor y é o resultado de
medições e, por isso, é inevitável que esse esteja contaminado por ruídos. Vamos, então,
assumir que apenas uma versão perturbada yı 2 Y satisfazendo

ky � yık 6 ı; (A.3)

está disponível.
Se a tripla .A; X; Y / é um problema bem posto, isto é, se a imagem do operador A é

fechada em Y , então o vetor x�

ı
WD A�yı aproxima a solução generalizada no seguinte

sentido

kx�

ı
� x�k D kA�.yı � y/k 6 kA�kı �! 0; quando ı �! 0:

Por outro lado, se estivermos tratando de um problema mal posto, não teremos garantias
de que o vetor yı pertença ao domínio da pseudoinversa, uma vez que D.A�/ ¤ Y . Além
disso, mesmo que y 2 D.A�/, a convergência acima não está garantida, visto que A� é
descontínua e, portanto, não possui uma norma bem definida.

A principal ideia da teoria de regularização é substituir a pseudoinversa de A por um
operador de reconstrução. Por definição, esse deve ser um operador contínuo (não neces-
sariamente linear) R W Y �! X satisfazendo R .0/ D 0. Uma vez que dispomos de um
operador de reconstrução R , podemos tomar xı D R yı como uma solução aproximada
do problema inverso. Nesse caso, teremos

kxı � x�k D kR yı � A
�yk 6 kR yı � R yk C kR y � A

�yk:

Perceba que o primeiro termo no lado direito da desigualdade será ”pequeno”, uma
vez que yı está próximo de y, e o operador de reconstrução é contínuo. Para garantir a
estabilidade da reconstrução, precisamos de algum modo manter também o segundo termo
sob controle.

Nossa estratégia será aproximar A� por uma família .R˛/˛ > 0 de operadores de re-
construção. Para y 2 D .A�/ e uma versão com ruídos y ı 2 Y satisfazendo ky � y ık 6

ı , queremos ser capazes de extrair uma família de elementos do conjunto .R˛ y
ı/˛ > 0
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que se aproxime deA� y assintoticamente com o nível de ruídos decrescente. Ou seja, que-
remos selecionar um subconjunto .˛ D ˛.ı; y ı//ı > 0 do conjunto de parâmetros ˛ > 0
para o qual se aplica kR˛.ı;yı/ y

ı � A� yk �! 0 quando ı �! 0C. A escolha de pa-
râmetros deve ser possível para todo y 2 D .A�/, e a convergência do erro deve ocorrer
uniformemente na bola fechada de raio ı e centro em y.

Definição A.2.1. Sejam X e Y espaços de Hilbert e A 2 B .X; Y /. Seja .R˛/˛ > 0 uma
família de operadores de reconstrução. Se existir uma função ˛ W .0 ;1/�Y �! .0 ;1/
tal que para todo y 2 D .A�/ tivermos:

sup f˛.ı; y ı/ W y ı 2 Y ;



y � y ı




 6 ıg �! 0; quando ı �! 0 (A.4)

e

supf



R˛.ı;y ı/ y

ı � A
� y



 W y ı 2 Y ;




y � y ı



 6 ıg �! 0; quando ı �! 0;

(A.5)
então o par ..R˛/˛ > 0 ; ˛/ é chamado de método!de regularização para o operador A�.
Falamos de regularização linear se todos os R˛ forem lineares. A função ˛ é chamada
de escolha de parâmetro, e o valor numérico ˛.ı; y ı/ é chamado de parâmetro de regula-
rização. Se ˛ depende apenas de ı, então falamos de uma escolha de parâmetros a priori
e, caso contrário, de uma escolha de parâmetros a posteriori.

Observação A.2.2. Podemos restringir os valores que o parâmetro ˛ > 0 atinge. Isto é,
podemos assumir que ˛ 2 S � .0;1/, onde S é tal que zero é um ponto de acumulação
deste conjunto, de forma que faça sentido tomar o limite ˛ �! 0. Por exemplo, pode-
mos considerar o conjunto discreto S D f1; 1=2; 1=3; : : : g. Em geral, vamos formular
definições e enunciar resultados para S D .0;1/, mas que fique implícito que sempre é
possível fazer tal restrição.

Uma consequência de (A.5) é que 8y 2 D .A�/ vale a convergência:

lim
ı ! 0




R˛.ı;y/ y � A
� y



 D 0: (A.6)

Defina o conjunto� D f˛.ı; y/ W ı > 0 ; y 2 D .A�/g que coleta todos os parâmetros de
regularização, que desempenham um papel no limite em (A.6). Por causa de (A.4), temos
que zero é ponto de acumulação de �. Além disso, temos (A.6) implicando em

lim
� ! 0
� 2 �




R� y � A
� y



 D 0; (A.7)

para todo y 2 D .A�/. Com isso, provamos o seguinte resultado:

Proposição A.1. Sejam X e Y espaços de Hilbert e A 2 B .X; Y /. Seja ..R˛/˛ > 0 ; ˛/
um método de regularização para A�. Então a subfamília .R�/� 2 � converge pontual-
mente em D .A�/ para A� quando � �! 0C.
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No caso de um problema mal posto, a família .kR˛k/˛ > 0 não pode ser limitada.

Proposição A.2. Sejam X e Y espaços de Hilbert e A 2 B .X; Y /. Seja ..R˛/˛ > 0 ; ˛/
um método de regularização para A�. Se a imagem de A não é fechada em Y , então o
conjunto .kR˛k/˛ > 0 não é limitado superiormente.

Prova: Essa é uma consequência da última proposição em conjunto com o Teorema de
Banach–Steinhaus, veja Rieder (2003, p. 54).

O erro de reconstrução kR˛ y
ı �A� yk de uma regularização linear é composto pelo

erro de dados e pelo erro de aproximação:



R˛ y

ı � A
� y
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R˛ y
ı � R˛ y





„ ƒ‚ …
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C



R˛ y � A

� y





„ ƒ‚ …
erro de aproximação

6 ı kR˛k C



R˛ y � A

� y





(A.8)

Quando o parâmetro ˛ > 0 tende a zero, o erro de aproximação também tende a
zero. Por outro lado, o erro de dados fica arbitrariamente grande. Em geral, o erro de
reconstrução explode tanto para ˛ �! 0C quanto para ˛ �! 1. A questão que se
coloca é a escolha do parâmetro de regularização ótimo, que se caracteriza por minimizar
o erro de reconstrução a medida que atinge o equilíbrio entre os erros de aproximação e
de dados.

Note que no Definição A.2.1 mencionamos a possibilidade de ˛ não depender de y ı .
Daí é natural nos perguntarmos: Seria possível ˛ não depender de ı ? No caso em que o
problema é mal posto, a resposta é negativa, como mostra o teorema a seguir.

Teorema A.2.3 (Veto de Bakushinskii). SejamX e Y espaços de Hilbert eA 2 B .X; Y /.
Então existe um método de regularização ..R˛/˛ > 0 ; ˛/ para A� tal que ˛ não depende
de ı se, e somente se, R .A/ D R .A/.

Prova:

.)/ Assuma a existência de tal método de regularização. Como ˛ não depende de ı ,
escrevemos ˛ D ˛.y ı/. Fixe uma sequência .ık/ satisfazendo ık �! 0C. Segue de
(A.5) que, para todo y 2 D .A�/, temos que:

supf



R˛.y ı/ y

ı � A
� y



 W y ı 2 Y ;




y � y ı



 6 ıg �! 0 quando ı �! 0C: (A.9)
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Em particular, para todo y 2 D .A�/, obtemos R˛.y/ y D A� y . Seja y 2 D .A�/

arbitrário e tome uma sequência .yn/ � D .A�/ tal que yn �! y . Queremos mos-
trar que A� yn �! A� y para concluir a continuidade de A�. Tome uma subsequência
.A� ynk

/ tal que


y � ynk



 6 ık para todo k > 1 . Segue de (A.9) que R˛.y nk
/ ynk

D

A� ynk
�! A� y quando k �! 1 . Repetindo esse procedimento, mostramos que toda

subsequência de .A� yn/ possui ela própria uma subsequência convergindo para A� y .
Logo A� yn �! A� y . Assim A� é contínua e, portanto, R .A/ D R .A/ pelo Teo-
rema A.1.6.

.(/ Assuma que R .A/ D R .A/ . Nesse caso, sabemos que D .A�/ D Y e que
A� W Y �! X é contínua (Teorema A.1.6). Para qualquer função ˛ que não dependa
de ı , faça R˛ D A� que temos um método de regularização.

Uma característica interessante é que não é possível provar taxas de convergência uni-
forme para métodos de regularização (ou qualquer método) que se dispõe a resolver o
problema inverso Ax D y.

Teorema A.2.4. Sejam X e Y espaços de Hilbert e A 2 B .X; Y /. Seja ..R˛/; ˛/
um método de regularização para A�. Então não existe função f W R

C �! R
C, com

limı!0C f .ı/ D 0, tal que a desigualdade

kR˛.ı;yı/y
ı � A

�yk 6 f .ı/

seja válida para todo ı > 0 e para todo y 2 D.A�/ com kyk 6 1.

Prova:

Veja Engl, Hanke e Neubauer (2000, Prop. 3.11).

A convergência de um método de regularização, quando aplicado a um problema mal
posto, é, portanto, arbitrariamente lenta. Sendo assim, taxas de convergência podem ser
obtidas apenas sob restrições adicionais impostas sob a solução generalizada x� do pro-
blema inverso. Tais restrições são chamadas de condições de fonte e envolvem a compa-
ração de diferentes método de regularização com o chamado erro do pior caso, veja Engl,
Hanke e Neubauer (ibid., Seção 3.2) ou Rieder (2003, Seção 3.2).

A.3 Problemas Inversos Não Lineares
Muitos problemas inversos de interesse prático são não lineares como, por exemplo, a
Tomografia por Impedância Elétrica, estudada neste livro. Nesta seção, apresentaremos
de maneira resumida alguns dos principais resultados sobre a caracterização de problemas
mal postos não lineares e suas conexões com os problemas lineares. Iniciemos com a
definição de problema localmente mal posto.
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Definição A.3.1. Sejam X e Y espaços de Banach e F W D.F / � X �! Y um opera-
dor (possivelmente não linear) contínuo. Diremos que a tripla .F;X; Y / é um problema
localmente bem posto em x 2 D.F / se existe r > 0, tal que, para qualquer sequência
.xn/ � Br .x/ \ D.F /, vale a implicação

lim
n!1

kF.xn/ � F.x/k D 0 H) lim
n!1

kxn � xk D 0:

Se a tripla .F;X; Y / não for um problema localmente bem posto em x 2 D.F /, diremos
que esta é um problema localmente mal posto nesse ponto.

Note que:
• Na definição acima, usamos a notação Br .x/ para nos referir à bola com centro

em x e raio r , isto é, Br .x/ WD fx 2 X W kx � xk < rg;
• A definição de localmente bem posto (e de localmente mal posto) depende também

de D.F /, no entanto omitimos esse conjunto na tripla .F;X; Y /, assumindo que
está embutido na definição de F ;

• .F;X; Y / é um problema localmente mal posto em x 2 D.F / se, para cada r > 0,
existe uma sequência .xn/ � Br .x/ \ D.F / tal que

F.xn/ �! F.x/; mas xn ¹ x: (A.10)

Segue imediatamente da definição que se x não é um ponto isolado da pré-imagem de
y 2 Y , então .F;X; Y / é localmente mal posto em x.

Sabemos que em espaços de Hilbert X e Y , com A 2 B.X; Y /, a tripla .A; X; Y / é
um problema bem posto se, e somente se, R.A/ D R.A/. Observe que a definição de
malposição local se aplica em particular a problemas lineares. De fato, é fácil perceber
que a tripla .A; X; Y / é um problema localmente bem posto num ponto particular x 2 X
se, e somente se, é localmente bem posto em qualquer ponto deX . Sendo assim, podemos
afirmar simplesmente, sem problemas de ambiguidade, que .A; X; Y / é localmente bem
posto (caso seja localmente bem posto em algum ponto e, portanto, em todos os pontos)
ou localmente mal posto (caso seja localmente mal posto em algum ponto, e portanto em
todos os pontos).

Temos ainda, a seguinte caracterização para problemas lineares em espaços de Hilbert,
veja Rieder (ibid., Exercício 7.2): a tripla .A; X; Y / é um problema localmente bem posto
se, e somente se, A é injetiva e R.A/ D R.A/. Logo

.A; X; Y / é localmente mal posto () N .A/ ¤ f0g ou R.A/ ¤ R.A/:

Em particular, as noções de problema localmente mal posto e mal posto (no sentido de
Nashed) coincidem se A é injetivo.

No que se segue, vamos supor que o operador não linear F é Fréchet-diferenciável
em x 2 int.D.F // (veja Definição B.1.1 abaixo) e analisar as relações existentes entre a
má-posição local de .F;X; Y / em x e a má-posição local de .A; X; Y /, onde A WD F 0.x/.
Temos o seguinte resultado:
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Proposição A.3. Sejam X e Y espaços de Hilbert e suponha que F W D.F / � X �! Y
seja Fréchet-diferenciável com derivada localmente Lipschitz contínua emx 2 int.D.F //,
isto é, existe uma constante L > 0 e um raio r > 0 tais que

kF 0.x/ � F 0.x/k 6 Lkx � xk; para todo x 2 Br .x/ � D.F /:

Se a tripla .F;X; Y / é um problema localmente mal posto em x, então .F 0.x/; X; Y / é
localmente mal posto, isto é, o operador linear F 0.x/ é não injetivo ou tem imagem não
fechada em Y .

Prova: Veja Rieder (2003, Teorema 7.3.5).

A recíproca da proposição acima é falsa, veja e.g. Rieder (ibid., Exemplo 7.3.6). No
entanto, na presença da chamada Condição do Cone Tangencial, temos a equivalência
entre a má-posição local de .F;X; Y / em x e a de .F 0.x/; X; Y /.

Condição do Cone Tangencial (TCC): existe um vetor x0 2 X e constantes 0 6 � <
1 e � > 0 tais que

kF.x/�F.w/�F 0.w/.x�w/k 6 �kF.x/�F.w/k; para todo x;w 2 B�.x0/: (A.11)

A condição do cone tangencial é amplamente utilizada como hipótese para provar
a convergência de métodos de regularização para problemas não lineares. Como se vê,
representa uma restrição na não linearidade do operador F . De fato, é fácil perceber que
essa condição é satisfeita com � D 0 e � > 0 qualquer se F é linear. Reciprocamente,
se ela é satisfeita com � D 0, então, na bola B�.x0/, F é uma função linear mais uma
constante. De uma maneira informal, quanto menor é o valor de � em (A.11), mais próxima
de uma função linear estará F .

Métodos do tipo Newton inexato são métodos de regularização que substituem um
problema não linear por uma sequência de problemas linearizados, e por conta disso, uma
condição que controle o erro de linearização é necessária (veja a Apêndice B.2.2). No
Exercício A.7, algumas implicações de (A.11) são estudadas.

Teorema A.3.2. Sejam X e Y espaços de Hilbert e suponha que F W D.F / � X �! Y
satisfaça a Condição do Cone Tangencial (A.11). Então:
• A tripla .F;X; Y / é um problema localmente bem posto em x 2 B�.x0/ se, e somente

se, .F 0.x/; X; Y / é localmente bem posto;
• A tripla .F;X; Y / é um problema localmente mal posto em x 2 B�.x0/ se, e somente

se, .F 0.x/; X; Y / é localmente mal posto.

Prova: As afirmações são uma consequência das desigualdades apresentadas no Exercí-
cio A.7, veja Rieder (ibid., Teorema 7.3.7).

A seguir, vamos analisar as relações entre operadores (não lineares) compactos e má-
-posição local.
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Definição A.3.3. Um operador F W D.F / � X �! Y entre espaços normados X e Y é
compacto, se a imagem de conjuntos limitados é pré-compacta, isto é,

U � D.F / limitado H) F.U / compacto:

Um operador compacto e contínuo é chamado de totalmente contínuo.
Observe que se um operador linear é compacto então ele é limitado e, portanto, total-

mente contínuo.
Definição A.3.4. Um operador F W D.F / � X �! Y entre espaços de Hilbert X e Y
é fracamente sequencialmente fechado se para qualquer sequência .xn/ � D.F / vale a
implicação

xn * x 2 X e F.xn/ * y 2 Y H) x 2 D.F / e F.x/ D y:

Uma propriedade importante de operadores F , que são totalmente contínuos e fra-
camente sequencialmente fechados, é que transformam sequências fracamente conver-
gentes em sequências fortemente convergentes. Mais precisamente, se .xn/ � D.F /
e x 2 D.F /, então

xn * x H) F.xn/ �! F.x/; (A.12)
veja Exercício A.8.

Similarmente ao que ocorre no caso linear, c.f. Teorema A.1.8, operadores compactos
estão fortemente relacionados a problemas localmente mal postos:
Teorema A.3.5. Sejam X e Y espaços de Hilbert e F W D.F / � X �! Y um operador
totalmente contínuo e fracamente sequencialmente fechado. Assuma que X é separável,
dimX D 1 e que x 2 int.D.F //. Então .F;X; Y / é localmente mal posto em x.
Prova:

Seja r > 0. Como X é um espaço de Hilbert separável com dimensão infinita, X admite
uma base ortonormal .en/. Agora, como x 2 int.D.F //, existe s > 0 tal que BsŒx� WD
fx 2 X W kx � xk 6 sg � D.F /. Tome 0 < t < minfs; rg e defina xn WD x C ten. Uma
vez que kxn � xk D t , segue que .xn/ � Br .x/ \ D.F / e .xn/ não converge a x. Por
outro lado, como .en/ é uma base ortonormal, essa converge fracamente a zero e xn * x,
que em vista de (A.12) implica F.xn/ �! F.x/. Logo .F;X; Y / é localmente mal posto
em x (veja (A.10)).

Para definir um método de regularização para problemas lineares, c.f. Definição A.2.1,
utilizamos o conceito de solução de norma mínima. A seguir, definimos o análogo para
problemas não lineares.
Definição A.3.6. Sejam X e Y espaços normados, Ox 2 X e F W D.F / � X �! Y
um operador contínuo. Fixe y 2 R.F / e considere a pré-imagem de y, S .y/ WD fx 2
D.F / W F.x/ D yg ¤ ;. Um vetor x� 2 S .y/ é chamado de Ox�solução de norma
mínima em relação a y se

kx� � Oxk 6 kx � Oxk; para todo x 2 S .y/:
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Se F é um operador linear e contínuo eX e Y são espaços de Hilbert, então uma única
Ox�solução de norma mínima existe para cada Ox 2 X , veja Exercício A.3. Como em geral
F é não linear, o conjunto S .y/ pode não ser convexo e não é possível garantir que uma
Ox�solução de norma mínima existirá. Porém, assumindo a condição do cone tangencial
(A.11), é possível mostrar que o conjunto S .y/\B�.x0/ é convexo (veja Exercício A.7),
e a existência dessa solução será garantida sob algumas restrições adicionais, veja e.g.
Rieder (2003, Lema 7.3.12).

A definição seguinte generaliza o conceito de método de regularização, dado pelo De-
finição A.2.1:

Definição A.3.7. Sejam X e Y espaços de Banach e F W D.F / � X �! Y um operador
contínuo. Um Método de Regularização para F consiste em um par ..R˛/˛>0; ˛/, onde
.R˛/˛>0 é uma família de operadores contínuos R˛ W X �Y �! X e ˛ W .0;1/�Y �!
.0;1/ é uma função satisfazendo (A.4), tais que para cada y 2 R.F /

supfkx� � R˛.ı;yı/. Ox; yı/k W yı 2 Y; ky � yık 6 ıkg �! 0; quando ı �! 0:

Aqui x� é uma Ox�solução de norma mínima, em relação a y.

A.4 Exercícios
Nessa seção de exercícios, a menos que o contrário seja explicitamente afirmado, assumi-
remos que X e Y são espaços de Hilbert reais e A 2 B.X; Y /.

Exerc. A.1. Fixe y 2 Y e mostre que x 2 X satisfaz a equação normal A�Ax D A�y se,
e somente se, o resíduo do sistema Ax D y é ”normal” ao núcleo de A, isto é, .Ax�y/ 2
N .A/?.

Exerc. A.2. Fixe y 2 Y e mostre que o conjunto das soluções de mínimos quadrados

S .y/ WD fx 2 X W A�
Ax D A

�yg (A.13)

é convexo e fechado.

Exerc. A.3. Sejam y 2 R .A/ ˚ R .A/? e Ox 2 X . Mostre que existe um único vetor
x� 2 S .y/ (c.f. (A.13)) tal que

k Ox � x�k 6 k Ox � xk; para todo x 2 S .y/:

Exerc. A.4. SejamM D R .A/ eW D N .A/?. Mostre que A� é caracterizada como
sendo o único operador que satisfaz as quatro equações de Moore–Penrose:
• AA� D projM

ˇ̌
ˇ
D .A�/

• A�A D projW
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• AA�A D A

• A�AA� D A�

Exerc. A.5. Sejam X e Y espaços normados e A W X �! Y linear. Mostre que se
dimX < 1 ou dimY < 1, então dim R.A/ < 1. Conclua que nesse caso R.A/ D
R.A/.

Exerc. A.6. Sejam X D C Œ0; 1� o espaço das funções reais e contínuas definidas no
intervalo Œ0; 1� e Y D C 1

? Œ0; 1� WD ff 2 C Œ0; 1� W f 0 2 C Œ0; 1� e f .0/ D 0g. Considere o
operador integral A W X �! Y definido por

.Af /.x/ D

Z x

0

f .t/dt; 0 6 x 6 1:

a. Mostre queA está bem definido, é linear e bijetivo. (Dica: para mostrar queA é injetiva,
prove que N .A/ D f0g, usando o Teorema Fundamental do Cálculo.)

b. Prove que a sequência fn.x/ D n sin
�
x=n2

�
, 0 6 x 6 1, satisfaz kAfnk �! 0, ao

mesmo tempo que kfnk �! 1.

Exerc. A.7. Assuma a condição do cone tangencial (A.11) e mostre que:
a. Existem constantes positivas K1, K2 e K3, dependentes de �, tais que

kF.x/ � F.w/k 6 K1kF 0.x/.w � x/k 6 K2kF.x/ � F.w/k

e
kF.x/ � F.w/k 6 K3kF.x/ � F.w/ � F 0.w/.x � w/k;

para todo x;w 2 B�.x0/.
b. Para cada y 2 Y , o conjunto S.y/ D fx 2 B�.x0/ W F.x/ D yg é convexo. (Dica: use

os resultados do item a.)

Exerc. A.8. Seja F W D.F / � X �! Y um operador totalmente contínuo e fracamente
sequencialmente fechado (c.f. Definições A.3.3 e A.3.4). Prove que se .xn/ � D.F / e
x 2 D.F /, então

xn * x H) F.xn/ �! y:



B Métodos de
Regularização

para Problemas
Inversos

B.1 Métodos de Regularização para Problemas Lineares
A presente seção é dedicada à apresentação de exemplos concretos de métodos de regulari-
zação. Vamos iniciar nossa análise considerando apenas problemas lineares, sendo o caso
não linear estudado posteriormente na Apêndice B.2. Dessa forma, vamos considerar que
X e Y são espaços de Hilbert reais e A 2 B .X; Y /. Mais uma vez, gostaríamos de apro-
ximar a solução generalizada x� D A�y do problema inverso ((A.2)), sendo y 2 D .A�/
um vetor fixado e yı 2 Y satisfazendo ((A.3)). Tendo em vista o Teorema A.2.3, vamos
supor que o nível de ruídos ı > 0 é conhecido.

Iniciemos a nossa análise definindo diferentes tipos de derivadas:

Definição B.1.1. Sejam X e Y espaços normados e F W D.F / � X �! Y uma função
(possivelmente não linear). Sejam x 2 int.D.F // e v 2 X . A derivada direcional de F ,
no ponto x e na direção de v, é definida por

DF.x; v/ D lim
t!0C

F.x C tv/ � F.x/

t
;

caso esse limite exista.
Se a derivada direcional de F no ponto x existir em qualquer direção e, além disso, existir
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um operador linear e limitado T W X �! Y tal que

DF.x;w/ D T w; para todo w 2 X; (B.1)

diremos que F é Gâteaux-diferenciável em x e escrevemos F 0.x/ D T . No caso parti-
cular Y D R, chamaremos a derivada de F de gradiente de F e denotaremos F 0.x/ D
rF.x/.
Por fim, se existe um operador linear e contínuo S W X �! Y tal que

lim
khk!0

kF.x C h/ � F.x/ � Shk

khk
D 0;

então diremos que F é Fréchet-diferenciável em x e denotamos F 0.x/ D S .

Para que a derivada de Gâteaux esteja bem definida, é preciso mostrar que existe no má-
ximo um operador linear e contínuo T W X �! Y , satisfazendo (B.1), veja Exercício B.1.
É claro que se F é Fréchet-diferenciável em x, então F é também Gâteaux-diferenciável
nesse ponto e as duas derivadas coincidem.

Exemplo 2. Sejam X um espaço de Hilbert real e F W X �! R o funcional definido
por F.x/ D 1

2
kxk2. Então F é Gâteaux-diferenciável em qualquer ponto x 2 X e

rF.x/ ' x, isto é, o gradiente de F no ponto x pode ser identificado com o próprio
x no seguinte sentido: Sejam x; v 2 X . Como kx C tvk2 D kxk2 C 2hx; tvi C ktvk2,
temos que

DF.x; v/ D lim
t!0C

2thx; vi C t2kvk2

2t
D lim

t!0C

�
hx; vi C

t

2
kvk2

�
D hx; vi:

Portanto, definindo o operador linear e contínuo T W X �! R, v 7! hx; vi obtemos
rF.x/ D T , ou seja, rF.x/v D hx; vi, para todo v 2 X .

SeX é um espaço de Hilbert, então segue do Teorema de Riesz, veja Kreyszig (1991),
que podemos identificar qualquer elemento f , do dual de X , com um único elemento v,
do próprio espaço X , de modo que f .x/ D hv; xi, para todo x 2 X . Dessa forma, no
exemplo acima, podemos escrever apenas rF.x/ D x em vez de rF.x/ ' x.

Se no exemplo acima tivermos

F.x/ D
1

2
kAx � yık2; (B.2)

então rF.x/ D A�.Ax � yı/, veja Exercício B.3.
Diversos métodos de regularização consistem em aproximar (de maneira estável), um

minimizador do funcional definido em (B.2). Talvez o mais conhecido de todos seja o
método de Tikhonov.
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B.1.1 Método de Tikhonov
Na versão mais clássica desse método, o minimizador do funcional

T˛.x/ D
1

2
kAx � yık2 C ˛

1

2
kxk2; ˛ > 0; (B.3)

é utilizado como aproximação para a solução do problema inverso (A.2). Aqui, o número
real ˛ desempenha o papel do parâmetro de regularização.

Perceba que, como A é linear e a norma é um funcional estritamente convexo em
espaços de Hilbert, o funcional de Tikhonov T˛ é também estritamente convexo. Além
disso, T˛ é Gâteaux-diferenciável em qualquer ponto de x com rT˛.x/ D A�.Ax �
yı/C ˛x (veja Exercício B.5). Sendo assim, o vetor

xı
˛ WD arg minfT˛.x/ W x 2 Xg (B.4)

está bem definido, sendo o único minimizador de T˛ , que satisfaz rT˛.x
ı
˛/ D 0. Com

isso, obtemos que xı
˛ D R˛y

ı , sendo

R˛ D .A�
A C ˛I/�1

A
�: (B.5)

Com uma escolha a priori apropriada, temos um método de regularização.

Teorema B.1.2. Considere xı
˛ como definido em (B.4). Sejam y 2 R.A/ e yı 2 Y

satisfazendo (A.3). Se ˛ D ˛.ı/ é tal que

lim
ı!0

˛.ı/ D 0 e lim
ı!0

ı2

˛.ı/
D 0; (B.6)

então
lim
ı!0

xı
˛.ı/ D A

�y:

Ou seja, o par ..R˛/˛>0; ˛/, com .R˛/˛>0 definido em (B.5) e ˛ em (B.6), é um método
de regularização, c.f. Definição A.2.1.

Prova:

Sejam ın �! 0, ˛n WD ˛.ın/, yn WD yın , xn WD x
ın
˛n

e

Tn.x/ WD
1

2
kAx � ynk2 C ˛n

1

2
kxk2: (B.7)

Como xn é o único minimizador de Tn e x� D A�y é uma solução do problema inverso
(já que y 2 R.A/), obtemos

1

2
˛nkxnk2

6 Tn.xn/ 6 Tn.x
�/ D

1

2
kAx� � ynk2 C ˛n

1

2
kx�k2

6
1

2
ı2

n C ˛n

1

2
kx�k2;
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o que implica

kxnk2
6
ı2

n

˛n

C kx�k2: (B.8)

Juntando essa desigualdade com (B.6), obtemos que a sequência .xn/ é limitada e, comoX
é um espaço reflexivo, essa sequência admite uma subsequência fracamente convergente,
digamos xnk

* z 2 X . Agora, como A é um operador linear e contínuo, Axnk
* Az.

Usando que xnk
é o único minimizador de Tnk

, obtemos

1

2
kAxnk

� ynk
k2

6 Tnk
.xnk

/ 6 Tnk
.x�/ 6

1

2
ı2

nk
C ˛nk

1

2
kx�k2 �! 0;

quando k �! 1. Como ynk
�! y, temos que Axnk

�! y e, como Axnk
* Az,

concluímos que Az D y.
Observe que o minimizador de Tn pertence a N .A/?, pois uma componente não nula
em N .A/ aumentaria o segundo termo em (B.7), deixando o primeiro inalterado. Então
.xn/ � N .A/?, o que implica em z 2 N .A/?, mas x� é a única solução do problema
inverso nesse subespaço (veja Teorema A.1.5) e, portanto, z D x�. Logo xnk

* x�. Apli-
cando o mesmo argumento a cada subsequência de .xn/, obtemos que cada subsequência
de .xn/ admite ela própria uma subsequência que converge fracamente a x� e, portanto,

xn * x�: (B.9)

Vamos provar agora que lim kxnk D kx�k que, em conjunto com (B.9), provará que
xn �! x�. De fato, de (B.6) e (B.8), segue que lim sup kxnk 6 kx�k e, de (B.9), segue
que kx�k 6 lim inf kxnk, o que prova o resultado desejado.

O Método Clássico de Tikhonov é considerado um método de passo único, pois um
parâmetro de regularização ˛.ı/ é escolhido e, em seguida, o vetor xı

˛ é computado. Nesse
caso, não existe um processo iterativo para determinar a aproximação de x�. No entanto,
muitas variações desse método utilizam processos iterativos, sendo úteis para determinar
o parâmetro ˛ a posteriori, para melhorar a aproximação xı

˛ em cada passo ou ambos.
No método conhecido como Tikhonov–Phillips, o funcional em (B.3) é novamente

considerado. Porém agora o parâmetro de regularização ˛ é determinado a posteriori,
utilizando a seguinte regra: Escolha uma sequência .˛k/ � R

C tal que

lim
k!1

˛k D 0 e 
 <
˛kC1

˛k

< 1;

sendo 0 < 
 < 1 uma constante. Seja xk WD arg minT˛k
e defina

kı WD inffk 2 N W kAxk � yık 6 �ıg; (B.10)

sendo � > 1 uma constante pré-fixada. O vetor xkı
é, então, utilizado como aproximação

para x�. Procedendo dessa maneira, percebe-se que o parâmetro de regularização é esco-
lhido como sendo o primeiro elemento na sequência .˛k/ tal que kAxk � yık 6 �ı. A
regra (B.10) é chamada de Princípio da Discrepância.
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Existem ainda, métodos de Tikhonov que utilizam uma iteração para melhorar a apro-
ximação de x� em cada passo. Esse tipo de variação é chamado de método de Tikhonov-
-iterado, que a partir de uma aproximação inicial x0 2 X , atualiza no k�ésimo passo, a
aproximação xk pela iteração

xkC1 WD arg minfTk.x/ W x 2 Xg; (B.11)

sendo
Tk.x/ D

1

2
kAx � yık2 C ˛k

1

2
kx � xkk2;

onde a sequência .˛k/ � R
C pode ser escolhida de diversas formas. Se ela for constante,

temos o chamado método de Tikhonov-iterado estacionário. Caso contrário, temos o mé-
todo não estacionário. Para o método não estacionário, temos ainda a possibilidade de
utilizar uma escolha a priori ou a posteriori. Por fim, a escolha a posteriori pode ser de-
terminada de maneira explícita (como, por exemplo, ˛k D kAxk � yık), ou de maneira
implícita (por exemplo, de modo que o minimizador de Tk satisfaça uma equação do tipo
kAxkC1 � yık D 0:7kAxk � yık).

Perceba que, de (B.11) segue que rTk.xkC1/ D 0 e daí

.A�
A C ˛kI/xkC1 D A

�yı C ˛kxk :

Provamos, usando indução, que se x0 D 0, então xk D Rky
ı , sendo

Rk D

kX

j D1

˛
j �1

k
.A�

A C ˛kI/
�j

A
�;

veja Exercício B.5. Além disso, usando Tk.xkC1/ 6 Tk.xk/, obtemos a monotonia do
resíduo:

kAxkC1 � yık 6 kAxk � yık: (B.12)

Nesse método ou em qualquer outro tipo de método iterativo, o número de iterações é
interpretado como sendo o parâmetro de regularização. Usualmente o Princípio da Discre-
pância (B.10) é utilizado como regra de parada para o método de Tikhonov-iterado. Com
ele, em conjunto com uma escolha apropriada da sequência .˛k/, é possível mostrar que
esse método rende um método de regularização, ou seja, xkı

�! x� quando ı �! 0,
veja Engl, Hanke e Neubauer (2000).

B.1.2 Método do Gradiente
Como é bem sabido, num espaço de Hilbert X , o oposto do gradiente de um funcional
Gâteaux-diferenciávelF W X �! R, no ponto x 2 X , é a direção em queF decresce mais
rapidamente a partir desse ponto. Esse fato motiva a definição do Método do Gradiente,
que se aplica esse resultado a uma iteração apropriada, visando aproximar um minimizador
de (B.2).
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Mais precisamente, o método do gradiente inicia com uma aproximação inicial x0 2 X
e, no passo k, segue na direção oposta ao gradiente do funcional F em xk (veja (B.2)), ou
seja,

xkC1 D xk � �krF.xk/

D xk � �kA
�.Axk � yı/;

(B.13)

sendo �k > 0 um escalar.
Cada escolha da sequência .�k/ rende uma variação do método do gradiente. Vejamos

algumas delas a seguir. Por um momento, vamos imaginar que não há ruídos nos dados,
isto é, ı D 0. Então, utilizando a identidade

kxkC1 � x�k2 � kxk � x�k2 D kxkC1 � xkk2 C 2hxkC1 � xk ; xk � x�i;

percebemos que o erro de iteração ek D kxk � x�k2 será monotonamente decrescente,
caso o lado direito da equação acima seja negativo. Em vista de (B.13), obtemos primeiro

ekC1 � ek D k�kA
�.Axk � y/k2 � 2�kh.Axk � y/;A.xk � x�/i

D �2
kkA�.Axk � y/k2 � 2�kkAxk � yk2;

e, em seguida, impondo a condição de que o termo após a última igualdade seja negativo,
conseguimos a monotonia do erro de iteração:

kxkC1 � x�k2
6 kxk � x�k2 (B.14)

sempre que �k 6 �max
k

, sendo

�max
k WD 2

kAxk � yk2

kA�.Axk � y/k2
:

Mais ainda, se �max
k

for substituído por

O�max
k WD .1 � c0/�

max
k D 2.1 � c0/

kAxk � yk2

kA�.Axk � y/k2
;

com 0 < c0 < 1 constante, obtemos o ganho

kxkC1 � x�k2 � kxk � x�k2
6 �2c0�kkAxk � yk2; (B.15)

sempre que �k 6 O�max
k

.
Observe agora que se c0 6 1=2, então

O�max
k >

2.1 � c0/

kA�k2
D
2.1 � c0/

kAk2
>

1

kAk2
DW �LW :
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O método do gradiente que utiliza o passo constante �k D �LW é chamado de Método
de Landweber, que, de acordo com o raciocínio acima, satisfaz (B.15) com c0 6 1=2.1

Outra variação do método do gradiente é chamada de Método da Máxima Descida
(Steepest Descent), definida pelo seguinte procedimento: defina

x� D xk � �rF.xk/

e o funcional Gk W R �! R por

Gk.�/ D kAx� � yk2:

Agora escolha � D �SD de modo que Gk seja minimizado. Note que, nesse caso, o
ponto xkC1 D x�SD

irá minimizar o resíduo ao longo da direção oposta ao gradiente de
F em xk . Em particular, valerá a desigualdade: kAxkC1 � yk2 D Gk.�SD/ 6 Gk.0/ D
kAxk � yk2. É fácil comprovar queGk é convexo, e impondo a condiçãoG0

k
.�SD/ D 0,

obtemos o minimizador (veja Exercício B.8):

�SD D
krF.xk/k

2

kArF.xk/k2
D

kA�.Axk � y/k2

kAA�.Axk � y/k2
:

Uma terceira variação do método do gradiente é o chamado Método do Erro Mínimo
(Minimal Error), que utiliza como passo o minimizador, �ME , do funcionalHk W R �! R,
definido por

Hk.�/ D kx� � x�k2:

Dessa forma, o iterado xkC1 D x�ME
será aquele que minimiza o erro de iteração na

direção oposta ao gradiente de F em xk .
Perceba que, a princípio, a determinação do passo �ME depende da solução x�, que é

desconhecida. No entanto, supondo que y 2 R.A/, vemos que Ax� D y e, portanto,

Hk.�/ D k.xk � x�/ � �rF.xk/k
2

D k.xk � x�/k2 � 2�hxk � x�;rF.xk/i C k�rF.xk/k
2

D k.xk � x�/k2 � 2�hA.xk � x�/;Axk � yi C k�rF.xk/k
2

D k.xk � x�/k2 � 2�kAxk � yk2 C �2krF.xk/k
2:

Impondo a condição H 0
k
.�ME / D 0, obtemos

�ME D
kAxk � yk2

krF.xk/k2
D

kAxk � yk2

kA�.Axk � y/k2
:

1Muitos autores consideram o passo do método de Landweber como sendo uma constante satisfazendo
0 < �LW < 2=kAk2 ou simplesmente uma constante positiva pequena o suficiente. Nesse texto, considerare-
mos, por simplicidade, que �LW D 1=kAk2, no entanto, em experimentos numéricos, é frequentemente mais
apropriado ter maior flexibilidade para a escolha desse passo.
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Como se vê claramente, �ME 6 O�max
k

caso c0 6 1=2. De fato, temos

0 < �LW 6 �SD 6 �ME 6 O�max
k ; (B.16)

onde a última desigualdade vale para c0 6 1=2 (veja Exercício B.9).
O método do gradiente normalmente utiliza o princípio da discrepância (B.10) como

critério de parada. No entanto, para o caso sem ruídos (ı D 0), não é possível provar
que o algoritmo termina após um número finito de passos, isto é, que kı < 1 em (B.10).
Observe, porém que, para o caso ı D 0 e kı D 1, segue da desigualdade (B.15) com
c0 D 1=2 que, para qualquer �k 2

h
�LW ; O�max

k

i
, vale

1X

kD0

kAxk � yk2
6

1

�LW

lim
n!1

n�1X

kD0

.kxkC1 � x�k2 � kxk � x�k2/

D kAk lim
n!1

.kx0 � x�k2 � kxn � x�k2/ 6 kAk kx0 � x�k2 < 1;

o que mostra que Axk �! y quando k �! 1.
A desigualdade (B.15) também pode ser usada para mostrar que a sequência .xk/ é

de Cauchy (Exercício B.12) e, portanto, convergente. O limite dessa sequência será uma
solução de Ax D y, já que Axk �! y. Mais do que isso, se x0 D 0, então xk �! x�,
pois, nesse caso, xk e x� pertencem ao subespaço N .A/? (veja Exercício B.4).

A estabilidade do método do gradiente consiste, a grosso modo, em provar que, para
cada k fixo, xı

k
�! xk quando ı �! 0 (veja Exercício B.11). A propriedade da regulari-

zação decorre, então, da monotonia do erro de iteração (B.14), juntamente com a conver-
gência sem ruídos e a estabilidade. Vamos provar essa afirmação para o caso kı �! 1
quando ı �! 0.

Prova da propriedade de regularização: Seja ıj �! 0 e fixe � > 0. Pela conver-
gência sem ruídos, temos que xk �! x�, quando k �! 1. Então, existe m1 2 N tal
que kxm1

� x�k < �=2. Por outro lado, da estabilidade, segue que existe m2 2 N tal que
kx

ıj
m1

� xm1
k < �=2 sempre que j > m2. Por fim, como kıj

�! 1, quando j �! 1,
existe m3 2 N tal que kıj

> m1 para todo j > m3. Usando a monotonia do erro de
iteração (B.14), obtemos para j > maxfm2; m3g que

kx
ıj

kıj

� x�k 6 kx
ıj
m1

� x�k 6 kx
ıj
m1

� xm1
k C kxm1

� x�k < �:

Logo xı
kı

�! x� quando ı �! 0.

B.2 Métodos de Regularização para Problemas Não Line-
ares

SejamX e Y espaços de Hilbert eF W D.F / � X �! Y um operador (possivelmente não
linear) contínuo. Nesta seção, vamos analisar métodos de regularização para aproximar a
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solução do problema inverso
F.x/ D y; (B.17)

supondo que y pertença a imagem de F e sendo conhecidos apenas um vetor com ruídos
yı 2 Y , satisfazendo ky � yık 6 ı e o nível de ruídos ı > 0.

B.2.1 Métodos de Tikhonov e do Gradiente
Os métodos de Tikhonov e do gradiente, apresentados para problemas lineares nas Apên-
dices B.1.1 e B.1.2 respectivamente, possuem versões para problemas não lineares.

O método clássico de Tikhonov para problemas não lineares é definido por xı
˛ 2

arg minfT˛.x/ W x 2 D.F /g, sendo

T˛.x/ D
1

2
kF.x/ � yık2 C ˛

1

2
kxk2; ˛ > 0:

Como F é não linear, o funcional T˛ é em geral não convexo. Sendo assim, T˛ pode
admitir diversos minimizadores, podendo inclusive ter minimizadores locais. Se F é Fré-
chet-diferenciável em seu domínio, então, usando a regra da cadeia, obtemos que

rT˛.x/ D F 0.x/�.F.x/ � yı/C ˛x:

No entanto, mesmo que um vetor Ox 2 int.D.F // satisfaça a equação não linear rT˛. Ox/ D
0, não é possível garantir que esse seja um minimizador global de T˛ .

De um modo geral, o problema de determinar um minimizador de T˛ pode ser bas-
tante complicado na prática e usualmente exige a aplicação de técnicas sofisticadas de
otimização, além do requerimento de hipóteses restritivas sobre a função F .

Nesse contexto, o método de Tikhonov–Phillips é definido pela iteração:

xı
n 2 arg minfTn.x/ W x 2 D.F /g; (B.18)

sendo
Tn.x/ D

1

2
kF.x/ � yık2 C ˛n

1

2
kxk2;

onde .˛n/ � R
C é uma sequência apropriada de parâmetros. O critério de parada usual é

novamente o princípio da discrepância, que, nesse caso, é dado por

nı WD inffn 2 N W kF.xn/ � yık 6 �ıg; (B.19)

sendo � > 1 uma constante pré-definida, e desse modo espera-se que se tenha xnı
�! x�

quando ı �! 0, c.f. Definição A.3.6 com Ox D 0.
O método de Tikhonov-iterado, por sua vez, é definido para problemas não lineares

pela iteração definida em (B.18), porém com

Tn.x/ D
1

2
kF.x/ � yık2 C ˛n�1

1

2
kx � xn�1k2;
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a partir de uma aproximação inicial x0 2 D.F /. Aqui, .˛n/ � R
C é uma sequência

apropriada.
Com relação aos métodos do gradiente, esses são definidos pela iteração:

xnC1 D xn � �nrH.xn/

D xn � �nF
0.xn/

�.F.xn/ � yı/;
(B.20)

a partir de uma aproximação inicial x0 2 D.F /. Aqui H W D.F / � X �! R é definida
porH.x/ D 1

2
kF.x/�yık2 e F 0 é a derivada de Fréchet de F . Mais uma vez, cada regra

específica para a sequência de passos .�n/ define uma variação específica do método do
gradiente. Usando a condição do cone tangencial (A.11), obtemos variações dos métodos
de Landweber, máxima descida e erro mínimo, veja Margotti (2018). Em particular, o
Método de Landweber não linear é dado por:

xnC1 D xn � �F 0.xn/
�.F.xn/ � yı/; (B.21)

sendo � > 0 uma constante pequena o suficiente.

B.2.2 Métodos de Newton Inexato
Como o próprio nome sugere, esses métodos são baseados no método de Newton. Lembre
que o n�ésimo passo do método de Newton lineariza a equação não linear F.x/ D yı

em torno do ponto corrente xn. Então encontra uma solução para o sistema linearizado
Ansn D bı

n, sendo An D F 0.xn/ e bı
n D yı � F.xn/. A solução desse sistema é, então,

usada para atualizar do vetor corrente: xnC1 D xn C sn.
Métodos de Newton inexato aplicam um procedimento similar, porém o sistema li-

near Ans D bı
n deve ser resolvido de maneira inexata. De fato, se o problema inverso

associado a (B.17) é localmente mal posto em xn, então sob condições razoáveis, o sis-
tema linearizado será localmente mal posto (veja a Proposição A.3 e o Teorema A.3.2).
Desse modo, é preciso aplicar um método de regularização para aproximar uma solução
do sistema linear Ans D bı

n de maneira apropriada.
Se a regularização de Tikhonov é usada para aproximar a solução do sistema linear em

questão, o método resultante é chamado de Método de Levenberg–Marquardt (LM). Assim
esse método inicia com um vetor x0 2 D.F / e segue com a iteração xnC1 D xn C sn,
sendo

sn D arg minTn.s/; com Tn.s/ D
1

2
kAns � bı

nk2 C ˛n

1

2
ksk2; (B.22)

onde .˛n/ � R
C é uma sequência que pode ser definida tanto a priori quanto a posteriori.

O método de LM termina com o Princípio da Discrepância (B.19). Caso a sequência
.˛n/ seja escolhida apropriadamente, temos que limı!0 xnı

D x�. Escolhas comuns
de sequências .˛n/ definidas a priori incluem a sequência constante ˛n D ˛ > 0 e a
sequência geométrica: ˛n D ˛0r

n com ˛0 > 0 e 0 < r < 1.
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Outros métodos de regularização podem ser aplicados ao sistema linear Ans D bı
n,

cada um deles gerando um método diferente. Rieder (1999) unifica a ideia de métodos de
Newton inexato e introduz o chamado REGINN (REGularization based on INexact Newton
method), uma classe de algoritmos que funciona com duas iterações, uma interna e uma
externa. Similarmente ao método de Newton, a iteração externa é dada por xnC1 D
xnCsn, sendo sn uma aproximação para a solução do sistema linearAns D bı

n. A iteração
interna, por sua vez, aplica um método de regularização iterativo ao sistema linear e gera
uma sequência em k, .sn;k/k , a partir de sn;0 D 0. A iteração interna termina quando o
índice

kn WD inffk 2 N W kAnsn;k � bı
nk < �nkbı

nkg (B.23)
é alcançado e, então, definimos sn D sn;kn

. Aqui .�n/ � .0; 1/ é uma sequência apropri-
ada de tolerâncias.

A convergência do algoritmo REGINN já foi provada utilizando diferentes iterações in-
ternas tais como: métodos do tipo Tikhonov, do tipo gradiente, métodos mistos, método
do gradiente conjugado, etc. veja Margotti (2015) e Rieder (1999, 2006). Além disso,
taxas de convergência foram provadas em Rieder (2001) e diversas modificações e aper-
feiçoamentos foram propostos em espaços de Banach e com penalizações convexas em
Margotti (2018) e Margotti (2015).

Utilizando a condição do cone tangencial (A.11), a análise de convergência do algo-
ritmo REGINN utiliza técnicas similares àquelas usadas na análise dos métodos lineares,
apresentadas na seção anterior. Por exemplo, vamos imaginar que não há ruídos (ı D 0)
e que o método do gradiente é utilizado como iteração interna. Então se torna:

sn;kC1 D sn;k � �n;kA
�
n.Ansn;k � bn/: (B.24)

Agora aplicamos a definição en WD x� � xn para obter a identidade:

ksn;kC1 � enk2 � ksn;k � enk2 D ksn;kC1 � sn;kk2 C 2hsn;kC1 � sn;k ; sn;k � eni:

Observe que, de (B.24), segue que

hsn;kC1 � sn;k ; sn;k � eni D ��n;khAnsn;k � bn;An.sn;k � en/i

D ��n;k

�
hAnsn;k � bn;Ansn;k � bni

�hAnsn;k � bn;Anen � bni
�

6 �n;kkAnsn;k � bnk
�
kAnen � bnk � kAnsn;k � bnk

�
;

onde a última estimativa segue da desigualdade de Cauchy–Schwarz. Mas, enquanto k <
kn, c.f. (B.23), temos que kbnk 6

1
�n

kAnsn;k � bnk e, usando a condição do cone
tangencial (A.11), juntamente com F.x�/ D y, obtemos

kAnen � bnk D kF 0.xn/.xn � x�/ � F.xn/C F.x�/k

6 �kF.xn/ � F.x�/k D �kbnk 6
�

�n

kAnsn;k � bnk:
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Por fim, restringindo a tolerância �n ao intervalo .�; 1/, obtemos em vista de (B.24) que

ksn;kC1 � enk2 � ksn;k � enk2
6 �2

n;kkA�
n.Ansn;k � bn/k

2 � 2�n;kCnkAnsn;k � bnk2;

comCn WD 1��=�n > 0:Desse modo, para obter a monotonia do erro na iteração interna,
exigimos que o lado direito da desigualdade acima seja negativo. Assim

ksn;kC1 � enk2
6 ksn;k � enk2; k D 0; : : : ; kn � 1; (B.25)

sempre que �n;k 6 �max
n;k

, sendo

�max
n;k WD

2CnkAnsn;k � bnk2

kA�
n.Ansn;k � bn/k2

:

Similarmente ao que foi feito na última seção, se �max
n;k

for substituído por O�max
n;k

WD

.1 � c0/�
max
n;k

, com 0 < c0 < 1, então

ksn;kC1 � enk2 � ksn;k � enk2
6 ��n;kpnkAnsn;k � bnk2; (B.26)

para k D 0; : : : ; kn � 1, sempre que �n;k 6 O�max
n;k

. Aqui

pn WD 2c0Cn D 2c0

�
1 �

�

�n

�
> 0: (B.27)

Agora observe que
O�max

n;k >
2.1 � c0/Cn

kAnk2
DW �n: (B.28)

Nesse contexto, o método de Landweber será a iteração interna do algoritmo REGINN,
se o método do gradiente com o passo �n;k D �n seja utilizado. Perceba que �n é cons-
tante em k e, portanto, não varia durante a iteração interna.

Perceba que, para qualquer j < kn, vale a desigualdade �nkbnk 6


Ansn;j � bn



,
c.f. (B.23). Segue, então, de (B.26) com c0 D 1=2, que para qualquer j natural menor do
que kn e para qualquer �n;k 2

�
�n; O�max

n;k

�
, vale a desigualdade

j
C 2

n

kAnk2
.�nkbnk/2 D j�npn .�nkbnk/2 6

j �1X

kD0

�n;kpnkAnsn;k � bnk2

6

j �1X

kD0

�
ksn;k � enk2 � ksn;kC1 � enk2

�

D ksn;0 � enk2 � ksn;j � enk2
6 ksn;0 � enk2 D kxn � x�k2 < 1;

(B.29)



96 B. Métodos de Regularização para Problemas Inversos

o que mostra que j < 1 e, portanto, kn < 1. Isso significa que a iteração interna termina
após um número finito de passos.

Veja que, da monotonia do erro na iteração interna (B.25), obtemos a monotonia da
iteração externa, pois

kxnC1 � x�k2 D ksn;kn
� enk2

6 : : : 6 ksn;0 � enk2 D kxn � x�k2:

B.3 Exercícios
Nesta seção de exercícios, a menos que o contrário seja explicitamente afirmado, assumi-
remos que X e Y são espaços de Hilbert reais e A 2 B.X; Y /.

Exercícios referentes ao Apêndice B.1

Exerc. B.1. Sejam X e Y espaços normados, F W D.F / � X �! Y e x 2 int.D.F //.
Suponha que existam operadores lineares T ;S W X �! Y tais que

DF.x; v/ D T v D Sv para todo v 2 X:

Prove que T D S . Conclua que a derivada de Gâteaux é única. Prove também que se
D.F / D X e F é linear e limitado, então F 0.x/v D F.v/, para todo x; v 2 X .

Exerc. B.2. Sejam X e Y espaços normados, F W D.F / � X �! Y e G W D.G/ �
X �! Y funções Gâteaux-diferenciáveis num ponto x 2 int.D.F // \ int.D.G// e
� um escalar. Mostre que F C �G é Gâteaux-diferenciável em x e .F C �G/0.x/ D
F 0.x/C �G0.x/.

Exerc. B.3. Fixe y 2 Y e prove que o funcional F W X �! R, definido por F.x/ D
1
2
kAx � yk2, satisfaz

DF.x; v/ D hAx � y;Avi; para todo x; v 2 X:

Conclua que F é Gâteaux-diferenciável em qualquer ponto x 2 X e que rF.x/ D
A�.Ax � y/.

Exerc. B.4. Fixe y 2 R.A/. Suponha que x0 D 0, ı D 0 e kı D 1. Prove que
todas as variações dos métodos de Tikhonov e do gradiente apresentadas no Apêndice B.1
satisfazem xk 2 N .A/?, para todo k 2 N. Mostre ainda que se .xk/ converge a uma
solução Ox 2 X de Ax D y, então Ox � x� 2 N .A/? \ N .A/. Conclua que, nesse caso,
xk �! x�. (Dica: para mostrar que os métodos iterativos satisfazem xk 2 N .A/?,
prove antes que xk � xk�1 2 N .A/? e depois use uma soma telescópica.)

Exerc. B.5. Fixe vetores x0 2 X e yı 2 Y e uma sequência .˛k/ � R
C. Defina

xkC1 D arg minfTk.x/ W x 2 Xg, onde Tk W X �! R é o funcional definido por

Tk.x/ D
1

2
kAx � yık2 C ˛k

1

2
kx � xkk2:
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Prove que Tk é convexo e Gâteuax-diferenciável em todos os pontos de X . Mostre ainda
que o minimizador de Tk satisfaz

.A�
A C ˛I/xkC1 D A

�yı C ˛xk :

Prove também que se x0 D 0, então xk D Rky
ı , onde

Rk D

kX

j D1

˛
j �1

k
.A�

A C ˛kI/
�j

A
�:

Exerc. B.6. Considere o método de Tikhonov-iterado (c.f. (B.11)).
a. Mostre que

xkC1 � xk D �
1

˛k

A
�.AxkC1 � yı/:

b. Use o resultado do item a. em conjunto com a identidade

kxkC1 � x�k2 � kxk � x�k2 D �kxkC1 � xkk2 C 2hxkC1 � xk ; xkC1 � x�i;

para provar o ganho

kxkC1 � x�k2 � kxk � x�k2 D �kxkC1 � xkk2 �
2

˛k

kAxkC1 � yk2 (B.30)

no caso sem ruídos (ı D 0).
c. Prove que se ı D 0, kı D 1 e a sequência .˛�1

k
/ não é somável, então Axk �! y,

quando k �! 1.
d. Fixe c > 1. Mostre que se o número positivo kAk2=.c � 1/ é uma cota inferior para a

sequência .˛k/, então



Axk � yı




 6 c



AxkC1 � yı




:

(Dica: use a desigualdade



Axk � yı




 �



AxkC1 � yı




 6 kA.xk � xkC1/k

em conjunto com o item a.)
e. Prove que se ı > 0, � > c > 1 e ˛k > kAk2=.c � 1/, então para todo k < kı (c.f.

(B.10)) vale

kxkC1 �x�k2 �kxk �x�k2
6 �kxkC1 �xkk2 �

2

˛k

�
1 �

c

�

�
kAxkC1 �yık2: (B.31)
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f. Mostre que se ı > 0, ˛k > kAk2=.c � 1/ e .˛�1
k
/ não é somável, então o método de

Tikhonov-iterado termina com a discrepância (B.10) após um número finito de iterações,
isto é, kı < 1. (Dica: assuma o contrário. Então �ı < kAxkC1 � yık, para todo
k 2 N. Aplique uma soma em (B.31) para derivar uma contradição.)

Exerc. B.7. Considere o método de Tikhonov-iterado (c.f. (B.11)) sem ruídos (ı D 0).
Assuma que

P1
kD0

1
˛k

D 1 e que Ax0 ¤ y.
a. Mostre que a iteração não termina, isto é, que kı D 1. (Dica: assuma que kı 2 N.

Use (B.10) para concluir que Axkı
D y. Aplique indução, juntamente com o item a.

do Exercício B.6, para concluir que Axk D y, para k D 0; : : : ; kı .)
b. Mostre que .xk/ é uma sequência de Cauchy. (Dica: fixe números naturais m > n e

use a identidade

kxm � xnk2 D Œkxn � x�k2 � kxm � x�k2�C 2hxm � xn; xm � x�i

D Œkxn � x�k2 � kxm � x�k2�C 2

m�1X

j Dn

hxj C1 � xj ; xm � x�i;

em conjunto com (B.30) e a monotonia do resíduo (B.12). Repare que o termo nos
colchetes converge a zero devido a monotonia do erro de iteração.)

c. Prove que .xk/ converge a uma solução do problema inverso Ax D y. (Dica: use o
item c. do Exercício B.6.)

d. Mostre que xk �! x� quando k �! 1. (Dica: use o Exercício B.4.)

Exerc. B.8. Fixe vetores x 2 X e y 2 Y e defina x� WD x � �A�.Ax � y/. Mostre que
o funcional G W R

C �! R
C definido por

G.�/ D kAx� � yk2;

é a restrição de um polinômio de segundo grau, que seu único minimizador é

� D
kA�.Axk � y/k2

kAA�.Axk � y/k2
:

Exerc. B.9. Fixe w 2 Y e prove que se c0 6 1=2, então

0 <
1

kAk
6

kA�wk

kAA�wk
6

kwk

kA�wk
6
2.1 � c0/kwk

kA�wk
:

Em particular, se y 2 Y , xk 2 X e w D Axk � y, então (B.16) vale.

Exerc. B.10. Prove por indução que, para o método de Landweber (c.f. (B.13) com
�k D constante D � > 0) com a aproximação inicial x0 D 0, vale xk D Rky, sendo

Rk D �

k�1X

j D0

.I � �A�
A/jA�:
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Exerc. B.11. Fixe y 2 R.A/ e seja .yıj / � Y uma sequência satisfazendo kyıj �yk 6

ıj , em que a sequência de ruídos positivos .ıj / converge a zero. Considere o método de
Landweber, definido por

x
ıj

kC1
D x

ıj

k
� �A�.Ax

ıj

k
� yıj /;

em que � > 0 é uma constante. No caso sem ruídos (ı D 0), considere a iteração

xkC1 D xk � �A�.Axk � y/:

Mostre por indução que se xıj

0 D x0, para todo j 2 N, então, para cada k 2 N, vale a
estabilidade:

lim
j !1

x
ıj

k
D xk :

Exerc. B.12. Use a desigualdade (B.15), em conjunto com uma identidade apropriada,
similar àquela no item b. do Exercício B.7, para mostrar que, no caso sem ruídos (ı D 0
e kı D 1), a sequência gerada por (B.13) é de Cauchy.

Exercícios referentes ao Apêndice B.2

A menos que o contrário seja explicitamente afirmado, assumiremos nos exercícios a
seguir que X e Y são espaços de Hilbert reais e F W D.F / � X �! Y é um operador
contínuo.

Exerc. B.13. Neste exercício, consideramos o algoritmo REGINN sem ruídos (ı D 0),
com a iteração interna usando o método do gradiente (B.24). Assuma que F satisfaça a
condição do cone tangencial, c.f. (A.11) e que y pertença a imagem de F .

a. Use (B.26) para mostrar que

kxnC1 � x�k2 � kxn � x�k2
6 �

kn�1X

kD0

pn�n;kkAnsn;k � bnk2;

sendo kn definido em (B.23).
b. Conclua que se nı D 1 (c.f. (B.19)), então

1X

nD0

kn�1X

kD0

pn�n;kkAnsn;k � bnk2
6 kx0 � x�k2 < 1:

c. Escolha �min 2 .�; 1/ e restrinja as tolerâncias �n ao intervalo .�min; 1/. Prove que

0 < p WD 2c0

�
1 �

�

�min

�
< pn;

para todo n 2 N, c.f. (B.27).
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d. Assuma que kF 0.x/k 6 M para todo x 2 D.F / e mostre que

O�max
n;k >

2.1 � c0/
�
1 � �

�min

�

M 2
DW �min > 0;

c.f. (B.28). Conclua que se �n;k 2
�
�min; O�max

n;k

�
, então para o caso nı D 1 temos

1X

nD0

kbnk2 < 1;

e, portanto, F.xn/ �! y, quando n �! 1.

Exerc. B.14. Neste exercício, considere o algoritmo REGINN com a iteração interna
usando o método do gradiente (B.24): assuma que os dados possuem ruídos (ı > 0) e
suponha que F satisfaça a condição do cone tangencial, c.f. (A.11). Suponha ainda, que
y pertença a imagem de F e yı 2 Y seja um vetor, satisfazendo ky � yık 6 ı. Defina
An WD F 0.xn/, bı

n WD yı � F.xn/ e en D xn � x�, c.f. Definição A.3.6.
a. Mostre que

kAnen � bı
nk 6 .1C �/ı C �kbı

nk:

b. Suponha que a constante � em (B.19) satisfaça

� >
1C �

1 � �
:

Prove que, para todo n < nı vale

�min;n WD �C
.1C �/ı

kbı
nk

< 1:

Além disso, mostre que, para n < nı e k < kn (c.f. (B.23)), vale

kAnen � bı
nk 6

�min;n

�n

kAnsn;k � bı
nk:

c. Restrinja a tolerância �n ao intervalo .�min;n; 1/, com �min;n definido no item anterior.
Defina um tamanho de passo máximo O�max;ı

n;k
> 0 de modo que uma desigualdade aná-

loga à (B.26) seja válida para o caso com ruídos.
d. Derive uma desigualdade análoga à (B.28) para obter um tamanho de passo mínimo

�ı
n > 0. Mostre que se o passo �ı

n;k
pertence ao intervalo

h
�ı

n;
O�max;ı

n;k

i
, então kn < 1,

isto é, a iteração interna termina após um número finito de iterações. (Dica: assuma o
contrário e aplique uma soma em k à desigualdade obtida no item anterior para derivar
uma desigualdade análoga à (B.29) e, então, obter uma contradição.)
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e. Seja � definido como no item b. acima e tome �C .1C �/=� < �min < 1. Restrinja as
tolerâncias �n ao intervalo Œ�min; 1/ e assuma que kF 0.x/k 6 M , para todo x 2 D.F /.
Mostre que, com a mesma restrição no tamanho do passo dada no item d., temos que
nı < 1, isto é, a iteração externa termina após um número finito de iterações. (Dica:
assuma o contrário. Então kbı

nk > �ı, para todo n 2 N. Aplique uma soma em n para a
soma utilizada no item anterior e derive uma contradição. Perceba que, nessa situação,
o tamanho mínimo do passo pode ser escolhido independentemente de n, veja o item d.
do Exercício B.13.)

Exerc. B.15. Se o método de Tikhonov-iterado (c.f. (B.11)) for utilizado como iteração
interna do algoritmo REGINN, então teremos a iteração externa xn;kC1 D xn C sn;kn

, com
a iteração interna sn;0 D 0 e sn;kC1 WD arg minfTn;k.s/ W s 2 Xg, sendo

Tn;k.s/ WD kAns � bı
nk2 C ˛n;kks � sn;kk2:

Aqui .˛n;k/ � R
C é uma sequência apropriada.

Siga os mesmos passos dos Exercícios B.13 e B.14 para obter resultados análogos
para o algoritmo REGINN, utilizando o método de Tikhonov-iterado na iteração interna.
Será necessário impor uma restrição apropriada à sequência .˛n;k/. (Dica: observe os
resultados dos Exercícios B.6 e B.7.)

Exerc. B.16. Considere o algoritmo REGINN com kn D 1, ou seja, apenas uma iteração
interna é executada em cada iteração externa. Mostre que se o método linear do gradiente
(B.13) é utilizado na iteração interna, então o método resultante será o método do gradiente
não linear (B.20). Mostre também que se o método linear de Tikhonov-iterado (B.11)
é utilizado na iteração interna, então o método resultante será o método de Levenberg–
Marquardt (B.22) com ˛n D constante D ˛0.
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